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Abstract: The aim of this contribution is a comparison of two methods
of estimating parameters in nonnegative time series by analyzing some real
data. Nonnegative or even positive time series appear very often in solving
some problems in medicine, environmetrics, economics and other areas.

A traditional approach in practical time series analysis is using a packet
of statistical programs. The statistical software SOLO was chosen for iden-
tification and estimation of the model and for forecasting.

A new approach is represented by a method proposed especially for non-
negative time series. It could be called method of dividing because the
estimates of parameters are constructed in the form of minima of certain
fractions. The first estimate of this type was derived by Bell and Smith
in 1986. Some generalizations were proposed by Andél (1989, 1994) and Zi-
chovd (1996). The estimates obtained by the method of dividing are strongly
consistent. They can be easily calculated even if no statistical software is
available. The results of both approaches are presented in a graphical form.

Pezome: DTa crarha mpeacraBisgeT coboil CpaBHEHME ABYX BO3-
MOmHOCTeﬁ OLIEHMBAHUSA IIapaMeTpPOB B HEOTPUNATEJ/bHbBIX BPEMEHHBIX
psfax npu DOCPeACTBE aHAJIM3d KOHKPETHBIX NAaHHBIX. Heorpunaresb-
HbIE U [IOJIOYKUTEJbHbIE BPEMEHHbIE PAAbI MMEIOT IIPUJIOYKEHNEe B MHOIUX
npobJieMax ®KOJIOMMHU, MEAUIVHBI, DKOHOMUN U ApYTux obiacreil.

Ha mpakTuke MBI OUe€H YaCTO IIOJ/b3YEMCS KAaKOM - TO CTATUCTUY-
€CKOMIPOrpaMMOi 4151 KOHCTPYKUMU MATEeMATUUIECKOU MOLEIU U OLe-
HUBAQHUsS IIapaMeTpOB STOﬁ MOOEJIN. Mb1 I10J/b30BaJIMCh CTATUCTUUYEC-
koii mporpammoit SOLO, xkoTOpas BBIUKUCANIA OLEHKM B HAIINX MOJ-
eAX.

Il BBIUMCIIEHUA APYTUX OIEHOK IIapaMeTPOB B OIpPEeNeJIEHHON MO-
AeJI1 BPEeMEHHOI'O psga Mbl MCIIOJ/B30BAJIU HOBbIﬁ MeTOJ OLEHMBAHUA
HapaMeTrpoB B HEOTPUIATEHHBIX PsLAaX, KOTOPBII HA3bIBAELS METO
vacTtHelX. Besms u Cvmuc npennosxniau »tot meron B 1986 rony. O6006-
meHus npeuioknan Aunen (1989, 1994) u Suxosa (1996).

Monenu ¢ oneHkaMu mapaMeTpoB u3 nporpaMmmbl SOLO u moaenu ¢
OIEHKAMU{ METOOM YACTHBIX COINOCTAaBJIEHbI B KOHIIE CTATbU B MHOI'HX

rpajpuxax.
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1. UVOD

Cilem piispévku je porovnat na konkrétnich datech dva ptistupy k odhado-
van{ parametri v nezapornych casovych fadich. Casové fady s nezdpornymi
¢i dokonce pouze kladnymi hodnotami se v praxi vyskytuji velmi casto,
napiiklad pfi Feseni problému z oblasti ekologie, mediciny ¢i ekonomie.

Tradicni pristup ke zpracovani dat ve formé ¢asové rady predstavuje pouzi-
t1 baliku statistickych programi. V nasem piipadé byl pro identifikaci mod-
elu, odhad parametru a konstrukci predpovédi v casové fadé zvolen sta-
tisticky software SOLO.

Novy pristup predstavuje metoda navrzend specidlné pro nezaporné ¢aso-
vé fady. Lze ji nazvat metodou podila, nebot odhady parametri modelu
jsou konstruovany pomoci minim podila jistych hodnot ¢asové fady. Prvni
podilovy odhad odvodili Bell a Smith v roce 1986 (viz [3]), zobecnéni navrhli
Andél a Zichova v pracich [1], [2] a [6]. Podilové odhady jsou silné konzis-
tentni. Jejich vyhodou je jednoduchy vypocet, ktery lze snadno provést,
i kdyz nemdame k dispozici statisticky software.

2. BOXOVA-JENKINSOVA METODOLOGIE

V posledni dobé se velmi ¢casto pouziva analyza ¢asovych fad zalozend na
vysetfovani jejich korelacni struktury. Casové fady jsou modelovany pomoci
tzv. ARMA procesu.

ARMA proces 7adu p, ¢ je definovan rovnici

Xe =1 Xs 1+ 02X o+ +0,X:
+er+are—1 +aze2+ - +age—q, t=...,—-1,0,1,...,

kde X} jsou hodnoty ARMA procesu, e; je bily Sum, to jest posloupnost neko-
relovanych ndhodnych veli¢in, a a1, ..., a4, b1,. .., b, jsou parametry ARMA
procesu. Vétsinou se predpokladé, ze veli¢iny e; jsou normélné rozdélené
s nulovou stiedni hodnotou. Specidlnimi ptipady jsou pii ¢ = 0 autoregresni
procesy AR(p) a pfi p = 0 procesy klouzavych souctu MA(q).

Modelovanim casovych fad pomoci ARMA procesu se zabyvd Boxova-
Jenkinsova metodologie. Ta spoc¢iva ve tiech fazich vystavby modelu. Prvni
fazi je identifikace, ktera je zalozena na zkoumani prubéhu odhadnuté au-
tokorela¢ni a parcidlni autokorela¢ni funkce v analyzované radé. Vysledkem
je rozhodnuti, zda pro modelovani dat pouzijeme AR, MA nebo smiseny
ARMA proces, a uréeni fddu procesu. Druhou fazi je odhad parametru,
zpravidla pomoci nelinedarnich metod. Trteti fazi je ovéfovani modelu neboli
kontrola, zda rezidua v navrzeném modelu tvoii bily Sum. Podrobny popis
metod pouzivanych v jednotlivych fazich nalezneme napiiklad v knize [4].
Jelikoz se jednd o metody technicky narocné, pouziva se pro praktické mo-
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delovani statisticky software. Analyza Casovych fad je soucasti vSech béznych
balikt statistickych programi.

3. ANALYZA CASOVYCH RAD V PROGRAMU SOLO

Jak jsme jiz zminili v tvodu, byl v nasem piipadé pro zpracovani dat
pouzit statisticky software SOLO. V ném najdeme klasické metody analyzy
casovych fad (proklddani linedrniho trendu, exponencidlni vyrovnavani, se-
z6nni dekompozice), analyzu ve spektralni doméné a samoziejmé i Boxovu-
Jenkinsovu metodologii. Pro navrhovéani a odhadovani ARMA modela nabizi
SOLO dveé procedury. Prvni z nich nazvand ” ARIMA Box-Jenkins” providi
odhad parametri v ARMA modelu zadaného fadu. To znamend, ze musime
nejdiive sami model identifikovat. Spravna identifikace zejména smiSenych
modela viak ¢asto byvd obtiznd a vyzaduje velkou zkugenost experimentéto-
ra. Proto ndm SOLO nabizi druhou proceduru nazvanou ”ARMA Search”.
Ta sama navrhe optimdlni model a v ném odhadne parametry. Popis obou
procedur lze nalézt naptiklad ve skriptech [5].

Nez aplikujeme nékterou z uvedenych procedur v SOLU, musime casto
data vhodnym zpusobem transformovat, abychom zajistili nulovou stiedni
hodnotu a stacionaritu procesu, na nichz je Boxova-Jenkinsova metodologie
zalozena. SOLO nabizi provedeni nésledujicich transformaci v fadé X7, Xo,

vy X

v = 1
Y;:Xt_Xn; t:1,2,...,n, Xn:_ZXt

...odeCteni prumeéru od dat,
Zy=X;— A —Bt, t=1,2,...,n
...odec¢teni linedrniho trendu,
5(1),t:Xt_Xt—1; t=2,3,...,n
...ptechod k procesu prvnich diferenci.
Pirechodem k procesu prvnich diferenci lze odstranit nestacionaritu procesu
X ve stiedni hodnoté. Modelujeme-li proces (1), ARMA modelem, ho-

votime o tzv. ARIMA(p,1,q) procesu. Existuji i ARIMA procesy fadu
vyssich nez 1 (viz napi. [4]).

4. METODA PODILU

Nyni obratime pozornost k nezdpornym casovym fadam a k odhadové
metodé podild. V roce 1986 pouzili Bell a Smith pro modelovani drovné
znecisténi vody autoregresni proces prvniho fddu dany predpisem

(4.1) Xy =bXi—1 + ey,
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kde 0 < b < 1 ae; > 0 jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veliciny s dis-
tribuéni funkei F'. V uvedeném modelu navrhli jednoduchy odhad parametru

b ve tvaru
Xiq1

b* = min
1<t<n—-1 X;

pocitany z realizace X, Xo,...,X,, procesu (4.1). Dokézali, ze odhad b* je
silné konzistentn{ pravé tehdy, kdyz F(d) — F'(c¢) < 1 pro libovolnd 0 < ¢ <
d < oo.

Andel sestrojil podobné podilové odhady parametra v procesu AR(2)
v préci [1] a v procesech MA (1), MA(2) v préci [2]. Zichové provedla dalsi
zobecnéni na smiseny ARMA (p,q) proces v praci [6]. Piianalyze dat v nasem
piipadé byl pouzit pouze smiSeny proces ARMA(1,1). Ten je definovén
vztahem

Xt = bXt_l + e +aeg_1.

Predpoklddejme, ze 0 < a,b < 1 a e; > 0 jsou nezavislé stejné rozdélené
nihodné veliciny s distribuéni funkci F. Za uvedenych piedpokladu lze
dokazat, ze

b= min
1<t<n-1 X; '
. . X 22X,
4= min ————— —b
2<t<n—1 X

jsou silné konzistentni odhady parametru a, b.

5. ANALYZOVANA DATA

Pro tcely porovnani odhadit metodou podili a odhad z programu SOLO
byla provedena analyza ¢tyf souboru dat.

Prvni soubor nazvany MORAVA obsahuje 912 pozorovani piedstavujicich
mésicni prumeérné prutoky v fece Moravé v metrech krychlovych za sekundu
v letech 1916-1991.

Druhy soubor, PRAHA  obsahuje 220 hodnot prameérné ro¢ni teploty v de-
setindch stupné Celsia naméfené v prazském Klementinu v letech 1771-1990.

Tteti soubor, HURBANOYV, obsahuje 90 prumérnych podzimnich teplot
ve stupnich Celsia naméfenych v Hurbanové v letech 1903-1992.

Konec¢né ¢tvrty soubor, ENERGETIKA, obsahuje 241 dennich hodnot
burzovniho indexu energetiky sledovaného v obchodnich dnech od zaii 1994
do zari 1995.

Necht rozsah zpracovavaného souboru je n. Ve vsech ¢tyfech piipadech
byl identifikovan model a odhadnuty parametry na zakladé n—20 pozorovani.
Odhadnuty model byl pouzit pro konstrukci vyrovnané rady délky n — 20.
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Pro zbyvajicich 20 hodnot byly sestrojeny piedpovédi. Jejich porovnani se
skutecnymi pozorovanimi poskytne predstavu o kvalité obou metod z hledis-
ka predpovédi. SOLO automaticky pocitd hodnoty vyrovnané rady i zadany
pocet predpovédi budoucich hodnot, pro konstrukci vyrovnané rady a pired-
poveédi u podilové metody byly pouzity postupy uvedené v knize [4]. Za prvni
vyrovnanou hodnotu byl u podilové metody vzat primér X,,_s9. Pro kazdy
odhadnuty model v fadé délky n — 20 byla odhadnuta smérodatnd odchylka
chyb podle vztahu

n—20
1 .
— _ 2
RMS = T ;ﬂ (X — Xy)?,

kde k je potet parametri (F4d modelu), X; jsou data a X, jsou hodnoty
vyrovnané rady.

6. VYSLEDKY ANALYZY DAT

V této kapitole ukdzeme vysledky analyzy ¢tyi zminénych ¢asovych trad.
Grafické vystupy jsou uvedeny v piiloze.

I. Soubor MORAVA

Graf casové tady Xi,...,Xog12 je na obrazku 1. Vidime z néj, ze fadu
muzeme povazovat za staciondrni s kladnou stfedni hodnotou.

ZPRACOVANI V SOLU

Byla provedena transformace Y; = X; — Xggo, to jest od prvnich 892
pozorovani byl odecten primér Xggo = 51.87. V fadé Y; byl procedurou
? ARMA Search” identifikovan model AR(1). Odhad parametru b je b, =
0.40. Smérodatnd odchylka chyb je RM S = 36.67.

PODILOVA METODA
Podilovd metoda v modelu AR(1) dala pro data X, t = 1,2,...,892
odhad bp,q¢ = 0.13 parametru b, RM S = 38.17.

Zduraznéme na tomto misté, ze odhady i)p, I;pod jsou konstruovany v odlis-
nych autoregresnich modelech prvniho fadu. SOLO pouzivd pro transfor-
movand data Y; model s normalné rozdélenym bilym Sumem s nulovou stfedni
hodnotou, zatimco podilovd metoda predpoklddd pro data X; model s klad-
nym bilym Sumem s obecnym rozdélenim.

Podilovd metoda byla aplikovdna rovnéz v modelu ARMA(1,1). Zde jsme
dostali v fadé X; odhady parametri Gpoq = 0.36, bpoq = 0.13, RM S = 37.07.



298 JiTkA ZICHOV A

Grafy fad odpovidajicich jednotlivym modelim jsou na obrazcich 2, 3 a
4. V kazdém grafu je zobrazena tada délky 912. Poslednich dvacet hodnot
predstavuje predpovédi v modelech navrzenych a odhadnutych na zakladé
892 puvodnich dat. Samotné predpovédi jsou spolu s daty Xsgos,--., X912
shrnuty v obrdzku 5. Pfedpovédi v modelech AR(1) a ARMA(1,1) odhad-
nutych podilovou metodou jsou témeéi identické, proto jsou v obrazku 5
s puvodnimi daty porovniny pouze piedpovédi ze SOLA a piedpovédi v mo-
delu AR(1) odhadnutém podilovou metodou.

Kvalita ptedpovidani v obou modelech je podobna. V pfipadé odhadu
ze SOLA se piedpovéd ustali na priméru Xggp = 51.87, v piipadé podilové
metody na hodnoté 51.26.

II. Soubor PRAHA

Graf casové fady X7, ..., X290 je na obrazku 6. Data nejsou staciondrni,
v prubéhu ¢asu dochdzi ke zménam v drovni.

ZPRACOVANI V SOLU
1. Odecteni primeéru od dat

Jako prvni transformace bylo provedeno odeéteni pruméru Xy = 94.53
v fadé o 200 pozorovanich. Procedura "ARMA Search” navrhla pro tadu
Y; = X; — Xopo, t = 1,2,...,200 model AR(1) s odhadnutym parametrem

b, = 0.19, RM S = 8.87.

2. Prechod k prvnim diferencim

Jako druhd moznd transformace dat bylo provedeno diferencovani, to jest
piechod k fadeé 61y, = X¢— X1, =2,...,200. Vtadeé d(;), byl na zdklade
zkoumdan{ prubéhu autokorela¢nich funkc{ identifikovdn model MA(1), coz
znamend model ARIMA(0,1,1) pro data X;. Odhad parametru a ziskany
aplikaci procedury ”ARIMA Box-Jenkins” je ag = —0.92, smérodatnd od-
chylka chyb je RMS = 8.72.

PODILOVA METODA
Odhad parametru b podilovou metodou v modelu AR(1) pro data X,
t=1,2,...,200 je bpoq = 0.71, RMS = 10.02.

Grafy rad délky 220 v jednotlivych modelech jsou na obrazcich 7, 8, a 9.
Poslednich dvacet hodnot v grafech jsou predpovédi v modelech konstruo-
vanych na zdkladé 200 puvodnich dat. Porovnani piedpovédi s puvodnimi
daty Xoo1,...,X220 je mozné provést v obrazku 10. Prubéh piedpovédi
v modelu s odectenim pruméru a v podilové metodé je velmi podobny,
predpoved se ustdli na priméru Xoop = 94.53 respektive na hodnoté 94.31.
Pouziti prvnich diferenci ddva ponékud vétsi predpovédi v hodnoté 96.80.
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Doposud analyzované casové fady nevykazovaly trend, proto predpovédi
byly zhruba konstantni. V dalsich souborech dat se setkdme s linedrnim
trendem.

III. Soubor HURBANOV

Graf dat X1,...,X7o je na obrdzku 11. Rada vykazuje zfetelny linedrni
trend Try = A + Bt, t = 1,2,...,90. Parametry trendu byly odhadnuty
jako A =8.80, B = 0.05. Trendov4 piimka je prolozena grafem dat.

ZPRACOVANI V SOLU
1. Odec¢teni pruméru od dat

Primér X;9 = 10.42 byl odeéten od prvnich 70 pozorovéni. Procedura
" ARMA Search” navrhla pro fadu Y; = X; — Xy, t = 1,2,...,70 model
ARMA(2,1). Odhady parameti jsou d, = —0.08, by, = 0.21, by, = 0.42,
smérodatnd odchylka chyb je RM S = 1.40.

2. Odecteni trendu

Dalsi moznou transformaci dat je odecteni trendu, to jest prechod k radé
Zy = Xy —8.80—0.05t,t =1,2,...,70. Procedura ”ARMA Search” navrhla
v tomto piipadé pro fadu Z; model ARMA(2,1) s odhady parametru a; =
—0.02, biy = 0.02, by = 0.25, RM S = 1.32.

3. Pfechod k prvnim diferencim

Jelikoz fada vykazujici trend je nestacionarni, je mozné pouzit i transfor-
maci spocivajici v konstrukci prvnich diferenci. V fadé d(1) = X¢ — X¢1,
t = 2,...,70 byl na zdkladé analyzy autokorela¢nich funkci identifikovan
model MA(1). Pavodni fadu X; 1ze tedy modelovat procesem ARIMA(0,1,1).
Procedura ” ARIMA Box-Jenkins” odhadla parametr a hodnotou a4 = —0.79
a smérodatnou odchylku chyb hodnotou RM S = 1.40.
PODILOVA METODA

Nakonec byl spocitdn odhad parametru b podilovou metodou v modelu
AR(1) v fadé X;,..., X7, ktery vysel Epod = 0.60. Hodnota smérodatné
odchylky chyb je RM S = 1.60.

Obrazky 12, 13, 14, 15 ukazuji grafy vyrovnanych rad a dvaceti predpoveédi
konstruovanych ve ¢tyiech uvedenych modelech. Obréazek 16 nabizi moznost
porovnat pfedpovédi s pivodnimi daty X7, ..., Xgo. Okamzité v ném vidi-
me, ze nejhufe predpovidd model s ode¢tenym prumeérem. Nejkvalitnéjsi
predpovédi ddvd model s odectenym trendem.
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IV. Soubor ENERGETIKA

Zatimco dosud zpracované soubory obsahovaly klimatologicka data, tvori
posledni soubor data z oblasti financi. Graf 241 hodnot indexu energetiky
je na obrazku 17. Rada opét vykazuje zfetelny , v tomto pripadé sestupny
linearni trend. Odhadnuté parametry trendu jsou A = 996.57, B=-212.
Trendova piimka je prolozena grafem dat.

ZPRACOVANI V SOLU
S pouzitim SOLA byly provedeny stejné typy transformaci jako v tadé
HURBANOV.

1. Odecteni priméru od dat

Pramér Xos; = 760.92 z fady Xi,..., X221 byl odecten od vsech 221
pozorovéni. Pro fadu Y; = X; — Xoo, t = 1,2,...,221 byl procedurou
” ARMA Search” navrzen model ARMA(2,1) s odhadnutymi parametry a, =
0.01, by, = 1.44, by, = —0.45, RM S = 10.17.

2. Odecteni trendu

Viadé Z, = X, —996.57 +2.12¢,t = 1,2, ..., 221 byl pii aplikaci ” ARMA
Search” navrzen model ARMA(2,1) s odhady parametru a; = 0.02, by =
1.41, by = —0.45, RM S = 10.09.

3. Ptechod k prvnim diferencim

V fadeé d1)y = Xy — Xy—1, t = 2,...,221 jsme podle pribéhu autoko-
relacnich funkci identifikovali model AR(1), coz znamena model ARIMA(1,1,
0) pro data X;. Procedurou ”ARIMA Box-Jenkins” byl odhadnut parametr
b hodnotou by = 0.45. Smérodatns odchylka chyb je RM S = 10.19.

PODILOVA METODA
Odhad parametru b podilovou metodou v modelu AR(1) v rfadé Xq,...

-, Xoo1 je roven byoq = 0.96, RMS = 20.43.

Prabéh vyrovnanych fad o délce 221 se témeér nelisi, jak lze vidét v obréz-
cich 18, 19, 20, 21. Rovnéz kvalita ptfedpovidani budoucich hodnot u trans-
formaci odecteni prumeéru, diferencovani a u podilové metody v AR(1) je
srovnatelnd, coz ukazuje poslednich dvacet hodnot v grafech 18, 20, 21 a
podrobngji obrazek 22. Naproti tomu model s odeétenym trendem dava
vyrazné hor§i predpovédi. To bezprostiedné souvisi s prechodem od ses-
tupného trendu k vzestupnému v fadé dat X;.
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7. ZAVER

Provedend analyza dat si kladla za cil studovat chovani metody podilu na
konkrétnich datech a porovnat vysledky dosazené metodou podilua s vysledky
dosazenymi pomoci tradi¢nich metod nabizenych statistickym programem
SOLO.

Kvalitu modelu ¢asové fady lze posuzovat ze dvou hledisek. Prvnim z nich
je kvalita vyrovnani fady neboli vétsi ¢i mensi shoda modelu se skutec¢nymi
daty. Vyrovnané fady pii pouziti jednotlivich metod muZeme porovnat
v grafech nebo pomoci odhadnuté smérodatné odchylky chyb RMS. Hodnoty
statistiky RMS v modelech PRAHA, HURBANOV a ENERGETIKA odhad-
nutych podilovou metodou zdédnlivé nejsou ve shodé s grafy vyrovnanych
fad. Rady vyrovnané podilovou metodou na prvni pohled dobfe ”kopiruji
data”, ale pfi zobrazeni grafi ve vétsim méritku bychom zjistili, ze vyrovnané
fady maji oproti puvodnim datim mirné posunuté vrcholy. Posun vrcholu
zpusobi, ze nékteré hodnoty rezidui X; — X, jsou znacné vysoké a nasledné je
vysokd hodnota RMS. Pticinou je rozdil mezi prvni vyrovnanou hodnotou,
kter4 je rovna praméru X,,_», a prvai hodnotou dat.

Druhym hlediskem je kvalita predpovidani budoucich hodnot. Modely
u v8ech souboru dat byly navrzeny a odhadnuty na zdkladé n — 20 pozorovani
a bylo sestrojeno 20 pfedpovédi. Tyto pfedpovédi je mozné porovnat s daty
Xn-19,...,X, v detailnich grafech (obrazky 5, 10, 16 a 22). Z grafu je pa-
trné, ze kvalita predpovédi v modelu AR(1) odhadnutém podilovou metodou
je srovnatelnd s kvalitou predpovédi v modelech navrzenych s pomoci SOLA
pii odecteni pruméru od dat, coZz je nejjednodussi a nejcastéji provadénd
transformace.

Na zékladé provedené analyzy dat nelze jednoznacné ftici, zda metody
nabizené SOLEM nebo podilova metoda jsou lepsi pro zpracovani nezipor-
nych dat. Grafy pouze ukazuji, ze v uvedenych ¢tytech souborech nedava
podilova metoda vyrazné horsi vysledky nez metody tradicni.

Zavérem bych rada podékovala doc. RNDr. V. Veselému, CSc. z ka-
tedry aplikované matematiky piirodovédecké fakulty Masarykovy univer-
zity v Brné a RNDr. J. Antochovi, CSc. a RNDr. M. Lausmanové, CSc.
z katedry pravdépodobnosti a matematické statistiky MFF UK v Praze za
laskavé poskytnuti dat. Bez jejich ochoty by tento piispévek nevznikl.
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