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Abstrakt. V prispevku si uvedené explicitné tvary algoritmov na
vypocet odhadov LMINQE, Linearized Minimum Norm Quadratic Estima-
tor, variancnych komponentov — autoregresného parametra @ a parametra
rozptylu chyb 02 — v linedrnom regresnom modeli s chybami typu AR(1).
Studované su dva pripady: (a) autoregresny proces spiiia podmienky sta-
cionarity; (b) autoregresny proces je nestaciondrny.

Abstract: In the paper there are given the algorithms for computing
LMINQE’s, Linearized Minimum Norm Quadratic Estimators of variance
components, the autoregressive parameter ¢ and the variance 02, in the lin-
ear regression model with disturbances following the AR(1) process. There
are two different cases: The disturbances consist (a) stationary AR(1) pro-

cess, and (b) nonstationary AR(1) process.

Pesrome: PaccmarpuBaercsi npobiemMa OLEHUBAHUS KOMIIOHEHTOB
BapUAHINY — [IAPAMETPaA aBTOPErPecCUM M IapaMeTrpa AUCIePCHUMN — B
Moenu IuHeRHON perpeccuu ¢ oTkiaoHeHusaMy tuna AR(1). ITokasansr
anaropuTMel s Berunciaenus oreHok LMINQUE B aByx curyanusax: 1)
CJIyJalHbII [IPOIECC aBTOPErpPecCUM MOYKHO CUMTATH CTAMOHAPHBIM;
2) cayualHbBI IPOLECC aBTOPErpeCcCHUr MOYKHO CUMTATH He-CTALMOHAD-

HbIM.

1 Uvod

Budeme uvazovat ¢asovy rad {y;}, ktory je stochastickym procesom genero-
vanym linedrnym modelom

Yt = 60+61t+5t7 tZO,].,...,
&t = QO&t—1 t+uy, t=12,.., (1)

kde {e:} je autoregresny proces prvého radu — AR(1). Budeme predpo-
kladat, Ze u; st nezdvislé rovnako rozdelené (i.i.d.) realizdcie ndhodnej pre-
mennej s nulovou strednou hodnotou a koneénou varianciou o2. Speciélne,
u; ~ N(0,0%). Dalej budeme prepokladaf, ze parametre modelu (8 =
(Bo,B1)’, 0 a %) st nezndme.



V tomto prispevku §tudujeme odhady parametrov g a 02, ktoré si zaloze-
né na zovseobecnenej metédeMINQE — Minimum Norm Quadratic (Invari-
ant) Estimation, pozri napr. C.R. Rao (1971), C.R. Rao a J. Kleffe (1988),
J. Volaufovd a V. Witkovsky (1992). Zovseobecnenie tejto metédy v ¢linku
Aza
v s et al. (1993) umoziuje jej aplikovanie aj na nelinedrnu struktiru kovar-
iancnej matice.

2 Model

Budeme uvazovat model (1) s koneé¢nym poétom pozorovani 7. Dalej budeme
rozlisovat dva pripady: (a) proces {&;} splita predpoklady stacionarity; (b)
proces {e:} nespliia predpoklady stacionarity, aviak predpokladdme, ze re-
alizacia g je taka, ze yo = ap+ep, pricom yo je zndma, pevne dana pociatocna
hodnota pozorovaného ¢asového radu.

2.1 Stacionarny model

Za predpokladu, ze plati |g| < 1, a za predpokladu, Ze proces {e} sa sprava

podla (1) uz od ¢asu t = —oo, pricom pozorujeme len jeho cast v case
t=1,...,T, dostavame

e = U1/\/1—Q27

€t = Oft—1 + Uy, t= 27"'7T7 (2)
pricom |g| < 1 a us ~ (0,0%), t = 1,...,T, st nezdvislé, rovnako rozdelené

chyby. Tento model spfﬁa predpoklady stacionarity v slabom zmysle.

Vektor pozorovani y = (y1,...,yr)" sa za predpokladov (2) sprava podia
linedrneho modelu

E(y)=XB,  Var(y) =V(o,0%), (3)
kde X =[1:t], pricom 1=(1,...,1) at=(1,...,T), a
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Kovarianénd matica V (g, 0?) je nelinedrnou funkciou parametra o. Za plat-
nosti ohranicen{ |g| < 1 a o2 > 0 je matica V (g, 0?) vzdy pozitivne definitna.
Ako funkcia svojich parametrov patri matica V(p,0%) do triedy (aspoti)
dvakrat diferencovatelnych funkeii.



2.2 Nestacionarny model

V pripade nestaciondrneho modelu budeme predpokladat, ze yo = ag + <o,
pricom yo je zndma, napozorovand hodnota v case t = 0. Teda, yy je
pociatocnou podmienkou pre generovanie procesu {y:}, t =1,...,T.

Lahko mozno ukazat, ze pri pevne danom gy, je model (1) ekvivalentny
s modelom

y=7+o0t+oy1tuw, t=1,...T, (5)

kde v = Bo(l — 0) + B1o a d = B1(1 — 9). Model (5) je tzv. redukovanou
formou modelu (1).

Podobne, postupnym dosadzovanim, po¢inajic od hodnoty yg, dostavame
pret =1,...,T ekvivalentny zapis modelu (1):

t—1 t—1 t—1 t—1
v =bo(1—-0) ) o' +p (@E O+ (1—0)) (t— i)@"> +o'yo+ Y 0w
i=0

i=0 i=0 i i=0
Po zjednoduseni:
t—1
ytZﬂo(l—gt)+51t+9tyo+zgzut7i; t=1,...,T.
i=0
Oznaéme Y; = y; — o'yo, t = 1,...,T, a dalej Y (9) = (Y1,...,Yr)". Potom
plati:

E(Y(0) =Z(0)8,  Var(Y(e)) = W(e,0°), (6)
kde ﬂ = (ﬂ0751)7 a
1—-0 1
1-0% 2
Z=| 1-¢ 3 |,
1—o" T
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Pre o] < 1 a 0 > 0 je kovarianénd matica W (p,0?) pozitivne definitnd
a ako funkcia svojich parametrov patri matica W (e, 0?) do triedy (aspor)
dvakrat diferencovatelnych funkcii.



2.3 Linearizovany model

V oboch modeloch, v staciondrnom modeli (3) aj nestaciondrnom modeli
(6), je kovarianénad matica nelinedrnou funkciou autoregresného koeficienta
0. Aby sme na odhadovanie varian¢nych komponentov ¢ a ¢ mohli vyuzit
zovieobecnend metédu MINQE, navrhnutd v praci Aza

v s et al. (1993), budeme linearizovat kovarianéni maticu lokdlne v okoli
pevne zvoleného bodu (gg,03) prislusného parametrického priestoru.

Postup linearizacie budeme ilustrovat v pripade nestacionarneho modelu
(6). Pripad linearizicie kovarianénej matice stacionarneho modelu je podob-
ny a mozno ho néjst v praci V. Witkovsky (1996).

Aby sme dosiahli model s linedrnou struktirou kovarian¢nej matice, ktory
je v okoli pevne zvoleného bodu (go,03) blizky modelu (6), budeme uvazovat
Taylorov rozvoj prvého rddu matice W (o, 0?) v okoli bodu (go,03):

W(o,0%) = Wy + (0 — 00)W1 + (0° — 03)Wa,
kde Wy = W (go,0d), a

W (e,0°)
= T

~ IW(e,0?)

W1 W = Oc?

2 2
Q0,0q 00,03

Kedze vzhladom na (7) plati Wy = 63 Ws, potom teda plati aj
W (0,0%) = (¢ — 00)W1 + a*Ws.
Ak oznacime X(o,0?) = (0 — 00)W1 + 0?Ws, potom model

(Y(QO)az(QO)ﬂaz(Qa 02)) (8)

je linedrny model s varian¢nymi a kovarianénymi komponentami (o — gg)
a o2, ktory v okoli bodu (go,03) dobre aproximuje model (6).

Podla clanku Azais et al. (1993), MINQE odhady (g:\go) a 62, variané-
nych komponentov (¢ — gp) a o2 linearizovaného modelu (8), poéitané pre
apriérne hodnoty 0 a o3, vedd priamo k tzv. LMINQE (Linearized MINQE)
odhadom komponentov ¢ a o2 v pdvodnom modeli, ktoré si definované

vztahom:

0=00+ (0—00) and 2 =62, 9)



3 Odhady parametrov modelu

V nasledujticich dvoch tvrdeniach st uvedené explicitné tvary algoritmov na
vypocet invariantnych odhadov LMINQE(I), (teda odhadov LMINQE defi-
novanych pomocou invariantnych, vzhladom na posun v strednej hodnote,
odhadov MINQE(I) v linearizovanom modeli), varianénych komponentov g
a o2 staciondrneho modelu (3) a nestaciondrneho modelu (6).

Veta 1 Uvazujme model (3). Nech |oo] < 1 a 02 > 0 oznacuji vopred
zvolené hodnoty parametrov ¢ a 0. Dalej nech e = (ey,...,er)" oznacuje

vektor rezidui e = y — X (X'Vy ' X)~X'Vy ty, kde Vo = V(00,02).

Potom invariantné odhady LMINQE(I), ¢ and 62, parametrov ¢ and o2,
vypocitané pre apridrne hodnoty parametrov (0o, 00), st dané vztahmi:

T T T
5 0
0 t=1 t=2 t=3

T T T
i 1 ~ 23
52 = m{(l—é)Zef—Zgozetet1+(1+5)Q(Z)Zef—1}:
t=2 t=3

t=1

kde k =T — (T —2)0% a6 = (1 — 03)/k.
D oK Az. Pozri V. Witkovsky (1996). i

Veta 2 Uvazujme model (6). Nech |oo] < 1 a 03 > 0 oznaéujii vopred
zvolené hodnoty parametrov o a 0>. Dalej nech e = (ey,...,er)" oznacuje
vektor rezidui e =Y — Z(Z'Wy ' Z)=Z'W5'Y, kde Y = Y (00), Z = Z(00)
aWy = W(QO,Ug).

Potom invariantné odhady LMINQE(I), ¢ and 62, parametrov o and o2,
vypocitané pre apridrne hodnoty parametrov (0o, 00), st dané vztahmi:

1 T-1 T-1
_—_— _ 2
¢ = e+ — Tl 1 o {Z€t€t+1 QOZet}
%0 t—o ( )05 t=1 t=1
T—1 T—2

1
52 = 7 {(1 + Q%) Z el —20p Z eterr1 + €5 — QoeT_leT} )

t=1 t=1



DOKAz. Podla (9) staci urcit MINQE(I) odhady parametrov (o — go) a o>
(pocitané pre apriérnu hodnotu parametrov 0 a 03) v linearizovanom modeli
(8). Pritom MINQE(T) je dané ako riesenie linedrneho systému

0 — Qo _ -1 q1
(2 ) =i (%)

kde Ky je kriteridlna matica pre MINQE(I) a q1, g2 s MINQE(I) kvadra-
tické formy.

Tu plati:

_(2xhi@ 1m0
Ko = ( 0 T/(03)? )

9 T—1 T—1
q1 = P {—QOZef+Zet6t+1},
0 t=1 t=1

T—1 T—2
1 .
2 = 2 {(1 +0p) Z e — 200 Z eer1 + e — QoeT—1€T} .

t=1 t=1

O

Poznamka 1 LMINQE odhady spl/ﬁajd wréité kritéria optimality: Tieto od-
hady st lokdlne optimdlne v triede QCE(I) — v triede invariantnyjch odhadov,
ktoré si kvadratickou funkciou pozorovani plus konstantny ¢élen, pozri Aza

v s et al. (1993), v pripade odhadov v staciondrnom modeli pozri V. Wit-
kovsky (1996).

Poznamka 2 Zakladné statistické vlastnosti LMINQFE odhadov parametrov
o0 a 02 pozndme len lokdlne za predpokladu zhody apridrnej volby paramet-
ra so skutoénou hodnotou parametra. S'tati;szické vlastnosti odhadu linedrnej
funkcie p'B parametrov prvého ridu typu p'3 = p'(X'V-1X)~X'V~y, kde
1% je odhad kovariancénej matice, su vo vSeobecnosti nezndme. Jeden pristup
na ohranicenie hornej hranice pre rozdiel v rozptyloch medzi tzv. dvogkro-
kovym (two-stage, plug-in) odhadom a najlepsim nevychylenym linedrnym
odhadom mozno ndjst v prdci J. Volaufovd, (1993).

Poznamka 3 Pre praktické vijpoéty navrhujeme tzv. dvojkrokovi. metddu
vypoctu LMINQE(I) odhadov parametrov ¢ a o*:

1. Uréit 62 pre apridrne zvoleni hodnotu oq.

2. Vypoéitat o pre apriérnu hodnotu parametra (0o, 5°).
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Diskusia

Efektivnost navrhovanych algoritmov bola overovand na simulovanych tda-
joch. Algoritmy boli testované na modeloch so 100 pozorovaniami, pricom
doraz sa kladol na situdcie, ked skutocény parameter autoregresie je kladny
a blizky (popripade rovny) hodnote 1. Vsetky simulacie boli vykonané po-
mocou systému MATLAB, ver. 4.2c. Podrobnejsia analyza bude publikovand
inde. Na tomto mieste zhrnieme zakladné vysledky:

1. Obidve metédy st citlivé na volbu apriérnych hodnot parametrov

0 a 0. Ako omnoho robustnejsia (vzhladom na volbu pociatoénych

hodnot) sa ukdzala navrhovand dvojkrokovd metéda.

V pripade konvergencie, obidve metédy konverguji velmi rychlo. Od-
hady s presnostou 10~* sa dosahovali uz po 3-7 krokoch itera¢ného
procesu.

Pre velké (skutocné) hodnoty parametra o obidve metédy mali ten-
denciu k zna¢ne podhodnotenym odhadom parametra autokorelécie p.
Pri danych rozsahoch pozorovani nebolo mozné dokazat lepsie vlast-
nosti algoritmu zalozenom na nestaciondrnom modeli pred algoritmom,
ktory vychadza zo stacionarneho modelu.
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