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Abstract: In the paper, the Markov chain Monte Carlo (MCMC) pro-
cedures are reviewed, namely the Gibbs and Metropolis—Hastings algorithms.
It is shown how the procedures apply to Bayesian estimation of parameters
of a probabilistic model. The MH algorithm is then used for adaptive con-
struction of regression function from a chosen functional basis, e.g. from the
B-splines.
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Cilem statistické analyzy dat je poskytovat modely pozorovanych sys-
tému. Mnohdy jsme v situaci, kdy je uloha specifikovat model pievedena
na dlohu odhadu (nékdy velmi mnoha) parametru. Bayesovsky pfistup
nabizi jednu moznost, jak problém odhadu parametru fesit. Jenze, v mnoha
pripadech, zvlasté téch slozitéjsich, je konstrukce Bayesova aposteriorniho
rozdéleni nezvladnutelnym tkolem a nebyva to snadné ani s pomoci nu-
merickych metod. Pro tyto ptipady jsou nyni k dispozici postupy, které
vyuzivaji pocitacové simulace a namisto vypoc¢tu aposteriorniho rozdéleni
generuj{ jeho reprezentaci. Presnéji, metody MCMC (Markov Chain Monte
Carlo) generuji Markovovu ndhodnou posloupnost, jejiz rozdéleni se blizi
hledanému aposteriornimu.

V této praci nejprve zopakujeme Bayesovo pravidlo a jeho vyuziti pro
odhad parametri modelu. Pak popiSseme nékteré metody umoziujici ge-
nerovat vybéry, které se tidi (alespon v limité, jako je tomu pro MCMC
metody) aposteriornim rozdélenim. Jednu z metod, konkrétné algoritmus
Metropolise-Hastingse, pak vyuzijeme k modelovani regresnich kfivek, a to
k jejich konstruovani z polynomidlnich splinu (pfipadné z jiné baze “ele-
mentdrnich” funkei).

1 Bayesovsky odhad parametru

Predstavme si, ze data y, kterd méiime, jsou realizace ndhodnych veli¢cin Y =
Yi1,...,Y,, model “vzniku” dat nechf je popsan pomoci pravdépodobnosti



(teknéme hustoty) f(y;0), kde @ € © C RP je nezndmy parametr. V Ba-
yesovském ‘svété’ se neurcitost hodnoty 6 popisuje také pomoci pravdépo-
dobnosti, na zacdtku se zvoli apriorni rozdélen{ — oznac¢me je (jeho hustotu)
po(0). Bayesovo pravidlo pak udavé aposteriorni rozdéleni jako podminéné
rozdéleni hodnot parametru pfi napozorovanych datech, tj.

p(Oly) = C(y) - f(y;0) - po(8). (1)

Zde C(y) je normujici ¢len, nezavisici na 6.

Timto zpusobem dostaneme tedy rozdéleni pravdépodobnosti hodnot pa-
rametru, které je ovlivnéno pozorovanymi daty y. Pokud chceme bodovy
odhad parametru 0, bere se nejcastéji modus aposteriorniho rozdéleni,

O(y) = arg maxg p(0ly) (- véimnéme si, Ze pii rovnomérném apriornim py(6)
je tento odhad totozny s maximélné vérohodnym), nebo é(y) = E(O|y), tj.
stfedni hodnota z aposteriorniho rozdéleni.

Problém samoziejmé byva s vypoctem ¢lenu C(y), ten ale k zjisténi
6(y) vlastné nepotiebujeme. Jenze ¢asto (v pifpadech mnohorozmérného
0) neni snadné ziskat ani maximum, ani dals{ charakteristiky aposteriorniho
rozdéleni (mohly by nas zajimat pfedevsim rozptyl a kvantily, ke zjisténi
“sire” aposteriornitho rozdéleni a tim i ‘kredibility’ (duvéryhodnosti? — Ba-
yesovské varianty konfidence) odhadu parametru). A tady nastupuji metody,
které jsou schopny aposteriorni rozdéleni nasimulovat.

Poznamka: V dalsim budeme s daty zachéazet jako s “konstantou” — tj. jsme
v situaci, kdy data jsou k dispozici a nasim cilem je odhadnuti aposteriorniho
rozdéleni parametru.

Mimochodem, pii rustu rozsahu dat n — oo se uplatni teorie konzistence,
coz v Bayesovském piipadé znamend, ze aposteriorni rozdéleni se soustieduje
do jednoho bodu, do ‘skute¢né’ hodnoty parametru 6. Timto jevem se zde
zabyvat nebudeme.

2 MCMC procedury

Je vyvinuto nékolik metod jak vygenerovat vybér z urcitého rozdéleni a vyh-
nout se pritom vypoctu presného tvaru tohoto rozdéleni ¢i alespon jak gene-
rovat Markovovu posloupnost, jejiz rozdéleni se blizi k onomu cilovému. Do
prvni skupiny patii napf.

Zamitaci metoda [1],[2],[5]: Chceme ziskat (jednoho) reprezentanta
rozdéleni p(@|y). Méjme k dispozici jinou hustotu rozdéleni pravdépodob-
nosti ¢(@) na ©, nedegenerovanou, takovou, ze p(@|y)/q(0) < U pro kazdé
0 € O (a pro nase data y).



Vygenerujme nyni 8% z rozdéleni ¢(0) a “piijméme” jej s pravdépodob-
nosti p* = p(0*|y)/(q(0") - U) < 1, tj. udélejme “nula—jednickovy” ndhodny
pokus, ktery mé za vysledek “1” s pravdépodobnosti p*, “0” s 1 — p*. Je
snadné ukdzat (viz zminénd literatura), ze takto ziskana (a pfijatd) velicina
0" m4 prévé rozdéleni p(@)y). Pouziti této metody je omezeno tim, ze
musime znat konstantu U, kterd by nemeéla byt prilis velkd, abychom na
ziskdni dostatetného poctu reprezentantu nepotiebovali pFilis mnoho “kan-
didatu”, ktefi by se pii velkém U vétsinou zamitali.

Hned se nabizi nasledujici zjednodugeni. Generujme kandiddty 0* z apri-
orniho rozdélen{ ¢ (#). Mame-li rozumnou konstantu V' takovou, ze f(y; 0) <
V pro kazdé @,pak z (1) plyne, ze p(0|y)/q0(6) = C(y)f(y;0) < C(y)V, coz
odpovid4 konstanté U shora. Pfijimaci pravdépodobnost je pak

. p(fly) fly:0)
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Gibbsuv algoritmus [2],[4],[7] je MCMC metoda, kterd je vhodna pro
pifpad mnohorozmérného parametru. Oznacme p;(6;]6_;),y) hustoty pod-
minénych aposteriornich rozdéleni, kde
0(*]) - (91, ‘e ,0j_1,0j+1, .. ,0p).

Algoritmus zacne z néjaké (zvolené) pocitecni hodnoty 00 a postupné
v kazdém kroku inovuje 1 slozku 0, a to tak, ze ji generuje pravé z podmi-
néného rozdéleni p;. Takze naptiklad novou j-tou slozku v m + 1. cyklu

dostaneme tak, ze 9§-m+1) vygenerujeme pomoci hustoty
pj(9j|0£m+1), ... ,9§Tf1), 0;32, ... ,9,()m)). Zjevné dostavame ndhodnou pos-

loupnost 8™, kterd je Markovova. Nen{ problém ukézat, [2],[7], ze hustota
invariantniho rozdéleni takovéto Markovovy posloupnosti je pravé p(0|y),
a 7e rozdéleni 8™ pii m — oo konverguje k aposteriornimu rozdéleni.

To je dusledek vét o konvergenci rozdéleni nerozlozitelnych aperiodickych
Markovovych fetézct k svému invariantnimu rozdéleni (viz t¥eba kniha Fel-
ler, Probability Theory), zobecnéni (neb zde jiz nejde o fetézce v pravém
slova smyslu) je napt. v [7]. Dalsim diasledkem je také ergodickd vlastnost,
mimo jiné, ze skoro jisté, pro K — oo,

K
]' m
% > o — /@0]3(0|y) d6 = E(8ly).
m=1

Samoziejmé, zdaleka ne vzdy zndme tvar podminénych pravdépodobnosti
pj. Pak je mozné Gibbsuv algoritmus pii generovani kazdé nové slozky kom-
binovat se zamitaci metodou. A nebo pouzit proceduru Metropolise—Has-
tingse.



Algoritmus Metropolise—Hastingse [2],[6], [7] také vytvaii Markovovu
néhodnou posloupnost 8™, a to nésledujicim zpisobem. Necht 8™ je
zatim posledni ¢len posloupnosti, necht q(0|0(m)) je néjaka (zatim zcela libo-
volnd) hustota rozdéleni pravdépodobnosti (tj. muze byt podminénd aktualni
hodnotou parametru, ale nemusi). Vygenerujme s jeji pomoci “kandidata”
0" na dalsi ¢len posloupnosti. Polozme pak

p(8*]y) - q(6"™16%)

m(0*,00™) = -
p(0™y) - q(67|8™)

(2)

a prijméme 0™ = 9* s pravdépodobnosti a(6*,0™)) =

= min{1, 7(8%, O(m))}. Pokud 6* nepfijmeme, pokléddme 81 = g0,
Takto tedy vznikd Markovova posloupnost, jejiz (hustoty) prechodové

pravdépodobnosti z @ do 8’ jsou

4(6'19) - a(8',6) pro 0 £ 6,

ne'1e) = { 1- [, q(0"]6) a(6"10)d0" pro 6 = 0. ®)

Funkce ¢(6'10) - a(0',0) tedy tvoii “jadro” pro tyto pravdépodobnosti pte-
chodu, a vlastnosti vysledné Markovovy posloupnosti do zna¢né miry zavisi
na vlastnostech hustoty ¢. I tu muZeme chdpat jako hustotu rozdéleni
pravdépodobnosti prechodu pro néjakou (jinou) Markovovu posloupnost na
O (a to samoziejmé i v pifpade, kdy ¢(0'|0) = q(0') — tj. ¢ by generovala
ii.d. posloupnost).

Je dokdzano [6], ze pokud ¢ generuje nerozlozitelnou a aperiodickou Mar-
kovovu posloupnost, tak pak i posloupnost 0™ vznikl4 algoritmem Me-
tropolise—Hastingse je nerozlozitelnd a aperiodicka. Z toho pak plynou ony
ptijemné vlastnosti: 1. Existence jediného invariantniho rozdéleni, 2. Kon-
vergence rozdéleni 6™ k nému, 3. Ergodicita.

A je snadné ukdzat ([2],[6]), ze aposteriorni rozdéleni p(@|y) je prave
invariantnim rozdélenim posloupnosti o™, Nejprve se ukaze z (2) a (3), ze
pro libovolna @ # @' h(0'|0) -p(0|y) = h(0|0')-p(8'|y) (pro 6 = ' to plati),
z toho pak vyvodime [g p(8ly) - h(0'10) A8 = p('|y).

7 téchto limitnich vlastnosti tedy plyne, ze pokud vygenerujeme do-
statecné dlouhou posloupnost (a ufizneme jeji dostatecné dlouhy zacétek),
tak vysledny vzorek hodnot muzeme (s rezervou, ze nejde o i.i.d. vybér)
povazovat za reprezentaci aposteriorniho rozdéleni. Rozhodné tak muZzeme
zachdzet s vybérovymi kvantily a s primérem % > 6™ (soucet pies m, od
néjakého Ko + 1 do Ky + K) jako aproximaci pro E(@|y) (pouzijeme jej tedy
jako bodovy odhad parametru ).

Nyni si v§imnéme, jak se rozhodovaci pravidlo zjednodusi, kdyz budeme
kandidaty na nové ¢leny posloupnosti generovat pifimo z apriorniho rozdéleni



q0(0). Ve (2) pak dostaneme (po dosazeni za p(@|y) z Bayesova vzorce (1))

e JW;07)-q0(0") @(6) _ f(y:;67)
"0 = T 0) @) () Fy:0) @

neboli vérohodnostni pomeér.

Pripomenme si jesté dalsi metodu patiici do této skupiny, zvanou simulo-
vané zihani. Je to metoda vhodnd na zndhodnéné hleddni maxima funkce.
Je pouzivana v dlohach rekonstrukce obrazi (viz i Janzura, Robust 90).

3 Uloha odhadu regresni funkce

Nyni budeme aplikovat algoritmus Metropolise-Hastingse na tlohu odhadu
regresni funkce. Méjme neparametricky regresni model

Y =r(z) +e, (5)

kde r(z) je nezndmé (predpokldddme, ze ‘hladkd’) funkce, e je ndhodnd
velicina s NV(0, 02) rozdélenim, o nezndmé. Data jsou pak nezavislé realizace
dvojice (X,Y) : (z,y) = (x1,Y1,- -, Tm, Ym)- O jedné moznosti odhadu re-
gresni funkce, o jadrovych odhadech, existuje i v “Robustech” nékolik ¢lanku,
napf. Antoch (1986), Michélek (1994). Zde se budeme snazit odhad funkce
r(x) zkonstruovat jako linedrni kombinaci z néjaké baze funkci, tj. ve tvaru

M
r*(z) = o/ B(z;8) = > a; Bj(z; ). (6)
j=1

Funkce B; jsou tedy vybrané “jednotky” ze zvolené baze funkci, 3 jsou jejich
vnitini parametry. Zpravidla kazda B; zdvisi jen na jedné ¢i nékolika malo
komponentédch z 3. Mame tedy pfed sebou tlohu optimalni volby 3 (a také
M — poctu pouzitych jednotek), zatimco « se jiz daji (pfi ostatnim zndmém)
spocist, zde piimo metodou nejmensich ¢tvercu.

Jsme tedy v situaci, kterou jsme popsali na zacatku, tj. mame co délat
s mnohorozmérnym parametrem, ktery je velice obtizné odhadnout optimal-
né pfimymi metodami. Jsou k dispozici i adaptivni nebayesovské postupy,
napt. MARS [3] pouzivd polynomiéln{ spliny z “+” baze a tvoii spojity
model ‘stromovité’, podobnym zpusobem, jako jsou vytvareny (nespojité)
klasifika¢nf a regresni stromy (CART — viz Antoch, Robust’88). My budeme
radéji pouzivat lépe lokalizovanych jednotek (nez jsou “+4” spliny), konkrétnée
kubické B-spliny, pfipadné tzv. radidlni bazové funkce. Parametr 3; tedy
znamend “umisténi” j-té funkce, tj. uzel regresniho splinu, ¢i stfed RB
funkce. Mimochodem, problém “uceni” neuronovych siti je vlastné tentyz
(optimalizace nastaven{ parametru funkcionélnich “jednotek” — a také poctu
jednotek), mnozi se jiz pokusy Fesit tuto tlohu v rdmci Bayesova pfistupu.



3.1 Aplikace algoritmu Metropolise-Hastingse

Uvazujme tedy regresni model (5) s Gaussovym sumem e ~ N(0, 0?), zatim
s jednorozmérnou kovaridtou X v ohrani¢eném intervalu [a,b] C R'. Hle-
dejme odhad regresni funkce ve tvaru (6). Vérohodnostni funkce (¢i hustota
sdruzené pravdépodobnosti pro y pii danych «, 3, M, x), plati-li model (5)
s funkei (6), je

: 17 L . _(yi—r*(wi))2>
f(y’a7ﬂ7M,$)_iH1\/%ep< 202 .

Mame tedy co délat s parametry «, 3, M, kde M muze nabyt kladnych
celych hodnot, prostor hodnot B je a < 1 < B2 < --- < By < b (t].
zavisi na M; v piipadé B-splinu jde o vnitini uzly v [a,b]). Parametry o
by také mohly byt ziskdvdny ngjakym zndhodnénym zpusobem, ale protoze
jde o parametry “linedrn{”, muzeme pro kazdé M a 3 (a dand data) ihned
metodou nejmensich ¢tvercu spocist odhady ,

& = argming y ., (yi - Ej\il a; Bj(:ci;ﬁ)) .V rdmci Metropolisova—
Hastingsova algoritmu budeme tedy generovat (po jednotlivych slozkach)
Markovovu posloupnost hodnot parametru @ = (M,3). Zvolime apriorn{
rozdéleni pro M, Qo(M), podminénd apriorni rozdéleni qo;(8;|M, ,3(_]-)) -
tj. se zavislosti na M, dale piechodové rozdéleni pro generovani novych
kandidata M*, napi. jako symetrickou ndhodnou prochdzku, s pravdé-
podobnostmi Q(M*|M) = 1/3 pro M* = M — 1,M, nebo M + 1, jinak
Q(M*|M) = 0. Pro generovani novych kandiddta B; pii daném B_; a M
pouzijeme piimo qp;. K vytvofeni pfijimaciho pravidla jesté potfebujeme
vérohodnostni funkci pii danych x, B, M. Vezmeme prosté f*(y; &, 3, M, x),
tj. vzdy pro B, M dosadime za « prtislusny odhad &.

Jak nyni vypada jeden diléi krok MH algoritmu? Ptedstavme si, ze
posledni stav posloupnosti je M, 3 = (f1,...,0m) a chceme zkusit inovovat
j-tou slozku B. Nejprve vygenerujeme M* z Q(M*|M). Je-li
M* = M — 1, prosté zkusime 3; vynechat. Nové 8" je tedy
Bj = (B1,-- s Bj=1,Bj+1,---Bum). Jeli M* = M, generujeme (3} z
qu(6|M7/8(—j))7 dostaneme tedy /8* = (617 s 7/3j*17 /3;7 ﬁj“rl? s /3M) Ko-
necné, je-li M* = M + 1, pak generujeme dvé hodnoty z qo; (B|M,B(_;)),
mensi z nich oznacime (7, vétsi 7%, a mame tak M* rozmérny vektor
B* = (B1,.--,8i-1,85,8;", Bj+1,- .- Bur). Déle k M* a B* spocteme piislus-
né &*. Nyni nastupuje zndhodnéné piijimaci pravidlo. Podle (2) dostaneme

p(IB*7M*|y7w) q(ﬂaMLB*;M*)
p(B, Mly,z) - q(B*, M*|8, M ’

kde ale rozdéleni pravdépodobnosti, podle kterého jsme ziskali nové kan-
didaty 3%, M*, je

T[-(M*7ﬂ*7M7ﬂ) =



q(B', M'|B, M) = qo(5'|M")-Q(M'|M). Kdyznyni rozepiseme i p(B, M|y, x)
podle Bayesova vzorce (1) jako C(z,y) - f(y; &, 8, M, x) - qo(B|M) - Qo (M),
dostaneme nakonec

f(y;d*aﬂ*7M*7w) i QO(M*)
f(y,d,,@,M,a)') ' QO(M)

Nyni tedy udéldme ndhodny nula—jednickovy pokus a (8%, M* ) s pravdépo-
dobnosti min(1, 7) pfijmeme jako dalsi ¢len Markovovy posloupnosti

{ﬁ(m) MM o =0,1,2,.. .}, v opa¢ném piipadé je novy ¢clen roven starému
(B, M), tj. nedoslo k prechodu.

Vidime, ze rozhodovaci pravidlo je znovu zalozeno na vérohodnostnim
pomeéru a také na pomeéru apriornich pravdépodobnosti pro “velikost” mo-
delu M. To ndm dava moznost vhodnou volbou @Qo(A/) usmeérniovat volbu
poctu pouzitych jednotek. Predstavme si napiiklad, ze Qo(M) je klesajici
v M, pak pro M* = M +1 je tento pomér < 1 a vlastné tak “penalizujeme”
prosty vérohodnostni pomér, abychom zabrénili p¥ilisnému rastu M béhem
iteraci. Ptipomina to penalizujici kriteria pro vybér fddu autoregresniho
modelu (pouzivaji se kriteria AIC, BIC, varianty krosvalidace a j.).

Zkouseli jsme napiiklad volit Qo(M) ~ exp(—M?/n?), kde n byl rozsah
dat a ¢islo v € (0.5,1). Dalsim, spise praktickym, opatfenim bylo, ze jsme
rovnou zamitali takové nové uzly, které byly k nékterému starému blize
nez na zvolenou vzdalenost. Podminénd apriorni rozdéleni qo;(3;|8_;, M)
jsme volili rovnomeérnd, vzdy pro §; mezi v tu chvili pevnymi sousednimi
Bj—1,8j+1. To pak odpovidd rovnomérnému sdruzenému rozdéleni go(3|M)
naa<pf <---<pPBy<b.

V piipadé Gaussova rozdéleni odchylek e; potfebujeme ve vérohodnost-
nim pomeéru je§té odhad parametru . Ten jsme odhadovali z rezidui posledni
predchozi iterace modelu.

m(M*, B, M, ) = (7)

Poznamka: Samoziejmé, pokud si pfedem stanovime pevné M, které ne-
chceme ménit, situace (a kriterium (7)) se zjednodusi.

4 Mnohorozmérna regrese

Jakmile je kovaridta mnohorozmérnd, tj. X € RP, narazi nase metoda na
problém, jak v RP ndhodné volit jednotky. Za funkciondlni jednotku v RP
zpravidla bereme soucin jednorozmérnych, napi. D(z,z) = B(x) - C(z).
Regresni funkci v B2 bychom pak modelovali jako

M1 M2
(a00) + Y ajoB;(m,B8) + Y aoxCr(2,7) + > > jiBj(x,8) - Ci(z,7).
j=1 k=1



Takze ”vnitinich” parametra 3;,7; by bylo M; + M,, zatimco parametra
aj by bylo M - Ma + My + M> + (1). Zména jedné komponenty (uzlu) §; by
vyvolala zménu nejméné M> + 1 jednotek modelu. Snaha zmens§it dimenzi
prostoru, ve kterém se v kazdém kroku rozhoduje, vedla k ”stromovym”
proceduram, viz CART, MARS [3]. Takovéto metody zkousime i v rdmci
MCMC pfiistupu, zatim nemame uspokojivé feseni.

Additivni model. Jin4 je situace, kdyz se spokojime s aditivnim modelem
vlivu kovaridt, tj. hleddme regresn{ funkci ve tvaru r(x) = E§:1 ri(x;).
Kazdou funkci r; pak jednotlivé modelujeme z jednodimenziondlnich funkcio-
nalnich jednotek. MCMC procedura probira a iteruje opakované jednu funkci
rj za druhou.

Poznamka: Kdyz uz mame proceduru, kterd méni pocet jednotek, podob-
nym zpusobem by mohla ménit i pocet kovaridt pouzitych v modelu, t;j.
ménit p. Vlastné by to znamenalo piipustit i hodnoty M; = 0.

5 Vérohodnostni modely

Veérohodnostnim modelem myslime takovy, kde je nezndmy parametr (v pii-
padé regrese tedy regresni funkce) parametrem ve vérohodnostn{ funkci,
a je tedy zpravidla odhadovdn metodou maxima vérohodnosti. Samoziejmé,
Gausstv model je specidlnim piipadem. Dalsi piiklady jsou exponencidlni
modely (GAM — Hastie a Tibshirani), logisticky regresni model, i Coxuv
model, kde je odhadovani zalozeno na Casteéné vérohodnostni funkei (viz
i Volf, Robust 92).

Nase pravidlo pro piijimani novych ¢lenu posloupnosti je zalozeno pfimo
na poméru vérohodnosti, muzeme je tedy pouzit pro jakykoli vérohodnostni
model. Zméni se v8ak zpusob inovace parametru . Tenje ted tieba ziskat
jako MVO, tj. maximalizaci £ = In f(y;«, 3, M,x), pro dand data y,x
a dané hodnoty M, 3. Znamen4 to Fesit rovnice 0L/0a,,, =0,m = 1,..., M.

Takové rovnice se vétsinou fesi iteraci (algoritmem Newtona Raphsona
tieba). V piipadé ortogonalnich jednotek By, s omezenym nosi¢em vystacime
v kazdém kroku s inovaci jen nékolika a;. Napiiklad, kdybychom pouzili
aproximaci regresni funkce pomoci histogramu, zména jednoho uzlu his-
togramu mé za nasledek zménu jen 2 sousednich ’poli¢ek’ histogramu, a tedy
jen 2 parametru. Podrobnéji viz i Linka a spol. [9].

Priklad: ZkousSeli jsme nas postup jak pro Coxuv model, tak pro logisticky
klasifika¢ni model, a samoziejmé pro model standardni, s Gaussovym Sumem.
Pro ilustraci uvedeme jen jednoduchy umeély ptiklad.



Vygenerovali jsme z;,7 = 1,..,n pro n = 500, rovhomérné v (0,5), k nim
pak y; = z;sin(2?) + e;, kde e; byly i.i.d. z N(0,0 = 1). Jako bazi funkei
jsme pouzili kubické B—spliny. Zacli jsme s tiemi rovnomérné umisténymi
vnitinimi uzly v (0,5). Apriorni rozdéleni 3 bylo rovnomérné pii daném
M, apriorni rozdéleni M jsme zvolili tak, aby pfidani jedné jednotky bylo
v (7) penalizovano ¢lenem exp(—2M /n®7), tj. apriorni rozdéleni bylo imérné
exp(—M?2/n%7). Generovali jsme Markovovu posloupnost M (), 3) délky
200, z které jsme pouzili poslednich 80 ¢lenu. Pro kazdy z nich jsme tedy
obdrzeli odhad regresni funkce r}(z) (ve tvaru (6)). Z téch jsme udélali
primér a to byl kone¢ny odhad regresni funkce. Vysledek je na nasledujicim
obrazku, kde body ptedstavuji data a kiivka je vysledny odhad.

6 Dodatek o polynomidlnich splinech

Polynomialni spliny jsou jednim z nejpouzivanéjsich prostiedku na aproxi-
maci a modelovani hladkych funkci. Popiseme zde kubické spliny, konstruo-
vané na intervalu z € [a,b] C R.

Interval [a,b] je rozdélen pomoci uzli na podintervaly, na kterych je
funkce modelovédna jako polynom tietiho stupneé, v uzlech pak prechézi jeden
polynom v druhy spojité, i se spojitou 1. a 2. derivaci. Nejzndméjsi jsou
dva zpusoby konstrukce takovéto funkce (viz napt. [8]).

Prvni zpusob pouziva funkci, které jsou definovdmy jako (u)y = u pro
u > 0, = 0 jinak. Méjme v (a,b) zvoleno M vnitinich uzli a < f; < ... <



Bu < b. Pak kompletni{ spline je dén jako

M
r*(z) = ap+ a1z + agx”® + azz® + Z aj(z — Bj)3.
Jj=1

Tato funkce mé pozadované vlastnosti (spojitost derivaci v uzlech) a vidime,
ze obsahuje M + 4 ’linedrn{’ parametry. Pouzité '+’ jednotky nejsou lokali-
zovany, tj. nemaji omezeny nosic.

Druhou moznosti je pouzit t.zv. B-spliny. Kromé M vnitinich uzla
definujme jesté formdlné 8_; = a—j(61 —a), Bu+145 = b+j(b—Pum) proj =
0,1,2,3. Mame nyni dohromady M +8 uzla. Nyniproj = -1,0,1,..., M, M+
1, M + 2 definujme ’jednotky’ — B-spliny:

j+2 i+
Bj(,8) =1z < Bj2] > {e—8%/ JI (B—89)}
k=j—2 s=j—2,5s#k
Vysledna funkce je pak r*(z) = Zﬁtzl a;Bj(z,3). Sklida se tedy

z M + 4 jednotek a obsahuje opét M + 4 ’linedrnich’ parametri «;. Co je
podstatné, funkce B; jsou lokalizované, kazdd B; je nenulova jen mezi uzly
Bj—2,Bj+2. Zména jednoho uzlu B vede ke zméné B; proj =k —2,..,k+2.
Proto jsme si dovolili dalsi aproximaci v inovaci modelu pouzivajicim B-
spliny, a to ze k zménénému jednomu () jsme nepocitali cely novy vektor
a, ale jen 5 komponent ag_s,...,arr2. Tato Uspora je cennd zvlast pii
modelovani ve vérohodnostnich modelech, kde « jsou poc¢itdna Newtonovou—
Raphsonovou iteraci.
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