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Abstract: In the paper, the Markov chain Monte Carlo (MCMC) pro-

cedures are reviewed, namely the Gibbs and Metropolis{Hastings algorithms.

It is shown how the procedures apply to Bayesian estimation of parameters

of a probabilistic model. The MH algorithm is then used for adaptive con-

struction of regression function from a chosen functional basis, e.g. from the

B-splines.

Rez�me: V �to� stat~e opisiva�ts� metody Markov chain Monte

Carlo (MCMC). Special~no, izuqaets� algoritm Metropolisa-As-

tingsa. �tot algoritm ispol~zuets� dl� adaptivnogo postroeni�

regressionno� funkcii ispolzu� B-spla�ny.

C��lem statistick�e anal�yzy dat je poskytovat modely pozorovan�ych sys-

t�em�u. Mnohdy jsme v situaci, kdy je �uloha speci�kovat model p�revedena

na �ulohu odhadu (n�ekdy velmi mnoha) parametr�u. Bayesovsk�y p�r��stup

nab��z�� jednu mo�znost, jak probl�em odhadu parametr�u �re�sit. Jen�ze, v mnoha

p�r��padech, zvl�a�st�e t�ech slo�zit�ej�s��ch, je konstrukce Bayesova aposteriorn��ho

rozd�elen�� nezvl�adnuteln�ym �ukolem a neb�yv�a to snadn�e ani s pomoc�� nu-

merick�ych metod. Pro tyto p�r��pady jsou nyn�� k dispozici postupy, kter�e

vyu�z��vaj�� po�c��ta�cov�e simulace a nam��sto v�ypo�ctu aposteriorn��ho rozd�elen��

generuj�� jeho reprezentaci. P�resn�eji, metody MCMC (Markov Chain Monte

Carlo) generuj�� Markovovu n�ahodnou posloupnost, jej���z rozd�elen�� se bl���z��

hledan�emu aposteriorn��mu.

V t�eto pr�aci nejprve zopakujeme Bayesovo pravidlo a jeho vyu�zit�� pro

odhad parametr�u modelu. Pak pop���seme n�ekter�e metody umo�z�nuj��c�� ge-

nerovat v�yb�ery, kter�e se �r��d�� (alespo�n v limit�e, jako je tomu pro MCMC

metody) aposteriorn��m rozd�elen��m. Jednu z metod, konkr�etn�e algoritmus

Metropolise{Hastingse, pak vyu�zijeme k modelov�an�� regresn��ch k�rivek, a to

k jejich konstruov�an�� z polynomi�aln��ch splin�u (p�r��padn�e z jin�e baze \ele-

ment�arn��ch" funkc��).

1 Bayesovsk�y odhad parametr�u

P�redstavme si, �ze data y, kter�a m�e�r��me, jsou realizace n�ahodn�ych veli�cin Y =

Y1; : : : ; Yn, model \vzniku" dat necht' je pops�an pomoc�� pravd�epodobnosti
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(�rekn�eme hustoty) f(y;�), kde � 2 � � Rp je nezn�am�y parametr. V Ba-

yesovsk�em `sv�et�e' se neur�citost hodnoty � popisuje tak�e pomoc�� pravd�epo-

dobnosti, na za�c�atku se zvol�� apriorn�� rozd�elen�� { ozna�cme je (jeho hustotu)

p0(�). Bayesovo pravidlo pak ud�av�a aposteriorn�� rozd�elen�� jako podm��n�en�e

rozd�elen�� hodnot parametru p�ri napozorovan�ych datech, tj.

p(�jy) = C(y) � f(y;�) � p0(�): (1)

Zde C(y) je normuj��c�� �clen, nez�avis��c�� na �.

T��mto zp�usobem dostaneme tedy rozd�elen�� pravd�epodobnosti hodnot pa-

rametru, kter�e je ovlivn�eno pozorovan�ymi daty y. Pokud chceme bodov�y

odhad parametru �, bere se nej�cast�eji modus aposteriorn��ho rozd�elen��,

�̂(y) = argmax
�
p(�jy) ({ v�simn�eme si, �ze p�ri rovnom�ern�em apriorn��m p0(�)

je tento odhad toto�zn�y s maxim�aln�e v�erohodn�ym), nebo ~�(y) = E(�jy), tj.
st�redn�� hodnota z aposteriorn��ho rozd�elen��.

Probl�em samoz�rejm�e b�yv�a s v�ypo�ctem �clenu C(y), ten ale k zji�st�en��

�̂(y) vlastn�e nepot�rebujeme. Jen�ze �casto (v p�r��padech mnohorozm�ern�eho

�) nen�� snadn�e z��skat ani maximum, ani dal�s�� charakteristiky aposteriorn��ho

rozd�elen�� (mohly by n�as zaj��mat p�redev�s��m rozptyl a kvantily, ke zji�st�en��

\�s���re" aposteriorn��ho rozd�elen�� a t��m i `kredibility' (d�uv�eryhodnosti? { Ba-

yesovsk�e varianty kon�dence) odhadu parametru). A tady nastupuj�� metody,

kter�e jsou schopny aposteriorn�� rozd�elen�� nasimulovat.

Pozn�amka: V dal�s��m budeme s daty zach�azet jako s \konstantou" { tj. jsme

v situaci, kdy data jsou k dispozici a na�s��m c��lem je odhadnut�� aposteriorn��ho

rozd�elen�� parametru.

Mimochodem, p�ri r�ustu rozsahu dat n!1 se uplatn�� teorie konzistence,

co�z v Bayesovsk�em p�r��pad�e znamen�a, �ze aposteriorn�� rozd�elen�� se soust�red'uje

do jednoho bodu, do `skute�cn�e' hodnoty parametru �. T��mto jevem se zde

zab�yvat nebudeme.

2 MCMC procedury

Je vyvinuto n�ekolik metod jak vygenerovat v�yb�er z ur�cit�eho rozd�elen�� a vyh-

nout se p�ritom v�ypo�ctu p�resn�eho tvaru tohoto rozd�elen�� �ci alespo�n jak gene-

rovat Markovovu posloupnost, jej���z rozd�elen�� se bl���z�� k onomu c��lov�emu. Do

prvn�� skupiny pat�r�� nap�r.

Zam��tac�� metoda [1], [2], [5]: Chceme z��skat (jednoho) reprezentanta

rozd�elen�� p(�jy). M�ejme k dispozici jinou hustotu rozd�elen�� pravd�epodob-

nosti q(�) na �, nedegenerovanou, takovou, �ze p(�jy)=q(�) � U pro ka�zd�e

� 2 � (a pro na�se data y).



C C 75

Vygenerujme nyn�� �� z rozd�elen�� q(�) a \p�rijm�eme" jej s pravd�epodob-

nost�� p� = p(��jy)=(q(��) �U) � 1, tj. ud�elejme \nula{jedni�ckov�y" n�ahodn�y

pokus, kter�y m�a za v�ysledek \1" s pravd�epodobnost�� p�, \0" s 1 � p�. Je

snadn�e uk�azat (viz zm��n�en�a literatura), �ze takto z��skan�a (a p�rijat�a) veli�cina

�
� m�a pr�av�e rozd�elen�� p(�jy). Pou�zit�� t�eto metody je omezeno t��m, �ze

mus��me zn�at konstantu U , kter�a by nem�ela b�yt p�r��li�s velk�a, abychom na

z��sk�an�� dostate�cn�eho po�ctu reprezentant�u nepot�rebovali p�r��li�s mnoho \kan-

did�at�u", kte�r�� by se p�ri velk�em U v�et�sinou zam��tali.

Hned se nab��z�� n�asleduj��c�� zjednodu�sen��. Generujme kandid�aty �� z apri-

orn��ho rozd�elen�� q0(�). M�ame-li rozumnou konstantu V takovou, �ze f(y;�) �
V pro ka�zd�e �,pak z (1) plyne, �ze p(�jy)=q0(�) = C(y)f(y;�) � C(y)V , co�z

odpov��d�a konstant�e U shora. P�rij��mac�� pravd�epodobnost je pak

p� =
p(�jy)

C(y)V q0(y)
=

f(y;�)

V
:

Gibbs�uv algoritmus [2], [4], [7] je MCMC metoda, kter�a je vhodn�a pro

p�r��pad mnohorozm�ern�eho parametru. Ozna�cme pj(�j j�(�j);y) hustoty pod-

m��n�en�ych aposteriorn��ch rozd�elen��, kde

�(�j) = (�1; : : : ; �j�1; �j+1; : : : ; �p).

Algoritmus za�cne z n�ejak�e (zvolen�e) po�c�ate�cn�� hodnoty �(0) a postupn�e

v ka�zd�em kroku inovuje 1 slo�zku �, a to tak, �ze ji generuje pr�av�e z podm��-

n�en�eho rozd�elen�� pj . Tak�ze nap�r��klad novou j-tou slo�zku v m + 1. cyklu

dostaneme tak, �ze �
(m+1)
j

vygenerujeme pomoc�� hustoty

pj(�j j�(m+1)
1 ; : : : ; �

(m+1)
j�1 ; �

(m)
j+1; : : : ; �

(m)
p ). Zjevn�e dost�av�ame n�ahodnou pos-

loupnost �(m), kter�a je Markovova. Nen�� probl�em uk�azat, [2], [7], �ze hustota

invariantn��ho rozd�elen�� takov�eto Markovovy posloupnosti je pr�av�e p(�jy),
a �ze rozd�elen�� �(m) p�ri m!1 konverguje k aposteriorn��mu rozd�elen��.

To je d�usledek v�et o konvergenci rozd�elen�� nerozlo�ziteln�ych aperiodick�ych

Markovov�ych �ret�ezc�u k sv�emu invariantn��mu rozd�elen�� (viz t�reba kniha Fel-

ler, Probability Theory), zobecn�en�� (neb zde ji�z nejde o �ret�ezce v prav�em

slova smyslu) je nap�r. v [7]. Dal�s��m d�usledkem je tak�e ergodick�a vlastnost,

mimo jin�e, �ze skoro jist�e, pro K !1,

1

K

KX
m=1

�
(m) �!

Z
�

� p(�jy) d� = E(�jy):

Samoz�rejm�e, zdaleka ne v�zdy zn�ame tvar podm��n�en�ych pravd�epodobnost��

pj . Pak je mo�zn�e Gibbs�uv algoritmus p�ri generov�an�� ka�zd�e nov�e slo�zky kom-

binovat se zam��tac�� metodou. A nebo pou�z��t proceduru Metropolise{Has-

tingse.
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Algoritmus Metropolise{Hastingse [2], [6], [7] tak�e vytv�a�r�� Markovovu

n�ahodnou posloupnost �(m), a to n�asleduj��c��m zp�usobem. Necht' �(m) je

zat��m posledn�� �clen posloupnosti, necht' q(�j�(m)) je n�ejak�a (zat��m zcela libo-

voln�a) hustota rozd�elen�� pravd�epodobnosti (tj. m�u�ze b�yt podm��n�en�a aktu�aln��

hodnotou parametru, ale nemus��). Vygenerujme s jej�� pomoc�� \kandid�ata"

�
� na dal�s�� �clen posloupnosti. Polo�zme pak

�(��; �(m)) =
p(��jy) � q(�(m)j��)
p(�(m)jy) � q(��j�(m))

(2)

a p�rijm�eme �(m+1) = �
� s pravd�epodobnost�� �(��;�(m)) =

= minf1; �(��;�(m))g. Pokud �� nep�rijmeme, pokl�ad�ame �(m+1) = �
(m).

Takto tedy vznik�a Markovova posloupnost, jej���z (hustoty) p�rechodov�e

pravd�epodobnosti z � do �0 jsou

h(�0j�) =
(

q(�0j�) � �(�0;�) pro �0 6= �;

1�
R
�
q(�00j�)�(�00j�) d�00 pro �0 = �:

(3)

Funkce q(�0j�) � �(�0;�) tedy tvo�r�� \j�adro" pro tyto pravd�epodobnosti p�re-

chod�u, a vlastnosti v�ysledn�e Markovovy posloupnosti do zna�cn�e m��ry z�avis��

na vlastnostech hustoty q. I tu m�u�zeme ch�apat jako hustotu rozd�elen��

pravd�epodobnosti p�rechod�u pro n�ejakou (jinou) Markovovu posloupnost na

� (a to samoz�rejm�e i v p�r��pad�e, kdy q(�0j�) = q(�0) { tj. q by generovala

i.i.d. posloupnost).

Je dok�az�ano [6], �ze pokud q generuje nerozlo�zitelnou a aperiodickou Mar-

kovovu posloupnost, tak pak i posloupnost �(m) vznikl�a algoritmem Me-

tropolise{Hastingse je nerozlo�ziteln�a a aperiodick�a. Z toho pak plynou ony

p�r��jemn�e vlastnosti: 1. Existence jedin�eho invariantn��ho rozd�elen��, 2. Kon-

vergence rozd�elen�� �(m) k n�emu, 3. Ergodicita.

A je snadn�e uk�azat ([2], [6]), �ze aposteriorn�� rozd�elen�� p(�jy) je pr�av�e

invariantn��m rozd�elen��m posloupnosti �(m). Nejprve se uk�a�ze z (2) a (3), �ze

pro libovoln�a � 6= �
0 h(�0j�) �p(�jy) = h(�j�0) �p(�0jy) (pro � = �

0 to plat��),

z toho pak vyvod��me
R
�
p(�jy) � h(�0j�) d� = p(�0jy).

Z t�echto limitn��ch vlastnost�� tedy plyne, �ze pokud vygenerujeme do-

state�cn�e dlouhou posloupnost (a u�r��zneme jej�� dostate�cn�e dlouh�y za�c�atek),

tak v�ysledn�y vzorek hodnot m�u�zeme (s rezervou, �ze nejde o i.i.d. v�yb�er)

pova�zovat za reprezentaci aposteriorn��ho rozd�elen��. Rozhodn�e tak m�u�zeme

zach�azet s v�yb�erov�ymi kvantily a s pr�um�erem 1
K

P
�
(m) (sou�cet p�res m, od

n�ejak�eho K0+1 do K0+K) jako aproximac�� pro E(�jy) (pou�zijeme jej tedy

jako bodov�y odhad parametru �).

Nyn�� si v�simn�eme, jak se rozhodovac�� pravidlo zjednodu�s��, kdy�z budeme

kandid�aty na nov�e �cleny posloupnosti generovat p�r��mo z apriorn��ho rozd�elen��
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q0(�). Ve (2) pak dostaneme (po dosazen�� za p(�jy) z Bayesova vzorce (1))

�(��;�) =
f(y;��) � q0(��)
f(y;�) � q0(�)

� q0(�)
q0(�

�)
=

f(y;��)

f(y;�)
; (4)

neboli v�erohodnostn�� pom�er.

P�ripome�nme si je�st�e dal�s�� metodu pat�r��c�� do t�eto skupiny, zvanou simulo-

van�e �z��h�an��. Je to metoda vhodn�a na zn�ahodn�en�e hled�an�� maxima funkce.

Je pou�z��v�ana v �uloh�ach rekonstrukce obraz�u (viz i Jan�zura, Robust 90).

3 �Uloha odhadu regresn�� funkce

Nyn�� budeme aplikovat algoritmus Metropolise{Hastingse na �ulohu odhadu

regresn�� funkce. M�ejme neparametrick�y regresn�� model

Y = r(x) + e; (5)

kde r(x) je nezn�am�a (p�redpokl�ad�ame, �ze `hladk�a') funkce, e je n�ahodn�a

veli�cina sN (0; �2) rozd�elen��m, �2 nezn�am�e. Data jsou pak nez�avisl�e realizace

dvojice (X;Y ) : (x;y) = (x1; y1; : : : ; xm; ym). O jedn�e mo�znosti odhadu re-

gresn�� funkce, o j�adrov�ych odhadech, existuje i v \Robustech" n�ekolik �cl�ank�u,

nap�r. Antoch (1986), Mich�alek (1994). Zde se budeme sna�zit odhad funkce

r(x) zkonstruovat jako line�arn�� kombinaci z n�ejak�e b�aze funkc��, tj. ve tvaru

r�(x) = �
0
B(x;�) =

MX
j=1

�j Bj(x;�): (6)

Funkce Bj jsou tedy vybran�e \jednotky" ze zvolen�e b�aze funkc��, � jsou jejich

vnit�rn�� parametry. Zpravidla ka�zd�a Bj z�avis�� jen na jedn�e �ci n�ekolika m�alo

komponent�ach z �. M�ame tedy p�red sebou �ulohu optim�aln�� volby � (a tak�e

M { po�ctu pou�zit�ych jednotek), zat��mco � se ji�z daj�� (p�ri ostatn��m zn�am�em)

spo�c��st, zde p�r��mo metodou nejmen�s��ch �ctverc�u.

Jsme tedy v situaci, kterou jsme popsali na za�c�atku, tj. m�ame co d�elat

s mnohorozm�ern�ym parametrem, kter�y je velice obt���zn�e odhadnout optim�al-

n�e p�r��m�ymi metodami. Jsou k dispozici i adaptivn�� nebayesovsk�e postupy,

nap�r. MARS [3] pou�z��v�a polynomi�aln�� spliny z \+" baze a tvo�r�� spojit�y

model `stromovit�e', podobn�ym zp�usobem, jako jsou vytv�a�reny (nespojit�e)

klasi�ka�cn�� a regresn�� stromy (CART { viz Antoch, Robust'88). My budeme

rad�eji pou�z��vat l�epe lokalizovan�ych jednotek (ne�z jsou \+" spliny), konkr�etn�e

kubick�e B-spliny, p�r��padn�e tzv. radi�aln�� b�azov�e funkce. Parametr �j tedy

znamen�a \um��st�en��" j-t�e funkce, tj. uzel regresn��ho splinu, �ci st�red RB

funkce. Mimochodem, probl�em \u�cen��" neuronov�ych s��t�� je vlastn�e tent�y�z

(optimalizace nastaven�� parametr�u funkcion�aln��ch \jednotek" { a tak�e po�ctu

jednotek), mno�z�� se ji�z pokusy �re�sit tuto �ulohu v r�amci Bayesova p�r��stupu.
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3.1 Aplikace algoritmu Metropolise{Hastingse

Uva�zujme tedy regresn�� model (5) s Gaussov�ym �sumem e � N (0; �2), zat��m

s jednorozm�ernou kovari�atou X v ohrani�cen�em intervalu [a; b] � R1. Hle-

dejme odhad regresn�� funkce ve tvaru (6). V�erohodnostn�� funkce (�ci hustota

sdru�zen�e pravd�epodobnosti pro y p�ri dan�ych �; �; M; x), plat��-li model (5)

s funkc�� (6), je

f(y;�; �; M; x) =

nY
i=1

1p
2��

exp

�
� (yi � r�(xi))

2

2�2

�
:

M�ame tedy co d�elat s parametry �; �; M , kde M m�u�ze nab�yt kladn�ych

cel�ych hodnot, prostor hodnot � je a < �1 < �2 < � � � < �M < b (tj.

z�avis�� na M ; v p�r��pad�e B-splin�u jde o vnit�rn�� uzly v [a; b]). Parametry �

by tak�e mohly b�yt z��sk�av�any n�ejak�ym zn�ahodn�en�ym zp�usobem, ale proto�ze

jde o parametry \line�arn��", m�u�zeme pro ka�zd�e M a � (a dan�a data) ihned

metodou nejmen�s��ch �ctverc�u spo�c��st odhady

�̂ = argmin�
P

n

i=1

�
yi �

P
M

j=1 �j Bj(xi;�)
�2
. V r�amci Metropolisova{

Hastingsova algoritmu budeme tedy generovat (po jednotliv�ych slo�zk�ach)

Markovovu posloupnost hodnot parametr�u � = (M;�). Zvol��me apriorn��

rozd�elen�� pro M , Q0(M), podm��n�en�a apriorn�� rozd�elen�� q0j(�j jM; �(�j)) {

tj. se z�avislost�� na M , d�ale p�rechodov�e rozd�elen�� pro generov�an�� nov�ych

kandid�at�u M�, nap�r. jako symetrickou n�ahodnou proch�azku, s pravd�e-

podobnostmi Q(M�jM) = 1=3 pro M� = M � 1;M; nebo M + 1, jinak

Q(M�jM) = 0. Pro generov�an�� nov�ych kandid�at�u ��
j
p�ri dan�em �(�j) a M

pou�zijeme p�r��mo q0j . K vytvo�ren�� p�rij��mac��ho pravidla je�st�e pot�rebujeme

v�erohodnostn�� funkci p�ri dan�ych x; �;M . Vezmeme prost�e f�(y; �̂;�;M;x),

tj. v�zdy pro �; M dosad��me za � p�r��slu�sn�y odhad �̂.

Jak nyn�� vypad�a jeden d��l�c�� krok MH algoritmu? P�redstavme si, �ze

posledn�� stav posloupnosti je M; � = (�1; : : : ; �M ) a chceme zkusit inovovat

j-tou slo�zku �. Nejprve vygenerujeme M� z Q(M�jM). Je-li

M� =M � 1, prost�e zkus��me �j vynechat. Nov�e �
� je tedy

�(�j) = (�1; : : : ; �j�1; �j+1; : : : �M ). Je-li M� =M , generujeme ��
j
z

q0j(�jM;�(�j)), dostaneme tedy �� = (�1; : : : ; �j�1; �
�

j
; �j+1; : : : �M ). Ko-

ne�cn�e, je-li M� = M + 1, pak generujeme dv�e hodnoty z q0j(�jM;�(�j)),

men�s�� z nich ozna�c��me ��
j
, v�et�s�� ���

j
, a m�ame tak M� rozm�ern�y vektor

�
� = (�1; : : : ; �j�1; �

�

j
; ���

j
; �j+1; : : : �M ). D�ale k M� a �� spo�cteme p�r��slu�s-

n�e �̂�. Nyn�� nastupuje zn�ahodn�en�e p�rij��mac�� pravidlo. Podle (2) dostaneme

�(M�;��;M;�) =
p(��;M�jy;x) � q(�;M j��;M�)

p(�;M jy;x) � q(��;M�j�;M ;

kde ale rozd�elen�� pravd�epodobnosti, podle kter�eho jsme z��skali nov�e kan-

did�aty ��; M�, je
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q(�0;M 0j�;M) = q0(�
0jM 0)�Q(M 0jM). Kdy�z nyn�� rozep���seme i p(�;M jy;x)

podle Bayesova vzorce (1) jako C(x;y) � f(y; �̂;�;M;x) � q0(�jM) �Q0(M),

dostaneme nakonec

�(M�;��;M; �) =
f(y; �̂�;��;M�;x) �Q0(M

�)

f(y; �̂;�;M;x) �Q0(M)
: (7)

Nyn�� tedy ud�el�ame n�ahodn�y nula{jedni�ckov�y pokus a (��;M� ) s pravd�epo-

dobnost�� min(1; �) p�rijmeme jako dal�s�� �clen Markovovy posloupnosti

f�(m);M (m); m = 0; 1; 2; : : :g, v opa�cn�em p�r��pad�e je nov�y �clen roven star�emu

(�;M), tj. nedo�slo k p�rechodu.

Vid��me, �ze rozhodovac�� pravidlo je znovu zalo�zeno na v�erohodnostn��m

pom�eru a tak�e na pom�eru apriorn��ch pravd�epodobnost�� pro \velikost" mo-

delu M . To n�am d�av�a mo�znost vhodnou volbou Q0(M) usm�er�novat volbu

po�ctu pou�zit�ych jednotek. P�redstavme si nap�r��klad, �ze Q0(M) je klesaj��c��

v M , pak pro M� =M +1 je tento pom�er < 1 a vlastn�e tak \penalizujeme"

prost�y v�erohodnostn�� pom�er, abychom zabr�anili p�r��li�sn�emu r�ustu M b�ehem

iterac��. P�ripom��n�a to penalizuj��c�� kriteria pro v�yb�er �r�adu autoregresn��ho

modelu (pou�z��vaj�� se kriteria AIC, BIC, varianty krosvalidace a j.).

Zkou�seli jsme nap�r��klad volit Q0(M) � exp(�M2=n
), kde n byl rozsah

dat a �c��slo 
 2 (0:5; 1). Dal�s��m, sp���se praktick�ym, opat�ren��m bylo, �ze jsme

rovnou zam��tali takov�e nov�e uzly, kter�e byly k n�ekter�emu star�emu bl���ze

ne�z na zvolenou vzd�alenost. Podm��n�en�a apriorn�� rozd�elen�� q0j(�j j��j ;M)

jsme volili rovnom�ern�a, v�zdy pro �j mezi v tu chv��li pevn�ymi sousedn��mi

�j�1; �j+1. To pak odpov��d�a rovnom�ern�emu sdru�zen�emu rozd�elen�� q0(�jM)

na a < �1 < � � � < �M < b.

V p�r��pad�e Gaussova rozd�elen�� odchylek ei pot�rebujeme ve v�erohodnost-

n��m pom�eru je�st�e odhad parametru �. Ten jsme odhadovali z rezidu�� posledn��

p�redchoz�� iterace modelu.

Pozn�amka: Samoz�rejm�e, pokud si p�redem stanov��me pevn�e M , kter�e ne-

chceme m�enit, situace (a kriterium (7)) se zjednodu�s��.

4 Mnohorozm�ern�a regrese

Jakmile je kovari�ata mnohorozm�ern�a, tj. X 2 Rp, naraz�� na�se metoda na

probl�em, jak v Rp n�ahodn�e volit jednotky. Za funkcion�aln�� jednotku v Rp

zpravidla bereme sou�cin jednorozm�ern�ych, nap�r. D(x; z) = B(x) � C(z).
Regresn�� funkci v R2 bychom pak modelovali jako

(�00) +

M1X
j=1

�j0Bj(x;�) +

M2X
k=1

�0kCk(z;
) +
XX

�jkBj(x;�) � Ck(z;
):
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Tak�ze "vnit�rn��ch" parametr�u �j ; 
k by bylo M1 +M2, zat��mco parametr�u

�jk by byloM1 �M2+M1+M2+(1). Zm�ena jedn�e komponenty (uzlu) �j by

vyvolala zm�enu nejm�en�e M2 + 1 jednotek modelu. Snaha zmen�sit dimenzi

prostoru, ve kter�em se v ka�zd�em kroku rozhoduje, vedla k "stromov�ym"

procedur�am, viz CART, MARS [3]. Takov�eto metody zkou�s��me i v r�amci

MCMC p�r��stupu, zat��m nem�ame uspokojiv�e �re�sen��.

Additivn�� model. Jin�a je situace, kdy�z se spokoj��me s aditivn��m modelem

vlivu kovari�at, tj. hled�ame regresn�� funkci ve tvaru r(x) =
P

p

j=1 rj(xj).

Ka�zdou funkci rj pak jednotliv�e modelujeme z jednodimenzion�aln��ch funkcio-

n�aln��ch jednotek. MCMC procedura prob��r�a a iteruje opakovan�e jednu funkci

rj za druhou.

Pozn�amka: Kdy�z u�z m�ame proceduru, kter�a m�en�� po�cet jednotek, podob-

n�ym zp�usobem by mohla m�enit i po�cet kovari�at pou�zit�ych v modelu, tj.

m�enit p. Vlastn�e by to znamenalo p�ripustit i hodnoty Mj = 0.

5 V�erohodnostn�� modely

V�erohodnostn��m modelem mysl��me takov�y, kde je nezn�am�y parametr (v p�r��-

pad�e regrese tedy regresn�� funkce) parametrem ve v�erohodnostn�� funkci,

a je tedy zpravidla odhadov�an metodou maxima v�erohodnosti. Samoz�rejm�e,

Gauss�uv model je speci�aln��m p�r��padem. Dal�s�� p�r��klady jsou exponenci�aln��

modely (GAM { Hastie a Tibshirani), logistick�y regresn�� model, i Cox�uv

model, kde je odhadov�an�� zalo�zeno na �c�aste�cn�e v�erohodnostn�� funkci (viz

i Volf, Robust 92).

Na�se pravidlo pro p�r��j��m�an�� nov�ych �clen�u posloupnosti je zalo�zeno p�r��mo

na pom�eru v�erohodnost��, m�u�zeme je tedy pou�z��t pro jak�ykoli v�erohodnostn��

model. Zm�en�� se v�sak zp�usob inovace parametr�u �. Tenje ted' t�reba z��skat

jako MVO, tj. maximalizac�� L = ln f(y;�;�;M;x); pro dan�a data y;x

a dan�e hodnoty M;�. Znamen�a to �re�sit rovnice @L=@�m = 0;m = 1; :::;M:

Takov�e rovnice se v�et�sinou �re�s�� iterac�� (algoritmem Newtona Raphsona

t�reba). V p�r��pad�e ortogon�aln��ch jednotek Bm s omezen�ym nosi�cem vysta�c��me

v ka�zd�em kroku s inovac�� jen n�ekolika �j . Nap�r��klad, kdybychom pou�zili

aproximaci regresn�� funkce pomoc�� histogramu, zm�ena jednoho uzlu his-

togramu m�a za n�asledek zm�enu jen 2 sousedn��ch 'pol���cek' histogramu, a tedy

jen 2 parametr�u. Podrobn�eji viz i Linka a spol. [9].

P�r��klad: Zkou�seli jsme n�a�s postup jak pro Cox�uv model, tak pro logistick�y

klasi�ka�cn�� model, a samoz�rejm�e pro model standardn��, s Gaussov�ym�sumem.

Pro ilustraci uvedeme jen jednoduch�y um�el�y p�r��klad.
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Vygenerovali jsme xi; i = 1; ::; n pro n = 500, rovnom�ern�e v (0; 5), k nim

pak yi = xi sin(x
2
i
) + ei, kde ei byly i.i.d. z N (0; � = 1). Jako bazi funkc��

jsme pou�zili kubick�e B{spliny. Za�cli jsme s t�remi rovnom�ern�e um��st�en�ymi

vnit�rn��mi uzly v (0; 5). Apriorn�� rozd�elen�� � bylo rovnom�ern�e p�ri dan�em

M , apriorn�� rozd�elen�� M jsme zvolili tak, aby p�rid�an�� jedn�e jednotky bylo

v (7) penalizov�ano �clenem exp(�2M=n0:7), tj. apriorn�� rozd�elen�� bylo �um�ern�e

exp(�M2=n0:7). Generovali jsme Markovovu posloupnost M (s);�(s) d�elky

200, z kter�e jsme pou�zili posledn��ch 80 �clen�u. Pro ka�zd�y z nich jsme tedy

obdr�zeli odhad regresn�� funkce r�
s
(x) (ve tvaru (6)). Z t�ech jsme ud�elali

pr�um�er a to byl kone�cn�y odhad regresn�� funkce. V�ysledek je na n�asleduj��c��m

obr�azku, kde body p�redstavuj�� data a k�rivka je v�ysledn�y odhad.
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6 Dodatek o polynomi�aln��ch splinech

Polynomi�aln�� spliny jsou jedn��m z nejpou�z��van�ej�s��ch prost�redk�u na aproxi-

maci a modelov�an�� hladk�ych funkc��. Pop���seme zde kubick�e spliny, konstruo-

van�e na intervalu x 2 [a; b] � R.

Interval [a; b] je rozd�elen pomoc�� uzl�u na podintervaly, na kter�ych je

funkce modelov�ana jako polynom t�ret��ho stupn�e, v uzlech pak p�rech�az�� jeden

polynom v druh�y spojit�e, i se spojitou 1. a 2. derivac��. Nejzn�am�ej�s�� jsou

dva zp�usoby konstrukce takov�eto funkce (viz nap�r. [8]).

Prvn�� zp�usob pou�z��v�a funkc��, kter�e jsou de�nov�amy jako (u)+ = u pro

u � 0, = 0 jinak. M�ejme v (a; b) zvoleno M vnit�rn��ch uzl�u a < �1 < ::: <
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�M < b. Pak kompletn�� spline je d�an jako

r�(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 +

MX
j=1

�j(x� �j)
3
+:

Tato funkce m�a po�zadovan�e vlastnosti (spojitost derivac�� v uzlech) a vid��me,

�ze obsahuje M + 4 'line�arn��' parametry. Pou�zit�e 0+0 jednotky nejsou lokali-

zov�any, tj. nemaj�� omezen�y nosi�c.

Druhou mo�znost�� je pou�z��t t.zv. B{spliny. Krom�e M vnit�rn��ch uzl�u

de�nujme je�st�e form�aln�e ��j = a�j(�1�a); �M+1+j = b+j(b��M ) pro j =

0; 1; 2; 3:M�ame nyn�� dohromadyM+8 uzl�u. Nyn�� pro j = �1; 0; 1; :::;M;M+

1;M + 2 de�nujme 'jednotky' { B-spliny:

Bj(x;�) = 1[x � �j+2]

j+2X
k=j�2

f(x� �k)
3
+ =

j+2Y
s=j�2;s6=k

(�k � �s)g:

V�ysledn�a funkce je pak r�(x) =
P

M+2

j=�1 �jBj(x;�). Skl�ad�a se tedy

z M + 4 jednotek a obsahuje op�et M + 4 'line�arn��ch' parametr�u �j . Co je

podstatn�e, funkce Bj jsou lokalizovan�e, ka�zd�a Bj je nenulov�a jen mezi uzly

�j�2; �j+2. Zm�ena jednoho uzlu �k vede ke zm�en�e Bj pro j = k� 2; ::; k+2.

Proto jsme si dovolili dal�s�� aproximaci v inovaci modelu pou�z��vaj��c��m B{

spliny, a to �ze k zm�en�en�emu jednomu �k jsme nepo�c��tali cel�y nov�y vektor

�, ale jen 5 komponent �k�2; :::; �k+2. Tato �uspora je cenn�a zvl�a�st' p�ri

modelov�an�� ve v�erohodnostn��ch modelech, kde � jsou po�c��t�ana Newtonovou{

Raphsonovou iterac��.
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