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Abstract: Two stochastic algorithms of optimization are described.
Both of them are based on the control random search with a randomized
reflection of simplex combined with some ideas of evolution algorithms. The
experimental results of application to the estimation of non-linear regression
parameters are presented. Both algorithms are found to be fast enough and
reliable in finding the global minimum of objective function.

Peszrome: B pabore onucaHbl 1Ba CTOXACTUUECKUE AJITOPUTMBI A5
ONTUMM3ANUU. DTU AJICOPUTMBI OCHOBAHBLI HA, yIIPABJIIEMOM CJLydaii-
HOM IIOMCKE C MCIOJIB30BAHMEM C/IydalHON pedIeKkCruu B CUMILJIEKCHON
CBsI3V 11 HEKOTOPBIX IIPUWHIUIIOB 5BOJIIOIIMOHHBIX aJITOPUTMOB. HpeceH—
TUPOBAHBI PE3YJIbTATHI IPUMEHEHUsI 3TUX AJCOPUTMOB B OLIEHKE Ia-
paMeTpoOB Mojeseill HeJIMHENHOW perpeccur. Y CTAHOBJIEHO, UTO 2TU
AJICOPUTMBL JOCTATOUHO CKOPLIE M HAJAEKHBIE B ITOKWCKE IIOGAJIBLHOTO

MUHMMYMa KPUTEPUAIHLHON (yHKIUN.

1 Uvod

Odhad parametra nelinedrnich regresnich modelu je vétsinou dloha hledéni
mininima Kriteridlni funkce v prostoru parametru. Kriteridlni funkci muze
byt napf. soucet Ctvercu rezidui (klasickd metoda nejmensich Gtvercu),
suma absolutnich odchylek, nejvétsi absolutni odchylka, medidn ¢tverca od-
chylek, urezand suma ¢tvercu odchylek (trimmed least squares) atd. Pros-
tor parametru v praktickych tlohéch je zpravidla vymezen intervalem jejich
piipustnych hodnot, takze odhad parametru nelinearnich regresnich modela
je vlastné optimalizacni tdloha s tzv. box constraints. Formalné lze nasi
ulohu hledani zapsat takto: Najdi x,, € Q takové, ze f(x,) < f(x) pro
v8echna x € Q;  je podmnozinou d-rozmérného euklidovského prostoru,
0= H?:l(ai? bi), a; < b; pro viechna i.

Pii odhadu parametru nelinedrnich regresnich modela nevystacime pouze
s tradicnimi algoritmy optimalizace vyuzivajicimi derivaci kriteridlni funkce.
Takové algoritmy ¢asto nenajdou globdlni minimum, v lep§im piipadé skonci
v minimu lokdlnim. Je také zndmo, ze pii odhadu parametra nelinedrnich
regresnich modela bézné softwarové prostiedky obcas selhdvaji fatalné [7].

Radu let jsou zndmy jiné druhy algoritmu, které hledaji minimum pro-
hledavanim prostoru parametru. Zde piipomeneme simplexovou metodu,



kterou pred tiiceti lety navrhli Nelder a Mead [8]. Jejich algoritmus lze
struc¢né popsat takto:

V mnozing 2 zvolime d + 1 linedrné nezédvislych bodu (simplex), v téchto
bodech vyhodnotime kriteridln{ funkci f(x), najdeme bod xp, ve kterém je
f(xp) vétsinez v ostatnich bodech, a pak uréime bod xp sttedové soumérny
k xy podle tézisté ostatnich bodu simplexu. Této operaci se fikd reflexe
a pro d = 2 je graficky zndzornéna na obr. 1. Pokud je f(xp) < f(xm), pak
nahrazenim bodu xg bodem xp ziskdme novy simplex a opakujeme reflexi,
dokud funkéni hodnoty ve vsech bodech simplexu nejsou dostatec¢né blizké.
Povsimnéme si, ze reflexi se nemusi vzdy podarit najit takové xp, aby platilo
f(xp) < f(xm). Pak je nutno doplnit algoritmus o dalsi operace — viz [8].
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Figure 1: Reflexe pro d = 2.

Pozdéji Price [9] navrhl algoritmus fizeného ndhodného prohleddvani
(controlled random search, CRS). Tento algoritmus muzeme zafadit mezi
stochastické algoritmy optimalizace, nebot jeho iteracni kroky nelze deter-
ministicky predikovat. Na pocatku se ndhodné vygeneruje N bodu z (2
(N > d), v kazdém z téchto bodu se vyhodnot{ kriteridlni funkce f(x).
Téchto N bodu z © spolu s jejich hodnotami kriteridlni funkce tvori tzv.
pool, ktery je zapamatovan a aktualizovan béhem vypoctu. Simplexy d + 1
bodu se vybiraji z téchto N bodd ndhodné. Reflexe se provede stejné jako
v simplexové metodé, a pokud je f(xp) mensi nez dosud nejvétsi hodnota kri-
teridln{ funkce f(xjs) zapamatované v poolu, nahradi se bod x5 v poolu bo-
dem xp. Pool se tak postupné kazdou dspésnou reflexi , zlepsuje“. Vypocet
kon¢i, kdyz je splnéna néjakd vhodnd podminka, napf. rozdil nejveétsi a nej-
mensi hodnoty kriteridlni funkce zapamatované v poolu je dostatecné maly.



V poslednich letech se mezi aplikacemi optimaliza¢nich algoritmu stéle
vice uplatnuji algoritmy motivované biologickym vyvojem populaci, at jiz se
jednd o genetické algoritmy [2], ¢i evoluén{ algoritmy v $irsim smyslu [5, 6].
Zékladni myslenky téchto algoritmu lze vyjarit takto:

e pocatecni populace je vybrana ndhodné
e jedinci nové populace dédi vlastnosti jedincu predchozi populace

e s malou pravdépodobnosti mohou vznikat jedinci s novymi vlastnostmi
(tzv. mutace)

Aplikaci téchto myslenek spolu s vyuzitim fizeného ndhodného prohleda-
vani 1ze navrhnout algoritmy optimalizace, které mohou byt dspésné uzity
pii odhadu parametra nelinedrnich regresnich modela. Zde uvedeme dva
takové algoritmy - modifikovany algoritmus fizeného ndhodného prohleda-
vani MCRS [3] a na evoluéni strategii zalozeny algoritmus ES2 [4, 12] spolu
s vysledky experimentalniho testovani téchto dvou algoritmi na sadé ¢trnéacti
iloh odhadu parametri nelinedrnich regresnich modeli.

2 Algoritmus MCRS

Zakladni rysy této modifikace Priceova algoritmu byly poprvé uvedeny na
Robustu 94 [10]. Modifikace spocivd ve zndhodnéni reflexe. Definujeme
proceduru Simplez, kterd generuje novy bod x ze simplexu S (d+ 1 linedrné
nezavislych bodua z populace bodti P) vztahem

x=g-T(z-g), (1)

kde z je ndhodné zvoleny vrchol simplexu S, g tézisté zbyvajicich d vrcholi
tohoto simplexu a I' ndhodny multiplikativni koeficient. Déle zapiSeme pro-
ceduru Reflexe ve tvaru:

procedure Refleze(P, var x);

repeat
S := (d + 1) nahodne vybranych bodu z P;
Simplex(S);

until x € Q.

Pak muazeme algoritmus MCRS napsat takto:

procedure MCRS;
begin P := populace N nahodne generovanych bodu v 2,
repeat
Reflexe(P,x);
if f(x) < f(Xmaz) then X4, = X;



until splnena podminka ukonceni;
end {MCRS};

Xmaz j€ ten bod ze zapamatované populace N bodu, ve kterém je hodnota
kriteridlni funkce nejvyssi. Lze ocekavat, ze s rostoucim rozptylem nahodné
veliciny I" bude prohleddvan prostor parametru dukladnéji, a tedy tim vétsi
bude nadéje, ze algoritmus nalezne globdlni minimum. Uspokojivé vysledky
byly dosazeny, kdyz I bylo rovnomérné rozdéleno na intervalu (0, «) a hod-
nota vstupniho parametru a byla mezi 4 az 8 [3].

Pii aplikacich itera¢nich algoritmu v nelinedrni regresi lze jako podminku
ukoncen{ uzivat vztahu

JFXmaz) = f(Xmin)
fo

kde X,,,i, je bod s nejmensi hodnotou kriteridlni funkce, 9 vstupni parametr
algoritmu ( €9 > 0) a fo vhodna charakteristika variability zdvisle proménné.
Pokud napf. minimalizujeme soucet ¢tvercu rezidui (RSS), fo je celkova
suma ¢tvercu odchylek pozorovanych hodnot zavisle proménné od jejich pru-
méru [3]. Tato podminka ukonéeni (2) je univerzalnéji pouzitelnd nez kri-
terium f(Xmaz) — f(Xmin), navrhované Conlonem [1]. Vstupnimi parame-
try algoritmu jsou N (pocet zapamatovdvanych bodu tvoricich populaci), «

< €0, (2)

(1)), eo v podmince ukonceni (2) a specifikace 2.

3 Evolué¢ni algoritmus ES2

Evoluéni algoritmy (viz napf. [5, 6]) simuluji mechanismus pfirozeného
vybéru, ktery obecné smétuje k dosazeni optima. Algoritmus ES2, podobné
jako dffve popsany algoritmus ES1 [11], vychdzi z nasledujicich principu:

e Pocatecni populace bodu se generuje ndhodné ze zadaného paramet-
rického prostoru Q.

e Nova populace vznikajici v kazdém itera¢nim kroku dédi vlastnosti
staré populace, a to dvojim zpusobem:

— body s nejnizsi hodnotou f se piimo kopiruji ze staré populace do
noveé,

— zbyvajici body nové populace se vytvareji pomoci reflexe z bodu
staré populace.

e V kazdém itera¢nim kroku muze vzniknout s malou pravdépodobnosti
po bod se zcela novymi vlastnostmi (dokonce i s vyssi hodnotou funkce
f), coz je obdoba mutace v genetickych algoritmech.



Algoritmus ES2 lze formélné popsat takto:

procedure ES2;
begin P := populace N bodu generovanych nahodne v 2
Sort(P) vzestupne podle hodnot funkce f;
repeat
m := nahodne cele cislo z intervalu (1, M)
for j :=1 to m do Q[j] := P[j];
for j:==m + 1 to N do Q[j].f := P[N].f;
1i=m;
repeat
repeat Reflexe(P,x)
until f(x) < f(P[N].f)
=1+ 1;
BinaryInsert (x, f(x)) into Q;
until i = N;
if random < py then
begin i := nahodne cele cislo z intervalu (1, N);
nahrad Q[i] bodem generovanym pomoci Reflexe(P,x)
Sort(Q) vzestupne podle hodnot funkce f;
end {if};
P:=Q;
until splnena podminka pro ukonceni optimalizace
end {ES2}

V algoritmu ES2, stejné jako v algoritmu MCRS, muze byt pouzito
kterékoli z kritérii optimalizace zminénych v uvodu. K zastaveni optima-
liza¢niho procesu lze také vyuzit vztahu (2).

Ve srovnani s algoritmem MCRS vyzaduje evolucni algoritmus ES2 navic
dva vstupni parametry, a to:

e pravdépodobnost mutace py,
e nezaporné celé ¢islo M takové, ze M < N. M je nejvyssi pocet bodu,
které muze zdédit novd populace ze staré.

Na tomto misté poznamenejme, ze algoritmus ES2 je v podstaté ekviva-
lentni algoritmu MCRS, pokud zvolime pg =0 a M = 0.

Je zfejmé, Ze oba nage algoritmy (ES2 i MCRS) jsou velmi blizké ge-
netickym algoritmim (GA), pfitom reflexe v nasich algoritmech piebird
ulohu kiizeni v GA. Oba typy algoritmu pracuji s populacemi bodu (nikoli
s jedinym bodem), vyuzivaji pouze hodnot optimalizované funkce f (nikoli je-
jich derivaci) a respektuji stochastické principy reprodukce (selekce a kifzeni).

Existuji ovsem jisté rozdily mezi nasimi algoritmy a GA.



1. Populace v nasich algoritmech jsou tvoreny body (vektory s redlnymi
slozkami), kdezto GA pracuji s populacemi bindrnich retézci. Tento
rozdil se v8ak postupné vytraci, protoze novéjsi verze GA (viz napf. [6])
operuji na chromozomech tvofenych realnymi vektory.

2. Nage algoritmy generuj{ nové body (potomky) reflexi z mnoziny d + 1
ndhodné vybranych simplexovych bodu (rodic¢i), zatimco pro GA je ty-
pickd parova reprodukce. V naSem piipadeé jde tedy o jakousi zobecnénou

vicenasobnou reprodukci.

4 Experimentalni vysledky

Popsané algoritmy byly ovéfovany na 14 piikladech, modelovych datech (pro
nelinedrn{ regresi) sestavenych tak, ze vétsina ,klasickych“ optimaliza¢nich
postupu zalozenych na derivaci funkce f pii jejich zpracovani selhdvd. Tato
data jsou spolu s odpovidajicimi regresnimi modely uvedena v nasi diiveéjsi
praci [11].

Oba algoritmy byly implementovany v jazyku TurboPascal , verze 6.0,
a prislusné vypocty provedeny na PC 486DX, 66 MHz. Ve vsech piipadech
jsme jako optimaliza¢niho kritéria pouzivali rezidudlni soucet Gtvercu.

Vstupni parametry spoletné obéma algoritmum byly nastaveny shodng,
a to:

e N =5d,
o a=4,
e 1E-16.

Zbyvajici vstupy pro ES2 algoritmus: pg = 0,01 a M = Int(N/2).

Experimentalni vysledky jsou uvedeny v tab. 1. V této tabulce £ oznatuje
prumérnou dobu vypoctu urcenou z minimalné 400 (zpravidla vice) nezavis-
lych béhu programu, sd smérodatnou odchylku doby vypoctu a fail procento
selhdni, tj. procento piipadu, kdy vypocet skon¢il v lokdlnim minimu.

Z udaju v tab. 1 vyplyvd, ze algoritmus MCRS je ve v8ech testovanych
piipadech rychlejsi nez algoritmus ES2, u nékterych modelu vsak selhdvd
(napf. pro data €. 11 ve vice nez jedné ¢tvrtiné nezavislych beha). Algorit-
mus ES2 je sice pomalejsi (v nékterych pfipadech az ctyfikrét), ale procento
selhani je prakticky zanedbatelné.

5 Zavér

Oba prezentované algoritmy jsou nedeterministické. V obou jsou ndhodné
generovany pocatecni populace, vrcholy simplexu jsou vybirdny ndhodné
a rovnéz procedura reflexe je nedeterministickd. U ES2 navic pfistupuji



Tab. 1: Pfehled experimentalnich vysledku

Ident. MCRS ES2
no. | % [s] sd [s]  fail [%)] t[s] sd[s] fail [%]
1 24 0.1 0 5.8 0.8 0
2 6.4 0.9 2 27.1 8.2 0.3
3 3.6 0.3 0 12.7 1.4 0
4 24 0.3 0 6.6 0.8 0
5 32.1 1.3 0 51.3 12.6 0
6 1.1 0.1 0 3.2 0.4 0
7 44.8 2.7 0 72.8 24.0 0
8 | 106.4 12.7 0 | 169.7 22.3 0
9 1.8 0.2 0 5.4 1.2 0
10 91.4 38.8 0 | 106.4 33.6 0
11 5.7 1.7 28 18.6 3.4 0.3
12 5.6 0.5 0 23.0 2.3 0
13 | 179.2 59.0 0 | 268.9 31.5 0
14 22.6 1.5 0 32.1 3.5 0

dalsi dva stochastické kroky - velikost dédené ¢ésti staré populace je urcovana
nahodné a mutace nastava jen s jistou malou pravdépodobnosti a s neptedvi-
datelnym vysledkem. Pfesto oba algoritmy az pfekvapivé rychle a algoritmus
ES2 s vysokou spolehlivosti nalezly globalni minimum ve v8ech 14 obtiznych
testovacich piikladech. Lze je tedy doporucit pfinejmensim jako alterna-
tivni postup odhadu regresnich parametru nelindrnich modelu v takovych
situacich, kdy bézné softwarové prostiedky selhdvaji. Oba algoritmy jsou
snadno implementovatelné a nevyzaduji na vstupu zadani pocatecnich hod-
not odhadovanych parametru.
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