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Abstract: Two stochastic algorithms of optimization are described.

Both of them are based on the control random search with a randomized

reection of simplex combined with some ideas of evolution algorithms. The

experimental results of application to the estimation of non-linear regression

parameters are presented. Both algorithms are found to be fast enough and

reliable in �nding the global minimum of objective function.

Rez�me: V rabote opisany dva stohastiqeskie algoritmy dl�

optimizacii. �ti algoritmy osnovany na upravl�emom sluqa�-

nom poiske s ispol~zovaniem sluqa�no� refleksii v simpleksno�

sv�zi i nekotoryh principov �vol�cionnyh algoritmov. Presen-

tirovany rezul~taty primeneni� �tih algoritmov v ocenke pa-

rametrov modele� neline�no� regressii. Ustanovleno, qto �ti

algoritmy dostatoqno skorye i nad��nye v poiske global~nogo

minimuma kriterial~no� funkcii.

1 �Uvod

Odhad parametr�u neline�arn��ch regresn��ch model�u je v�et�sinou �uloha hled�an��
mininima kriteri�aln�� funkce v prostoru parametr�u. Kriteri�aln�� funkc�� m�u�ze
b�yt nap�r. sou�cet �ctverc�u rezidu�� (klasick�a metoda nejmen�s��ch �ctverc�u),
suma absolutn��ch odchylek, nejv�et�s�� absolutn�� odchylka, medi�an �ctverc�u od-
chylek, u�rezan�a suma �ctverc�u odchylek (trimmed least squares) atd. Pros-
tor parametr�u v praktick�ych �uloh�ach je zpravidla vymezen intervalem jejich
p�r��pustn�ych hodnot, tak�ze odhad parametr�u neline�arn��ch regresn��ch model�u
je vlastn�e optimaliza�cn�� �uloha s tzv. box constraints. Form�aln�e lze na�si
�ulohu hled�an�� zapsat takto: Najdi xm 2 
 takov�e, �ze f(xm) � f(x) pro
v�sechna x 2 
; 
 je podmno�zinou d-rozm�ern�eho euklidovsk�eho prostoru,

 =

Q
d

i=1
hai; bii; ai < bi pro v�sechna i.

P�ri odhadu parametr�u neline�arn��ch regresn��ch model�u nevysta�c��me pouze
s tradi�cn��mi algoritmy optimalizace vyu�z��vaj��c��mi derivac�� kriteri�aln�� funkce.
Takov�e algoritmy �casto nenajdou glob�aln�� minimum, v lep�s��m p�r��pad�e skon�c��
v minimu lok�aln��m. Je tak�e zn�amo, �ze p�ri odhadu parametr�u neline�arn��ch
regresn��ch model�u b�e�zn�e softwarov�e prost�redky ob�cas selh�avaj�� fat�aln�e [7].

�Radu let jsou zn�amy jin�e druhy algoritm�u, kter�e hledaj�� minimum pro-
hled�av�an��m prostoru parametr�u. Zde p�ripomeneme simplexovou metodu,
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kterou p�red t�riceti lety navrhli Nelder a Mead [8]. Jejich algoritmus lze
stru�cn�e popsat takto:

V mno�zin�e 
 zvol��me d+1 line�arn�e nez�avisl�ych bod�u (simplex), v t�echto
bodech vyhodnot��me kriteri�aln�� funkci f(x), najdeme bod xH , ve kter�em je
f(xH) v�et�s�� ne�z v ostatn��ch bodech, a pak ur�c��me bod xP st�redov�e soum�ern�y
k xH podle t�e�zi�st�e ostatn��ch bod�u simplexu. T�eto operaci se �r��k�a reexe

a pro d = 2 je gra�cky zn�azorn�ena na obr. 1. Pokud je f(xP ) � f(xH ), pak
nahrazen��m bodu xH bodem xP z��sk�ame nov�y simplex a opakujeme reexi,
dokud funk�cn�� hodnoty ve v�sech bodech simplexu nejsou dostate�cn�e bl��zk�e.
Pov�simn�eme si, �ze reex�� se nemus�� v�zdy poda�rit naj��t takov�e xP , aby platilo
f(xP ) � f(xH). Pak je nutno doplnit algoritmus o dal�s�� operace { viz [8].

'

&

$

%

PPPPPPPPPPPPPPPPPPP

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

u

u

u

'

&

$

%u

x3 � xH x2

x1

xP

ug

simplex p�red reex��

simplex po reexi

Figure 1: Reexe pro d = 2.

Pozd�eji Price [9] navrhl algoritmus �r��zen�eho n�ahodn�eho prohled�av�an��
(controlled random search, CRS). Tento algoritmus m�u�zeme za�radit mezi
stochastick�e algoritmy optimalizace, nebot' jeho itera�cn�� kroky nelze deter-
ministicky predikovat. Na po�c�atku se n�ahodn�e vygeneruje N bod�u z 

(N � d), v ka�zd�em z t�echto bod�u se vyhodnot�� kriteri�aln�� funkce f(x).
T�echto N bod�u z 
 spolu s jejich hodnotami kriteri�aln�� funkce tvo�r�� tzv.
pool, kter�y je zapamatov�an a aktualizov�an b�ehem v�ypo�ctu. Simplexy d + 1
bod�u se vyb��raj�� z t�echto N bod�u n�ahodn�e. Reexe se provede stejn�e jako
v simplexov�e metod�e, a pokud je f(xP ) men�s�� ne�z dosud nejv�et�s�� hodnota kri-
teri�aln�� funkce f(xM ) zapamatovan�e v poolu, nahrad�� se bod xM v poolu bo-
dem xP . Pool se tak postupn�e ka�zdou �usp�e�snou reex��

"
zlep�suje\. V�ypo�cet

kon�c��, kdy�z je spln�ena n�ejak�a vhodn�a podm��nka, nap�r. rozd��l nejv�et�s�� a nej-
men�s�� hodnoty kriteri�aln�� funkce zapamatovan�e v poolu je dostate�cn�e mal�y.



7

V posledn��ch letech se mezi aplikacemi optimaliza�cn��ch algoritm�u st�ale
v��ce uplat�nuj�� algoritmy motivovan�e biologick�ym v�yvojem populac��, at' ji�z se
jedn�a o genetick�e algoritmy [2], �ci evolu�cn�� algoritmy v �sir�s��m smyslu [5, 6].
Z�akladn�� my�slenky t�echto algoritm�u lze vyj�a�rit takto:

� po�c�ate�cn�� populace je vybr�ana n�ahodn�e

� jedinci nov�e populace d�ed�� vlastnosti jedinc�u p�redchoz�� populace

� s malou pravd�epodobnost�� mohou vznikat jedinci s nov�ymi vlastnostmi
(tzv. mutace)

Aplikac�� t�echto my�slenek spolu s vyu�zit��m �r��zen�eho n�ahodn�eho prohled�a-
v�an�� lze navrhnout algoritmy optimalizace, kter�e mohou b�yt �usp�e�sn�e u�zity
p�ri odhadu parametr�u neline�arn��ch regresn��ch model�u. Zde uvedeme dva
takov�e algoritmy - modi�kovan�y algoritmus �r��zen�eho n�ahodn�eho prohled�a-
v�an�� MCRS [3] a na evolu�cn�� strategii zalo�zen�y algoritmus ES2 [4, 12] spolu
s v�ysledky experiment�aln��ho testov�an�� t�echto dvou algoritm�u na sad�e �ctrn�acti
�uloh odhadu parametr�u neline�arn��ch regresn��ch model�u.

2 Algoritmus MCRS

Z�akladn�� rysy t�eto modi�kace Priceova algoritmu byly poprv�e uvedeny na
Robustu 94 [10]. Modi�kace spo�c��v�a ve zn�ahodn�en�� reexe. De�nujeme
proceduru Simplex, kter�a generuje nov�y bod x ze simplexu S (d+1 line�arn�e
nez�avisl�ych bod�u z populace bod�u P ) vztahem

x = g � �(z� g); (1)

kde z je n�ahodn�e zvolen�y vrchol simplexu S, g t�e�zi�st�e zb�yvaj��c��ch d vrchol�u
tohoto simplexu a � n�ahodn�y multiplikativn�� koe�cient. D�ale zap���seme pro-
ceduru Reflexe ve tvaru:

procedure Reflexe(P , var x);
repeat

S := (d+ 1) nahodne vybranych bodu z P ;
Simplex(S);

until x 2 
.

Pak m�u�zeme algoritmus MCRS napsat takto:

procedure MCRS;
begin P := populace N nahodne generovanych bodu v 
,

repeat

Reflexe(P;x);
if f(x) < f(xmax) then xmax := x;
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until splnena podminka ukonceni;
end fMCRSg;

xmax je ten bod ze zapamatovan�e populace N bod�u, ve kter�em je hodnota
kriteri�aln�� funkce nejvy�s�s��. Lze o�cek�avat, �ze s rostouc��m rozptylem n�ahodn�e
veli�ciny � bude prohled�av�an prostor parametr�u d�ukladn�eji, a tedy t��m v�et�s��
bude nad�eje, �ze algoritmus nalezne glob�aln�� minimum. Uspokojiv�e v�ysledky
byly dosa�zeny, kdy�z � bylo rovnom�ern�e rozd�eleno na intervalu (0; �) a hod-
nota vstupn��ho parametru � byla mezi 4 a�z 8 [3].

P�ri aplikac��ch itera�cn��ch algoritm�u v neline�arn�� regresi lze jako podm��nku
ukon�cen�� u�z��vat vztahu

f(xmax)� f(xmin)

f0
� "0; (2)

kde xmin je bod s nejmen�s�� hodnotou kriteri�aln�� funkce, "0 vstupn�� parametr
algoritmu ( "0 > 0) a f0 vhodn�a charakteristika variability z�avisle prom�enn�e.
Pokud nap�r. minimalizujeme sou�cet �ctverc�u rezidu�� (RSS), f0 je celkov�a
suma �ctverc�u odchylek pozorovan�ych hodnot z�avisle prom�enn�e od jejich pr�u-
m�eru [3]. Tato podm��nka ukon�cen�� (2) je univerz�aln�eji pou�ziteln�a ne�z kri-
terium f(xmax) � f(xmin), navrhovan�e Conlonem [1]. Vstupn��mi parame-
try algoritmu jsou N (po�cet zapamatov�avan�ych bod�u tvo�r��c��ch populaci), �
(ur�cuj��c�� maxim�aln�� vzd�alenost nov�e vytvo�ren�eho bodu od t�e�zi�st�e v rovnici
(1)), "0 v podm��nce ukon�cen�� (2) a speci�kace 
.

3 Evolu�cn�� algoritmus ES2

Evolu�cn�� algoritmy (viz nap�r. [5, 6]) simuluj�� mechanismus p�rirozen�eho
v�yb�eru, kter�y obecn�e sm�e�ruje k dosa�zen�� optima. Algoritmus ES2, podobn�e
jako d�r��ve popsan�y algoritmus ES1 [11], vych�az�� z n�asleduj��c��ch princip�u:

� Po�c�ate�cn�� populace bod�u se generuje n�ahodn�e ze zadan�eho paramet-
rick�eho prostoru 
.

� Nov�a populace vznikaj��c�� v ka�zd�em itera�cn��m kroku d�ed�� vlastnosti
star�e populace, a to dvoj��m zp�usobem:

| body s nejni�z�s�� hodnotou f se p�r��mo kop��ruj�� ze star�e populace do
nov�e,

| zb�yvaj��c�� body nov�e populace se vytv�a�rej�� pomoc�� reexe z bod�u
star�e populace.

� V ka�zd�em itera�cn��m kroku m�u�ze vzniknout s malou pravd�epodobnost��
p
0
bod se zcela nov�ymi vlastnostmi (dokonce i s vy�s�s�� hodnotou funkce

f), co�z je obdoba mutace v genetick�ych algoritmech.
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Algoritmus ES2 lze form�aln�e popsat takto:

procedure ES2;
begin P := populace N bodu generovanych nahodne v 


Sort(P ) vzestupne podle hodnot funkce f ;
repeat

m := nahodne cele cislo z intervalu h1;M)
for j := 1 to m do Q[j] := P [j];
for j := m+ 1 to N do Q[j]:f := P [N ]:f ;
i := m;
repeat

repeat Reflexe(P;x)
until f(x) < f(P [N ]:f)
i := i+ 1;
BinaryInsert hx; f(x)i into Q;

until i = N ;
if random < p0 then
begin i := nahodne cele cislo z intervalu h1; Ni;

nahrad Q[i] bodem generovanym pomoci Reflexe(P;x)
Sort(Q) vzestupne podle hodnot funkce f ;

end fifg;
P := Q;

until splnena podminka pro ukonceni optimalizace
end fES2g

V algoritmu ES2, stejn�e jako v algoritmu MCRS, m�u�ze b�yt pou�zito
kter�ekoli z krit�eri�� optimalizace zm��n�en�ych v �uvodu. K zastaven�� optima-
liza�cn��ho procesu lze tak�e vyu�z��t vztahu (2).

Ve srovn�an�� s algoritmem MCRS vy�zaduje evolu�cn�� algoritmus ES2 nav��c
dva vstupn�� parametry, a to:

� pravd�epodobnost mutace p0,

� nez�aporn�e cel�e �c��slo M takov�e, �ze M < N . M je nejvy�s�s�� po�cet bod�u,
kter�e m�u�ze zd�edit nov�a populace ze star�e.

Na tomto m��st�e poznamenejme, �ze algoritmus ES2 je v podstat�e ekviva-
lentn�� algoritmu MCRS, pokud zvol��me p0 = 0 a M = 0.

Je z�rejm�e, �ze oba na�se algoritmy (ES2 i MCRS) jsou velmi bl��zk�e ge-
netick�ym algoritm�um (GA), p�ritom reexe v na�sich algoritmech p�reb��r�a
�ulohu k�r���zen�� v GA. Oba typy algoritm�u pracuj�� s populacemi bod�u (nikoli
s jedin�ym bodem), vyu�z��vaj�� pouze hodnot optimalizovan�e funkce f (nikoli je-
jich derivac��) a respektuj�� stochastick�e principy reprodukce (selekce a k�r���zen��).

Existuj�� ov�sem jist�e rozd��ly mezi na�simi algoritmy a GA.
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1. Populace v na�sich algoritmech jsou tvo�reny body (vektory s re�aln�ymi
slo�zkami), kde�zto GA pracuj�� s populacemi bin�arn��ch �ret�ezc�u. Tento
rozd��l se v�sak postupn�e vytr�ac��, proto�ze nov�ej�s�� verze GA (viz nap�r. [6])
operuj�� na chromozomech tvo�ren�ych re�aln�ymi vektory.

2. Na�se algoritmy generuj�� nov�e body (potomky) reex�� z mno�ziny d + 1
n�ahodn�e vybran�ych simplexov�ych bod�u (rodi�c�u), zat��mco pro GA je ty-
pick�a p�arov�a reprodukce. V na�sem p�r��pad�e jde tedy o jakousi zobecn�enou
v��cen�asobnou reprodukci.

4 Experiment�aln�� v�ysledky

Popsan�e algoritmy byly ov�e�rov�any na 14 p�r��kladech, modelov�ych datech (pro
neline�arn�� regresi) sestaven�ych tak, �ze v�et�sina

"
klasick�ych\ optimaliza�cn��ch

postup�u zalo�zen�ych na derivaci funkce f p�ri jejich zpracov�an�� selh�av�a. Tato
data jsou spolu s odpov��daj��c��mi regresn��mi modely uvedena v na�s�� d�r��v�ej�s��
pr�ac�� [11].

Oba algoritmy byly implementov�any v jazyku TurboPascal , verze 6.0,
a p�r��slu�sn�e v�ypo�cty provedeny na PC 486DX, 66MHz. Ve v�sech p�r��padech
jsme jako optimaliza�cn��ho krit�eria pou�z��vali rezidu�aln�� sou�cet �ctverc�u.

Vstupn�� parametry spole�cn�e ob�ema algoritm�um byly nastaveny shodn�e,
a to:

� N = 5d,

� � = 4,

� 1E�16.

Zb�yvaj��c�� vstupy pro ES2 algoritmus: p0 = 0; 01 a M = Int(N=2).
Experiment�aln�� v�ysledky jsou uvedeny v tab. 1. V t�eto tabulce �t ozna�cuje

pr�um�ernou dobu v�ypo�ctu ur�cenou z minim�aln�e 400 (zpravidla v��ce) nez�avis-
l�ych b�eh�u programu, sd sm�erodatnou odchylku doby v�ypo�ctu a fail procento
selh�an��, tj. procento p�r��pad�u, kdy v�ypo�cet skon�cil v lok�aln��m minimu.

Z �udaj�u v tab. 1 vypl�yv�a, �ze algoritmus MCRS je ve v�sech testovan�ych
p�r��padech rychlej�s�� ne�z algoritmus ES2, u n�ekter�ych model�u v�sak selh�av�a
(nap�r. pro data �c. 11 ve v��ce ne�z jedn�e �ctvrtin�e nez�avisl�ych b�eh�u). Algorit-
mus ES2 je sice pomalej�s�� (v n�ekter�ych p�r��padech a�z �cty�rikr�at), ale procento
selh�an�� je prakticky zanedbateln�e.

5 Z�av�er

Oba prezentovan�e algoritmy jsou nedeterministick�e. V obou jsou n�ahodn�e
generov�any po�c�ate�cn�� populace, vrcholy simplexu jsou vyb��r�any n�ahodn�e
a rovn�e�z procedura reexe je nedeterministick�a. U ES2 nav��c p�ristupuj��
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Tab. 1: P�rehled experiment�aln��ch v�ysledk�u

Ident. MCRS ES2

no. �t [s] sd [s] fail [%] �t [s] sd [s] fail [%]

1 2.4 0.1 0 5.8 0.8 0

2 6.4 0.9 2 27.1 8.2 0.3

3 3.6 0.3 0 12.7 1.4 0

4 2.4 0.3 0 6.6 0.8 0

5 32.1 1.3 0 51.3 12.6 0

6 1.1 0.1 0 3.2 0.4 0

7 44.8 2.7 0 72.8 24.0 0

8 106.4 12.7 0 169.7 22.3 0

9 1.8 0.2 0 5.4 1.2 0

10 91.4 38.8 0 106.4 33.6 0

11 5.7 1.7 28 18.6 3.4 0.3

12 5.6 0.5 0 23.0 2.3 0

13 179.2 59.0 0 268.9 31.5 0

14 22.6 1.5 0 32.1 3.5 0

dal�s�� dva stochastick�e kroky - velikost d�eden�e �c�asti star�e populace je ur�cov�ana
n�ahodn�e a mutace nast�av�a jen s jistou malou pravd�epodobnost�� a s nep�redv��-
dateln�ym v�ysledkem. P�resto oba algoritmy a�z p�rekvapiv�e rychle a algoritmus
ES2 s vysokou spolehlivost�� nalezly glob�aln�� minimum ve v�sech 14 obt���zn�ych
testovac��ch p�r��kladech. Lze je tedy doporu�cit p�rinejmen�s��m jako alterna-
tivn�� postup odhadu regresn��ch parametr�u nelin�arn��ch model�u v takov�ych
situac��ch, kdy b�e�zn�e softwarov�e prost�redky selh�avaj��. Oba algoritmy jsou
snadno implementovateln�e a nevy�zaduj�� na vstupu zad�an�� po�c�ate�cn��ch hod-
not odhadovan�ych parametr�u.
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