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Abstract: Theory of M -estimators in linear regression model is well
known. One of the classical regularity assumptions in the linear model Y =
X[ + E is the existence of f'. This paper studies the case when f’ does
not exist in the sense, that f(z) = |2 —s;|* ¢;(x), where j = 1,...,kis
finite number of “singular points” of the density f. It is shown, that in such
a case rate of the convergence of M -estimators depends on the minimum of
Q.

Pesiome: IIpobiremarura M -onenok B nuHeHHON perpecun Xoporro
u3BeCTHA M paspaborana. B paborax, KOTOpble UHTEDPECYIOTCs 3TOMN
NpoBJIeMaTUKON yUNUTLIBAIOT, UTO IUIOTHOCTH BeKTOpa ommbok F B
vmonenu Y = X3 + E perynspra. Dro 3mauur, uro cymecrsyer f .
Mosa paBoTa pacCMATPUBAET CUTYALWIIO, KOrAA [ HE CyleCTBYeT B
TOM CMBbICJI€, UTO f(:l?) = |JZ‘ - Sj|ajqj($), rae ] = 1, .. .,k KOHeU-
HO€ 4YMCJIO CUHIYJISAPHBIX TOYEK IIJIOTHOCTMU. MO}KHO IIOKa3aTh, UTO B
TAaKOM CJIydae CTeleHb CKOpocTu cxomumoctu M -ornenox usmensercs

B 3aBUCHMOCTM OT MMHHMA Oé]

Predpokladejme platnost linedrniho modelu
(1) Y =XB+E

s podminkou na matici
(2) > lIxill* = 0n),
1

kde ||(-)|| oznacuje Euklidovskou normu, x; oznacuje i-ty fadek matice a
E = ()7, ;iid. M-odhadem nezndmého parametru 3 je libovolné feseni
minimalizace souctu

n
(3) > o(yi — xib) vzhledem k b.
1

Pokud existuje prvni derivace funkce g a pokud p je konvexni, pak lze definici
(3) zjednodusit na tvar:
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n
!

(4) > xitp(ys — xib) = 0.

1
Uvazujme mnozinu S = {s1,82,..., s} kde —00 < $1 < 52 < ...85 < 00,
a k ni piislusnou mnozinu ay,...,a, pficemz o; € (0,2),1 = 1,...,k.
Oznatme dile ag = min; <;<  jako . Necht hustota chybovych slozek
existuje a nabyva tvaru
() fle) = a(e)e —si| Y.

Pro a; # 1 necht ¢ (e) spliiuje Lipschitzovu podminku fadu ag/2.
Predpoklady na funkci ¢: ¢ = )1 + 12 pricemz ¢, je neklesajici, absolutné
spojita funkce, ¥, je neklesajici skokova funkce. Dale predpoklddejme splnéni
jedné ze dvou nasledujicich podminek:

(i) v} je absolutné spojita a zdroven
(6) ¢} splituje podminku / (vy (e + t))ZdF(e) <C
R
pii |t| < pro néjaké redlné konstanty C,d > 0

(ii) 1 je konstantni mimo omezeny interval (a,b) a zaroven
1,9 jsou omezené uvnitt (a,b).
Piedpoklddejme navic, ze 11 a 1] jsou obé integrovatelné se ¢tvercem
vzhledem k F'(e).

Podminky na t)s:

ap —o0<el s
ap 81 <e= s
(7) Pa(e) =
ag S <e< oo
a
(8) > (ar = wn)ai(st) > 0.
1€K,
kde
Ko={l:12j< ko =ap}.
Oznacme
(9a) v = / Py (e)dF(e) > 0.
R
1
(9b) =g > (ar = ai—1)qi(si) > 0.

lEKg
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Tvrzeni dané v tomto ¢lanku bude jesté nutno rozsitit na obecnéjsi ¢,
konkrétné ¢ = absolutné spojitd + skokova funkce. Dikaz pro tento pfipad
bude podén v dalsi praci. Problém asymptotického chovani M-odhadu stu-
dovala v préci [1] Jureckovd pro piipad parametru polohy jednorozmérného
rozdéleni. Vznikd pfirozeny problém, které techniky dikazu projdou i pro
regresni parametr a kdy je nutno zesilit podminky na rozdélen{ a na ¢ funkci.
Prvnim tdkolem je zobecnit vysledek Lemmatu 3.1z [1].

Za vyse uvedenych podminek plati: V7 > ﬁ'

: T I3\ .
nlLIr;oPo ||I1;I\1%XC||n le V(e +n7Txpt) — ¥(e;)]

—n‘_moyg—le (Jt;|*°signt;)s_

1

_HE*T%Einx;tH 2et=0 Ve>0,C>0
1

Pro pevné t dukaz prochézi podobné jako v [1]. Za prvé je nutno ukézat, ze
rozptyl vyrazu je asymptoticky zanedbatelny pro spojitou i diskrétni ¢ast.
Za druhé je zapotiebi ukazat, ze aproximace stiedni hodnoty se od skutecné
hodnoty 1isi pro n — oo pouze zanedbatelné. Pro fadu nerovnosti a omezeni,
které budou ukézény, je postacujici podminkou > ||x;||* = O(n), jelikoz
7 2 1. Necht plati n=7x}t > 0. Pro piipad opa¢ného znaménka plati
nasledujici technika stejnym zptusobem, pouze se prohodi integra¢ni meze
a na pravé strané posledni nerovnosti bude vyraz n~"xit > 0 v absolutni
hodnoteé.

var [ (e; —n~Txjt) — 1/1 (€i)]

—T

EU Xt/ A —v)dudv}

¥ (e — )[4 (s — o) dudv =

/ Wdu}

< nTxt / B[} (e — w)du < (n~"xt)?

A

[IN
—— \
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Z toho plyne, ze Vj € {1,...,p} plati:
varn—2 Z zij[1(e; — nTTxGt) — Y1 (g5)]

(3
1 2 —T I 4\2
- Z zi;(n”Txt)
i
Cin T M) Y (x|
i
A tedy postacujici podminkou pro konvergenci k nule je v tomto piipadé

=3t |Ixil|* = 0(1), 6 > 0.
Pro diskrétni slozku budeme nejprve pracovat s

e

1 e>r

A

A

Tedy
1 r+n "xjt<eg, <7

Pa(ei —n7Txit) —ha(e;) =9 —1 rHnTTxE>e; >
0 jinak
Necht n~"x}t > 0. Pak
P(hs(e — n~™xI8) — tha(e) = —1) = Fr +n~"x8) — F(r)

—T ! —T

n~ " x;t n~ " x;t
= / flr+u)du = / q(r 4+ uw)u®'du
0 0

-
<[ 7 Gatr+ 0 - a0l + )
’ nTTxt
Swfrtertdy 4+ Gy / u® " rdu < K (nTTxt)™
Tedy dostavame, ze plati "
varn=* S ayla(e — nxlE) — a(e0)] € Knt S an T (x|
i i

(3

S Knmmon g0 Y ad x| S Kon 00y xR0

Vzhledem k definici 7 plati xit 0. Nyni je zapotiebi ukazat, jak malé jsou

P
rozdily mezi sttednimi hodnotami a jejich aproximacemi.

n 2 @i Bl (e — nTxjt) — ¢u(es) —n Tyixit]
i
S Kn™% Y Jai| IxitPn
i

< KEn~mn 21612 [xal P
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Pro diskrétni slozku nabyva rozdil tvaru:
E[2(e; — n77x}t) — ha(e;)] = asymptoticky

k
> (aj —a;1){F(s;) = F(s; —n "xjt)}

[
M=

0
@=ai0) [ S+

j:l —n—"x;t
k 0
=3 (a; —aj_1) / ] g (55 + )
j=1 —n*"x;t

Poznamka ke slovu ”asymptoticky”: Stfedni hodnota na levé strané rovnice
ve skutécnosti nabyva hodnoty

Z Z(aj — a]’,k)P{Ei + n_Tx;t > Sj&é‘i < Sj,kJrl}
k J

Pokud oviem n~"x}t — 0, coz je splnéno z podminky (2) vzdy, kdyz 7 > 1/4,
pak Ing : P{e; + n~"xit > s;&e; < Sj_pt1, k22 =0V||t]| £ C.n 2 ng
a tedy neni nutno uvazovat skoky vétsiho nez prvnitho fddu. Pro 7 = 1/4
v8ak neni podminka (2) postacujici ke splnéni n~"xit — 0 a musi tedy byt
zesilena podminka na matici X. Odeétenim aproximace na konec dostavame

I3 - xil Bla(es — n7xit) = da(e)]-

— L 37 (4 - gy () (<) |

(6]
0 JEKo

<K 2y leilin i (xhe) 2o+

2
Kon 3 Y Jixilln 6 (xj)
i
§ K1||t||”°+5n*%n*1 Z ||Xi||1+a0+5‘+
i
+ K[| 00T Y e
i

kde a; = min;{ay # ap}.
Pro ay = oy VI druhy ¢len zmizi. Pro konvergenci celého vyrazu k nule je nyni
postacujici pominkou (2), protoze bez Gjmy na obecnosti lze brat € = ap/2.
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Toto lemma je uzitecnym ndastrojem pro dukaz hlavni véty, kterd ukazuje
fad konvergence. Véta rika:

n2eo || My, — Bl = Op(1)

pricemz M,, je M-odhad definovany ve (4), hustota spliiuje (5) a funkce ¢
vyhovuje podminkdm (6) az (9a,b). Zde nelze piimo pouzit techniku z préice
[1], jelikoz problém m& obecné vice nez jeden rozmér. Proto je nutné k du-
kazu véty pouzit jiny zpusob. Hlavni myslenka tohoto postupu je ukazéna
v praci [2]. Necht v je absolutné spojitd, tedy necht ¢ = 1);. Pak

P{ sup t' ngz/)(si —nl/2e0xlt) >0} =0
ltll=Cc

dava, ze teSeni ulohy

S xitbles —n~POx(M, — 8) £ 0

lezi v kouli se sttedem v 0 a polomérem C. Pro dokonceni dukazu je pouzita
véta 6.3.4. z préce [3]. Konvergence se ukdze pomoci stejnomérného omezeni
vyrazu

P{ sup t' ngz/)(si — nl/2e0xt) > 0},
lltll=C

A nyni dostdvame vysledek ze skutecnosti, ze feseni vyse uvedeného problé-
mu je ekvivalentni skutecnosti, ze M,, je M-odhad.
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