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Abstract: In this paper we construct a class of regression rank scores
tests in the linear mixed model where some of the predictors are nonstochas-
tic and some are stochastic. The tests are based on regression rank scores,
introduced by Gutenbrunner and Jureckovd (1992) as dual variables to the
regression quantiles of Koenker and Bassett (1978). Their properties are
analogous to those of the corresponding rank tests in location model.

Pesrome: B 2Toli cTaTbe MBI KOHCTPYUPYEM KJIACC KPUTEPUEB
B JIMHEMHONM CMEIIaHHONM MOMEeJdu, T.e€., HEeKOTOpbIe CTOJOIEe perpec-
CHOHHOI MaTpPUIBI CJIyJYalHble 1 HEKOTOpble HecJiy4dalinble. Kpurepun
BbIBe,ﬂéHbI Ha OCHOBE€ perpeCCrMOHHBIX PDAHT'OBBIX METOK, KOTOPBIE BBEJIN
L. T'yren6pynnep u M. FOpeurosa, (1992) kax AByXCTBEHHBIE MEPEMEH-
HBbIE€ K PerpecChbIOHHBIM KBAaHTUJIAM, KOTOpbIe BBesin B 1978 rony P. Koe-
Hrkep u ['. Baccert. CBoOliCTBa TUX KPUTEPUEB AHJIOTUUHBI CBOMCTBAM

COOTBETCTBYIOUIMX PAHI'OBbIX KPUTEpPUEB B MOAEJIU CABUrA.

1. Uvod

Budeme uvazovat nasledujici linedrni regresni model

Y = X3 +E, (1)
kde Y = (Y3,...,Y},) je vektor pozorovani, X je n X p rozmérnd re-
gresni matice vysvétlujicich proménnych, 8 = (f1,...,0p) € IRP je vektor

nezndmych parametri a E = (Ey, ..., E,) je vektor chyb.

Snaha po zobecnéni L-odhadi parametru polohy na regresni model vedla
k zavedeni pojmu regresni a-kvantil. R. Koenker a G. Basset [11] ho defino-
vali v modelu (1) ndsledovné:
Regresnim a-kvantilem (3 (o) (0 < @ < 1) v modelu linearni regrese (1)
nazyvame kazdy vektor t € IRP, ktery je feSenim

n
3 pal¥i - xit) i= min, (2)
=1

kde
pa(T) = 21po(z), v € R'



wa(ﬂf) =a— I[z<0]7 T e Rl'

Studiem asymptotickych vlastnosti regresnich kvantila a konstrukci odhadu
na nich zalozenych se dile napi. zabyvali D. Ruppert a R. Carrol [13],
Jureckova [7, 8] , Antoch a Jureckova [1], C. Gutenbrunner [2].

Koenker a Basset v [11] charakterizovali regresni a - kvantil 8(a) jako
slozku B3 optimalniho feseni tilohy parametrického linedrniho programovani,
kterd mé nasledujici tvar:

al’u” + (1 - a)1)u™ := min
XB+ut—u =Y (3)
BGR”,u*,u*eJRi 0<ax<l
Autori téz uvazovali i dudlni lohu, ale jeji feSeni vyuzivali jen k vypoctu
regresnich kvantilu. Optimalni feseni a(a) = (a1(a),...,a,(a)) € R" jeji
ekvivalentni verze dudlni ulohy
Y'a := max
X'a=(1-a)X'1, (4)
aelo,1]"

nazvali Gutenbrunner a Jureckova [3] regresnimi poradovymi skory a ukazali,
ze dualitu mezi poradkovymi statistikami a poradim v modelu polohy lze
prirozené zobecnit na klasicky linedrni regresni model (1).

Motivaci k zavedeni regresnich pofadovych skéri je, ze v ptipadé modelu
polohy (tj. X = 1,)

1 jestlize a < (R; — 1)/n
di(a) =a*(Ri,a) = R; —an jestlize (R; —1)/n<a < Ri/n , (5)
0 jestlize R;/n < «

kde R; je poradi Y; mezi Y7,...,Y,. Funkce a*(j,), j=1,...,n, 0 <a <1
je presné taz, kterou zavedl Hajek v r. 1965.

Navrhl tehdy rozsiteni Kolmogorov-Smirnovova testu, jehoz kritérium je
funkciondl procesu {Th(a) = Y i cpiak(Ri ), 0 < o < 1} a ukdzal, ze
asymptotické rozdéleni tohoto kritéria je shodné s asymptotickym rozdélenim
obycejného Kolmogorov-Smirnovova testu. Nejen Kolmogorov-Smirnoviuv
test, ale i standardni (linedrni) pofadové testy mohou byt vyjidieny jako
funkciondly procesu T),(c).

Prirozené se tedy naskytla otdzka, zda lze konstruovat testy zalozené na
regresnich potadovych skérech jako analogii pofadovych testi. Prvni idea



se objevila v prici Gutenbrunnera a Jureckové v [3], teorie v8ak byla ap-
likovatelnd pouze na testy s useknutou skérovou funkci. Obecnd tiida testu
zalozenych na regresnich poradovych skérech byla zkonstruovand v ¢lanku
Gutenbrunnera, Jureckové, Koenkera a Portnoye [4]. Hlavnim metodolo-
gickym néstrojem pro odvozeni asymptotickych vlastnosti testi je asymp-
totickd reprezentace regresnich kvantila, stejnomérnd v a. Testy Kolmogo-
rov—Smirnovova typu zalozenych na regresnich poradovych skérech odvodila
Jureckova [9]. Algoritmus pro vypocet regresnich poradovych skéru popsali
R.Koenker a V.d’Orey v [12]. V tomto piispévku se budeme zabyvat testy
zalozenymi na regresnich pofadovych skérech ve smiSeném modelu, tj. za
predpokladu, ze nékteré sloupce regresni matice jsou nahodné.

2. Vlastnosti regresnich poradovych skéru

Z duality mezi B(a) a a(a) vyplyva

iy d L estlize By > x;@(a) — B(w)
i@ { 0 jestlize E; < x,(B(a) — B(«)) (©)
a
Y aile)xi=(1-a)Y xi - Y IE; > xi(B(a) - B(a))]xi,
iEMq i=1 i=1
kde

Mo = {i: B; = x;(B(a) — B(a))}.

7 vlastnosti regresnich potadovych skéru pii koneéném n je patrné nej-
dulezitéjsi jejich invariance vzhledem k regresi s matici X, plynouci piimo
z definice (4):

a(a, Y +Xb) =a(a,Y), Vbe R?, (7)

kterd je rozsifenim invariance pofadi (nebo poradovych skéru (5)) vzhledem
k posunuti v poloze.

Na zdkladé reprezentace regresnich kvantili Gutenbrunner a kol. v [4]
odvodili asymptotickou reprezentaci a rozdéleni procesu regresnich porado-
vych skéra v modelu (1), pficemz uvazovali nasledujici predpoklady.

Chyby FE,..., E, jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné veliciny s dis-
tribu¢ni funkci F' a hustotou f, které spliuji tyto podminky

(A1) [F7H ()] < c(a(l —a))™@ pro 0 < a < ap, 1 —ap < a < 1, kde
0<a<l/d—e,e>0ac>0.



1
<cla(l—a)) P pro0<a<ay l-ay<a<l, ec>0.

fE ) —

(A.3) Hustota f(x) je absolutné spojitd, je kladnd a omezend na na intervalu
(A, B) a klesajici pro z -+ A+ a ¢ — B—, kde

—o0 <A =sup{z: F(z) =0} a co>B=inf{z: F(z) =1}.

(A.2)

Derivace f' je omezena.

f'(z)
f(z)

Matice X vyhovuje témto pozadavkum

(A.4) ‘ ‘ <clz| pro |z| > K >0, ¢>0.

(Bl) .I'“:l, 121, ceey N

(B.2.) lim, 0o D, = D, kde matice D,, = n !X'X a D je pozitivné definitni
p X p rozmérna matice.

(B.3.) n=t Y ||zi]* = O(1) pro n — 0.

(B.4.) max;<i<p ||zi|| = O (n=0)=0)/0+48)) pro ngjaké b > 0 a § > 0
takové ,ze 0 < b — a < €/2.

Poznamenejme, ze vyse uvedené podminky spliiuje napi. normalni, logistické
a t rozdéleni s péti a vice stupni volnosti.

Véta 1 Necht d,, = (dp1, .- ,dnn)’ je vektor splitujici ndsledujici podminky:

(C.1)
1~ ‘
X',d,=0, = d?, — A? A?
, n; 2.0 A% 0<A? <o
(C.2)
n_lz:|dm-|3 =0(1) pron =
i=1
(C.3)

max |dni| = O (n<2<b—a>—a>/<1+4b>) ,
1<i<n

kde §,a,b jsou diny podminkou (B.4). Ddle necht jsou v modelu (1) splnény
podminky (A.1)-(A.4) a (B.1)-(B.4). Potom plat{



sup { n~1/? de(dm(a) - di(a))‘} — 0 pron — o0, (8)
0<a<l1 i—1
kde
(Nli(Oé)ZI[Ei>Oé] 1=1,...,n. (9)
i)
Proces {A_1n_1/2 de&m(a) 0<a< 1} (10)
i=1

konverguje k Brownovu mistku v Prochorové topologii na C[0,1].

3. Linearni regresni poradova statistika

Protoze ve ttidé linedrnich pofadovych testu dulezitou roli zaujimaji linedrn{
pofadové statistiky, uvazovali Gutenbrunner a kol. [4] analogicky linedrnd
regresni poradovou statistiku

n
Sn - n_1/2 Z dmi)m (11)
i=1
se skéry b, = (l;nl, . I;nn)’ generovanymi neklesajici skérovou funkei
1
@@:@D%RHO</¢%W<@ (12)
0

a definovanymi jako integral

Odvodili téz asymptotickou reprezentaci statistiky S, (11).

Véta 2 Necht o(t) je neklesajici funkce dand v (12) takovd, Ze jeji derivace
O'(t) existuje pro 0 <t < ap, 1 —ap <t <1 a spliuje

e’ ()] < e(t(1—1) (14)
pro néjaké 0* < 0, kde 6 spliiuje (B.4), a prot € (0,a0)U (1 —ap,1). Jestlize
jsou splnény podminky (A.1)-(A.4), (B.1)-(B.4) a (C.1)-(C.8) potom S, md
reprezentaci

Sn =012 " dnip(F(E;)) + 0,(1). (15)

i=1



Tuto vétu rozsifime na situaci, kdy koeficienty v linedrni regresni pota-
dové statistice jsou ndhodné. Oznagcime-li koeficienty jako z1,, . - . zZpn, potom
misto podminek (C.1)-(C.3) budeme uvazovat tyto predpoklady:

(D.1) 2z, = (21n,---,2nn) je nezdvisly ndhodny vybér z rozdéleni s dis-
tribucni funkei G, kterd ma spojitou hustotu g.

(D.2) E|z)? < .
(D.3) Vektory z, a E, jsou nezdvislé.

Jako H oznatme sdruzenou distribuéni funkci G - F'.

Véta 3 Necht o(t) je neklesajici funkce dand v (12) takovd, Ze jeji derivace
O (t) existuje pro 0 <t < ap, 1 —ap <t <1 a plati pro ni

' (O] < e(t(L =)+ (16)

pro néjaké 6* < 6, kde § spliuje (B.4), a prot € (0,ap)U (1 —ap,1). Potom
za platnosti predpokladu (A.1)-(A.4), (B.1)-(B.4), (D.1)-(D.3) md statistika
Sn asymptotickou reprezentaci

kde
Zni=Huzp, i=1,...,n a H, =X,(X',X,)" ' X',

Diikaz. Pro potieby ditkazu oznacme r; = n='/2(b—p(F(E;))), i=1,....n
a statistiku S = n =23 (2 — Zni)p(F(E;)). Cilem je tedy ukézat, ze
S, — 5% = 0,(1).

Z podminky (D.3) plyne, ze r = (rq,...,r,)" a (2, — Z,) jsou nezavislé.

Piedpoklddejme jeste, ze rozptyl z1, = o2.

Nejprve pocitejme nasledujici podminény moment

~ \/ ~ \/

(Zp, —2y,) T (Zp, —2Zy) T

Eo |(5, - $1)°

El,...,En}:EG

=r' Eq |(I, - H,)zpz, (1, — H),)'

El;---;En:| r —
= r'(I, - H,)o’1,(I, - H,)r
Sta¢i si uvédomit, ze vzhledem k (B.1) plati (I, — H,)1, = 0,, a tedy

(I, —H,)EZ, = 0,. Déle vime, Ze projekén{ matice je idempotentni a sy-
metricka.



Z definice podminéné stiedni hodnoty tak ziskdvame
/ (S, — S5)? dH(Ey),...,dH(E,) =
B
= o? /B (I-H)r) (I-H)r)dF(E,),...,dF(E,)

pro kazdé B € R"™.
Tvrzeni potom vyplyvé z véty 2 ((I, — Hy)r = 0,(1)). a

4. Testy ve smiSeném modelu

Uvazujme nyni linedrni regresni model (1) ve tvaru
Y, = Xn,B + Zn'y + En; (18)

kde B a ~ jsou r a g rozmérné neznadmé parametry, X, je pevnd n X r
rozmérnd pevnd matice, Z, je n X ¢ rozmérnd ndhodnd matice, Y je n
rozmérny vektor pozorovani a E je m rozmérny vektor nezdvislych stejné
rozdélenych chyb.

Zajimat nas bude problém testu hypotézy
Hy:v=0, B3 je neurceno (19)
proti Pitmanoveé alternativé

H,:y=n"1%~,, (7o € RY pevné). (20)

Predmétem nasich uvah budou linedrni testy zalozené na regresnich pora-
dovych skoérech, které jsou podobné jako obvyklé poradové testy zalozeny
na linedrnich regresnich pofadovych statistikdch. Protoze za platnosti Hy
regresni poradové skéry odpovidaji submodelu

Y, = Xnﬂ +E, (21)

pracujeme pii jejich vypoctu pouze s matici X,,, tj. tedy s nendhodnou
matici. Lze tedy vyuzit vysledku z predchézejici casti.

Budeme proto uvazovat, ze matice Z,, spliiuje nasledujici podminky:

(E.1) Matice Z,, md nezavislé stejné rozdélené rddky z;, i =1, ..., n. Jde
tedy o nezdvisly ndhodny vybér z rozdéleni vektoru z = (z1,...,2,)’
s q rozmérnou distribu¢ni funkci G, kterd ma spojitou hustotu g.



(E.2) E||z|]® < .
(E.3) Matice Z,, a vektor E,, jsou nezavislé.

Jako H oznactme sdruzenou distribu¢ni funkci G - F', resp. h jako sdruze-
nou hustotu g - f.

Zavedme jesté nasledujici oznaceni
Q. =n"YZn — 7)) (Zy, — Zy), (22)

kde
Z,=H,Z, aH, =X,X,X,) 'X,. (23)

Tedy in je projekce matice Z,, do prostoru tvoreného sloupci matice X,,.

Jako testovou statistiku pro test hypotézy (19) uvazujeme

S’ Qfl Sn
T, = 2n=n °n 24
2(p) 24
kde
1 1
2) = [ (o0 -prat, p= [ e
0 0
a ~ ~
Sn = nil/Z(Zn - Zn)’bna
pritemz skory by, = (b1, .. .,bpn) jsou vypotteny na zdkladé regresnich

pofadovych skéru odpovidajicich submodelu (21).

Test je zalozen na asymptotickém rozdéleni T,, za platnosti Hy daném
nasledujici vétou, kterd zaroven udava asymptotické rozdéleni T, za lokalni
alternativy H,.

Véta 4 Predpokladejme, Ze matice X,, splnuje podminky (B.1)-(B.4) a mat-
ice Z,, podminky (E.1)-(E.8). Dadle predpoklidejme, Ze F splriuje (A.1)-
(A.4). Necht T, je statistika definovand v (24), pricemz skdrovd funkce ¢
dand v (12) spliuje (16). Predpokldidejme, Ze existuje lim,, oo EcQ, = Q
a je to pozitivné definitni matice. Potom

i) za hypotézy Hy md statistika T),, asymptoticky x> s q stupni volnosti.

ii) Za platnosti alternativy H, md T, asymptoticky necentrdlni x* rozdé-
leni s q stupni volnosti a s parametrem necentrality

= ByQBy - V(. F) /A% (), (25)
kde L
*ﬂ%ﬂz—Awwﬂw*wl (26)



Dukaz.(i) Z véty 3 plyne, ze za nulové hypotézy Hy mé statistika S,, asymp-
toticky stejné rozdéleni jako statistika

Sy, =n Y%(Z, - L,) o(F(E)).

Asymptotické rozdéleni této statistiky je podle centrdlni limitni véty g—
rozmérné normdlni s nulovou stfedni hodnotou (z podminky B.1) a s va-
rianéni matici Q - A%(yp). Tedy statistika T,, ma asymptoticky x? s ¢ stupni
volnosti.

(ii) Posloupnost lokalnich alternativ H,, je kontiguitni vzhledem k posloup-
nosti rozdéleni s hustotami {[]_, h(Y; — x;3)} (rozdéleni za nulové hy-
potézy). Potom véta 3 plati téz za H,, a statistika S,, ma tedy asymptoticky
stejné rozdélent jako statistika S} za H,,. Z faktu, zZe asymptotické rozdélent
S je za H, normalni se stiedni hodnotou (¢, F)QB, a s varian¢ni matici
QAZ%(p), plyne pozadované tvrzeni. a

Jako piiklad volby ¢, muzeme vzhledem ke klasickym potadovym testum
uvést o(t) =t —1/2, 0 < t < 1 (coz odpovidd Wilcoxonovu testu). Potom
skory bp; = [ani(t)dt —1/2 a A%(p) = 1/12.
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