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Abstract: We present some features of experimental design in nonlinear
regression models. In Section 2 is an outline of design theory in linear models.
In the other sections we present successively the approach based on the Fisher
information matrix, the sequential design, we explain briefly how to build
optimality criteria from second order approximations of moments or entropy,
or how to express optimality criteria based on the probability density of the

estimator.

Pezrome: IlpenyoskeHbl HEKOTOpPBIE CBOMCTBA MJIAHUPOBAHUS DKC-
HNEePUMEHTOB B HEJIMHEWHOW perpecuoHHOW monenu. B uactu 2 B cyka-
TOM BU/I€ U3JIAraeTCs TEOPUs IJIAHWPOBAHUS JIMHEMHBIX 9KCIEPUMEH-
TOB. B OCTaJIbHbIX YACTUSAX IOCTEINEHHO OOCYsKIAIOTCs IMOJAXO0J WC-
HoJIb3yIomuil nHGOPMAMOHHY IO MaTpully Pumepa, mocaenoBaTe/ILHOE
IIJIAQHVPOBAaHVE DKCIIEPpUMEHTa, JdJIbIIe OGCy}K,Ha.I-OTCH Kpurepun OITu-
MaJIbHOCTU HUCITOJIb3YIOIIME AMPOKCUMAIUY BTOPOBO MOPSIKA IJIS MO-
MEHTOB W 9HTDPOIUU, WJIN KUCIOJL3YIONE AMPOKCUMAINIO JIOTHOCTH

BEPOATHOCTHU OLIEHOK I1apaMeTpPOB.

1 Uvod

Zacnime motiva¢nymi prikladmi

Priklad 1. Isty fyzik priSiel neddvno s takymto problémom. Na jed-
nom konci kovovej trubice sa zapali plamen, ktory sa postupne §iri do celej
trubice. Do trubice je potrebné previtat niekolko (malo) otvorov tak, aby
bolo mozné sledovat, rychlost irenia plamena. Treba uréit polohu otvorov
tak, aby zdvislost t(x) ¢asu objavenia sa plamena od polohy x v trubici bola
¢o najlepsie aproximovand polynémom 3. stupna. Ide teda o navrhovanie
experimentu pre optimdalnu interpolaciu polynému 3. stupiia.

Priklad 2. (Dlzka Pristavného mostu v Bratislave.) Pri stavbe mostu
cez Dunaj bolo potrebné presne zmerat vzdialenost medzi dvomi bodmi
leziacimi na opaé¢nych brehoch rieky (tzv. vytycenie osi mostu). Priame
meranie tejto dfiky nebolo mozné, pretoze pozadovand presnost vyzadovala
pouzitie optického (laserového) pristroja, ktory nezndsal reflexie od vodnej
hladiny. Preto na kazdom brehu rieky boli vytycené dalsie dva body. V takto
vytvorenej geodetickej sieti skladajicej sa zo 6 bodoch bolo mozne zmerat
Iubovolny uhol a dalej kazdi vzdialenost medzi bodmi leziacimi na tej istej



strane rieky. Otazka znela: ktoré dfzky a uhly zmerat, resp. ktore merania
opakovat a kolkokrat, aby pri danom celkovom poéte merani, hladang vzdia-
lenost bola uréend ¢o najpresnejsie (nepriamo, pomocou zndmych vztahov
medzi dlzkami strén a velkostami uhlov v trojuholniku).

Priklad 3. Kinetické reakcie v chemii. Kinetické reakcie byvaji casto
opisované nelinedrnymi regresnymi modelmi. Navrh experimentu tu spociva
vo vybere mnozstiev reagujuicich latok. Typickym je klasicky priklad modelu
Michaelisa a Mentena, kde mnozstvo enzymu z spdsobuje rychlost reakcie
danu vztahom

011’
92 +x
, kde 6,0, su parametre, ktorych hodnoty treba odhadnit z experimentu.
V pokusoch treba optimélne volit mnozstva enzymov x tak, aby presnost
odhadov parametrov bola co najvacsia.

V sulade s uvedenymi prikladmi je nasledujica vSeobecnd formulécia
ulohy navrhovania experimentov (pozri [11]).

Mnozina X je mnozina moznych pokusov. V kazdom pokuse x € X moz-
no pozorovat hodnotu redlnej ndhodnej veli¢iny y(z) a to tak, Ze pozorovania
v roznych pokusoch, alebo v opakovanych pokusoch, si nezavislé.

Ulohou navrhovania experimentu je zvolit N-ticu bodov

L1,y TN

patriacich do mnoziny X, tak, aby vektor nameranych adajov

Y= (y(:zn), ) y(xN))T

obsahoval maximum pozadovanej informécie. Uvedend N-tica sa nazyva na-
vrhom experimentu. Cislo N je dany celkovy pocet pokusoch povolenych
v experimente. Body 21, ..., 2y nemusia byt rozne, t.j. opakovania pokusov
st povolené.

Toto je klasickd schéma ponatia experimentu a jeho navrhu. Modifikacie
st v8ak mozné. Napr.

- Namiesto poctu pokusov sa predpisuju celkové ndklady na experiment.
Podotykame, ze v linedarnom modeli to vedie ku nepodstatnej modifikacii
teorie.

- V kazdom pokuse pozorujeme skupinu ndhodnych velicin, popripade
cely ndhodny proces. Modifikécie tedrie, ku ktorym takato zmena vedie, si
zvladnutelné podobnymi prostriedkami ako v klasickom pripade (pozri [4]).

- Pozorovania vykonavané v réoznych pokusoch si zavislé, alebo opako-
vania pokusov nie si dovolené. Takéto modifikdcie vyzaduji uplné odlisné
pristupy ku navrhovaniu experimentov i v linedrnych modeloch.

Vratme sa k nagej zékladnej schéme experimentu a jeho ndvrhu. Objavuji
sa tu 3 zdkladne otdzky, ktoré zvlast vyniknd, ak model je nelinedrny.



A) Ako definovat mnozstvo informécie ziskanej z experimentu.

B) Ako predikovat tito informdciu este pred vykonanim experimentu.

C) Ako vypoctitat pozadovany ndvrh.

Ak chceme budovat teériu navrhovania experimentov, treba najprv ve-
diet, aky model experimentu a aké metédy spracovania udajov budeme
pouzivat. Preto takito teériu mozno budovat len pre dobré preskumané
modely a metddy inferencie. Prim tu hra klasicky linedrny regresny model
spolu s metédou najmensich Stvorcov. Pre tento pripad je tedria tak dobre
a elegantne vybudovand, Ze by mala byt stic¢astou zdkladnych kurzov.

2 O elegancii teorie navrhovania linedrnych experimen-

tov

Model je definovany vztahmi

Egly(z)] = ff(2)8,  Varly(z)] = o

platnymi pre kazdé x € X a pre kazdé § € R™. Vektor f(x) je vektor
znamych koeficientov, vektor 6 je vektor nezndmych parametrov. Kvoli
nézornosti uvddzame, ze v priklade 1 je f%(z) = (1,2, 2%,2%) a nezndmymi
parametrami su koeficienty polynomu.

Podla klasickej Gaussovej-Markovovej vety ”najlepsimi” odhadmi para-
metrov 6 (t.j. nevychylenymi, a s minimdlnou disperziou) si odhady 6
ziskané metédou najmensich stvorcov (MNS). Naviac plati:

a) lubovolnd linedrna funkcia parametrov tvaru k%6 je odhadnutelns
prave vtedy, ked h € M[M (1, ...,zx]. Tu

N
M(zy,..xy) = Zf(wi)fT(ﬂfi)

a symbol M oznacuje stfpcovy priestor prislusnej matice.
b) Pre disperziu odhadu tejto funkcie plati:

Varlh'0) = o?h" M~ (zy,...xx)h,

kde M~ oznacuje g-inverziu matice M. Teda mieru mnozstva informadcie zis-
kanej z experimentu urcuje informaénd matica o~ 2M (z1,...7x). Centralnu
ilohu tejto matice v linedrnom modeli potvrdzuje aj zndme Rao-Cramerove
dolné ohranicenie disperzie odhadov. Naviac, mnohé alternativne odhady
parametrov v modeli odvodzuju svoje asymptotické disperzie taktiez od in-
formacnej matice. Tym je v podstate zodpovedand otdzka A) z Gvodu. Ale
ani otdzka B) nesposobuje tazkosti v lineirnom modeli, pretoze informaénd



matica nezdvisi od skuto¢nej hodnoty parametra 6 a teda mozno ju uré¢it
este pred vykonanim experimentu.

V oblasti vypoctov optimdlnych ndvrhov v linedrnych modeloch vznikol
prielom, ked J.Kiefer ([8]) zaviedol tzv. navrhovi mieru. Ide o jednoducht
modifikdciu ndvrhu experimentu, spojentd oviem s malym, ale velmi 4éinnym
trikom. PrepiSeme informacnu maticu do tvaru

M(zy,..xn) = NM(E)

kde &(z) je definované ako relativny pocet opakovani pokusu x (v danom
ndvrhu experimentu) a kde

M) = f@)f(@)E)

zeX

Teda sSpecidlne plati, ze £(z) = 0 ak sa pokus z nevyskytuje v navrhu. Je
zrejmé, ze & je pravdepodobnostnd miera na AX'. Nazyva sa navrhova miera
prisluchajica ku danému navrhu. Maticu M (£) nazyvame informa¢nou mati-
cou navrhovej miery £ . Pretoze ¢islo N je pevné, o mnozstve informécie
rozhoduje prave matica M (§).

"Trik” je v tom, ze kazdu pravdepodobnostnid mieru na mnozine X,
koncentrovani do kone¢ného poétu bodov, budeme povazovat za navrhovi
mieru. (Dobra aproximicia kazdej takejto navrhovej miery nejakym ndvr-
hom je moznd, ak pocet merani v experimente je velmi velky.) Zisk z
takéhoto rozsirenia ponatia nadvrhu experimentu je vyrazny, pretoze rozsire-
nie umoziiuje pouzivat konvexné metédy (ich najvyraznejsie vyuzitie mozno
najst v [16]). Mnozina vSetkych moznych ndvrhovych mier (ale aj vsetkych
moznych informaénych matic) sa stava konvexnou. Naviac, tzv. kritéria opti-
mality ndvrhu experimentu, ¢o si vhodne volené (t.j. $tatisticky dobre inter-
pretovatelné) funkcie informaénej matice, si zvicsa konvexnymi funkciami.
Takymi sd napr. dobre zndme kritérium D-optimality, ®(M) = —Indet(M),
kritérium A-optimality, ®(M) = tr(M 1), kritérium G-optimality, ®(M) =
max,ex fL(x)M ' f(z), atd. (pozri [11], kap. IV.)

Uvedieme niekolko elegantnych a pritom zdvaznych dosledkov tejto kon-
vexity. (Dokazy mozno najst napr. v [11], v tvrdeniach II1.10, II1.6, IV.27.

)

Désledok 1. Kazdi ndvrhovi mieru mozno nahradif ekvivalentnou na-
vrhovou mierou sustredenou najviac do m(m +1)/2+ 1 bodov mnoziny X .
(Ekvivalenciou sa rozumie zhoda informac¢nych matic.)

Dosledok 2. Ak z € X, avsak vektor f(x) nie je na hranici mnoziny

col{f(z) :z e XY}U{-f(z):xz € X},

tak pokus z nie je informativny a treba ho vyradit z mnoziny X. Teda
zaradenim tohto pokusu do navrhu experimentu nemozno zlepsit hodnotu
ziadneho z hore uvedenych kritérii optimality.



Poznamendvame, ze v horeuvedenej mnozine symbol co oznacuje kon-
vexny obal mnoziny.

Dosledok 3. Nech p je ndvrhova miera a nech existuje gradient funkcie
®(M) v bode M = M(p). (Gradient tejto funkcie, ozna¢me ho V@®(M),
je definovany ako matica zlozena z prvych derivécii funkcie ® podla prvkov
matice M). Potom plati: ndvrhovd miera p je optimdlna podla kritéria ®
prave vtedy ked

min f7(z)VO[M (1)1f (x) = trM (1) VS[M (1)]

Podotykame, 7e pozndme jednoduché explicitné vztahy pre vyjadrenie
gradientu kritéria D-optimality, A-optimality, a pre mnohé dalsie kritéria.
Teda désledok 3 je dobre pouzitelny pre praktické preverovanie réznych
navrhov experimentu, ktoré sa zdaji experimentatorovi vyhodne z toho-
ktorého dovodu. Mbzme totiz rychlo zistit, ¢i tieto ndvrhy sd blizke op-
timdlnym navrhom (podla réznych kritérii optimality), alebo nie.

Vsetky doterajsie ivahy sa tykali optimalizicie experimentu pre odha-
dovanie parametrov 6. Je vSak zname, ze tloha odhadovania parametrov a
tloha testovania samotného modelu si ulohy komplementarne, teda navrh,
ktory je vyborny na odhadovanie parametrov, moze byt velmi zIy pre testo-
vanie modelu. Tu vsak opit, doésledok 3 umoziuje zvolit ad hoc ndvrh,
ktory je dost dobry pre testovanie, a posudit jeho efektivnost vzhladom
na odhadovanie parametrov. Inou moznostou je formulovat rézne kompro-
misné kritéria optimality, umoziujice ako testovanie tak ak efektivny odhad
parametrov (pozri [9] ).

Treba, tiez zdéraznit, ze konvexnost poskytuje dobre a elegantne prezen-
tovatelné algoritmy pre vypocet optimalnych ndvrhovych mier. Podrobnosti
mozno ndjst v [11], kap. V., pripadne najnovsie v [6].

3 Kritéria optimality a navrhovanie nelinedrneho re-

gresného experimentu

V nelinedrnom modeli v kazdom pokuse x € X pozorujeme ndhodnu velicinu
y(z) so strednou hodnotou a disperziou

E9[y(x)] =1(z,0), VaT'[y(:I:)] =o?

kde vektor parametrov @ je opiit neznamy (a zvycajne lokalizovany v nejakej
vopred danej mnozine 0), a kde 7(.,.) je dana funkcia 2 krat spojite diferen-
covatelnd v oboch argumentoch. Pokial neuvazujeme velmi rozsiahle nvrhy
experimentov, je potrebné taktiez predpokladat, ze pozorovan4 veli¢ina y(z)
je normalne rozdelena.



Zdalo by sa, ze v teoretickej rovine prechod od linedrneho k nelinedrnemu
modelu je nepodstatny. Nie je to v8ak tak, v nelinedrnom modeli je obtiazne
odpovedat uz na otdzky A) a B) kladené v dvode. Budeme sa zaoberat
hlavne odpovedami na tieto otdzky, a odpoved na otézku C) nechame zvicsa
otvoreni. Opraviiuje nds k tomu rychly rozvoj vypoctovych prostriedkov
na poéitacoch. To ndm umoziiuje uvazovat v dalsom fixovany navrh experi-
mentu z1, ..., zn, ktory definujeme podobne ako v linedrnom modeli. Pokial
to nebude nevyhnutné,

NEBUDEME VYZNACOVAT ZAVISLOST UVAZOVANYCH SYM-
BOLOV NA NAVRHU EXPERIMENTU.

Budeme napr. pouzivat symboly:

y = (y(z1),...,y(zn))T = vektor idajov

n(0),= (n(x1,0),....,n(xxn,0))T = vektor strednych hodnét

symbolom f(y|f) ozna¢ime (normalnu) hustotu pravdepodobnosti ndhod-
ného vektora y. Informatna matica ma v nelinedrnom modeli tvar

_&In f(ylo)

Eof 90,00,

} = Uiszl(Z’l, vy TN 9)
kde maticu M(x1,...,xn;0) dostaneme z matice M (z1,...,xn) uvedenej v

¢asti 2, ak vektor f7(z;) nahradime vektorom

09, 7 0fn

Ako je zndme, v nelinedrnom experimente informacna matica ma vyznam len
v asymptotickom pripade. (Jej inverzia sa rovnd asymptotickej variancnej
matici MNS odhadu pre 6.) Naviac, na rozdiel od linedrneho modelu, tito
matica zavisi od skutoCnej hodnoty 6. Inak sa ale uplne zhoduje s in-
formacnou maticou v linesrnom modeli. Plati teda tvrdenie:

Pokial navrhujeme rozsiahle experimenty a tusime, ¢omu by sa
mala rovnat skutoéna hodnota #, mézme v plnom rozsahu pouzit
vysledky zname z navrhovania linearnych experimentov, pricom
vektor f7(z) nahradime vektorom parcidlnych derivacii funkcie
n(z,.) v bode 6.

Objavuja sa oviem dve otazky:

a) ¢o robit, ked dovoleny rozsah navrhu nie je prilis velky ,

b) ako obist neznalost skutocnej hodnoty #. (Koniec koncom, cielom
navrhovaného experimentu je prave odhad vektora 6 ).

Otézkou a) sa budeme podrobne zaoberat v paragrafoch 3.3 a 3.4. Na
otdzku b) mozno, zd4 sa, odpovedat Styrmi sposobmi. 1. Experiment
navrhneme sekvenéne (a to je zrejme najserioznejsi sposob, pokial si ho
mozme dovolit). 2. Namiesto odhadovania parametrov pouzijeme bayesovské
metddy zalozené oviem na znalosti apriorneho rozdelenia a uzitkovej funkcie.



3. Pokusime sa nahradit informa¢nd maticu inym vyjadrenim inform4cie,
ktoré by nebolo zavislé na 0. 4. Postavime sa na stanovisko, ze vystacime s
”lokalne optimdlnymi” ndvrhmi experimentov. Popripade preverime lokdlne
najlepsie navrhy pre ”rozne lokality”, a urobime kompromis.

Zial, postup uvedeny v bode 3. nebyva pouzitelny , pretoze plati nasle-
dujice tvrdenie.

V PRIPADE ODHADOVANIA PARAMETROV MNOZSTVO INFOR-
MACIE ZISKANEJ Z EXPERIMENTU PRINCIPTALNE ZAVISI OD SKU-
TOCNEJ HODNOTY 6.

”Dokaz” tohto tvrdenia vykoname na obrazku. Napriek primitivnosti
tohto postupu, myslim si, ze presvedéi Eitatela.

Krivka na obrazku zndzornuje tzv. krivku strednych hodnoét, t.j. mnozinu

{n() : 6 € 6}

v regresnom modeli y = 7(6) +¢€ s jednorozmernym parametrom, dim(6) = 1.
Vzdialenosti medzi ¢iarkami vyznacenymi na tejto krivke zodpovedaji kon-
Stantnému narastu parametra 6 pozdiz krivky. Body n(8*),7(6%),7(6°) zod-
povedaju trom roznym (hypotetickym) polohdm skutoc¢nej strednej hodnoty
vektora y. Mozné hodnoty pozorovanych vektorov y si s velkou pravde-
podobnostou v blizkosti svojej strednej hodnoty. Na obrédzku si vyznacené
"mrakmi” bodov okolo
n(6*),1(6%),n(6°).

To isté plati aj pre odhady: tiez st viac-menej koncentrované okolo 8*, 8%, 6°.
Specidlne, v pripade MNS odhady sa ziskavaji projekciou ”mraku bodov” na
krivku strednych hodnét. Uz z obrazku je jasné, ze vzhladom na rdzne za-
krivenie krivky, a vzhladom na nerovnomernost parametrizécie tejto krivky,
pri kazdej z hypotetickych hodnot 6*, 6% 6° dostdvame iny tvar rozdelenia
pravdepodobnosti odhadu, ind koncentraciu odhadov okolo skuto¢ného 6
a teda aj rozdielne mnozstvo informécie z experimentu.

3.1 Vynutena linearizacia modelu

V linedrnych modeloch informa&na matica nezavisi od 6 a je dobrou mierou
mnozstva informécie z experimentu. Situicia bude zrejme dost dobrd, ak
model je v nejakom zmysle takmer linedrny (napr. uvazujeme odhady ne-
linedrnych parametrickych funkcii v linedrnom modeli [10]). Je vcelku
zrejmé, ze pre rozne navrhy experimentu sa dosahuje rozny stupen nelinearity
modelu. (Napr. da sa lahko ukézat, ze v pripade, ze navrh je koncentrovany
do rovnakého poctu bodov, ako je pocet neznamych parametrov, tak regresny
model zodpovedajici tomuto ndvrhu je viitorne linedrny). Pokial by sme sa
teda obmedzili len na také navrhy experimentu, ktoré davaju modely blizke
ku linedrnym, mohli by sme pouzit kritéria optimality zndme z linedrneho



modelu. D4 sa to vykonat napr. tak, ze minimalizdcia kritéria optimality sa
vykondva podmienene, za ohranicenej tzv. vnatornej krivosti a parametrickej
krivosti modelu (pozri [12]). (Ur¢ité postupy v tomto smere si napr. v praci
[3].) Tym ovSem vylu¢ujeme apriori tie navrhy, ktoré vedu k nelinedrnym
modelom, ale ktoré napriek tomu moézu byt informacne zaujimavé.

3.2 Sekvencné navrhovanie nelinearnych experimentov

Ak v experimente mozme vykonat velké mnozstvo pokusov, a ak technickd
stranka experimentu dovoluje realizovat sekvenéné navrhovanie, toto navrho-
vanie experimentu dava, zd4 sa, dobré odpovede na otdzky A) B) C) formulo-
vané v ivode. Sucasne vsak vznikaji nové problémy, ako hned uvedieme.
Pri sekvenénom navrhovani najprv navrhneme nesekvencne urciti sku-
pinu pociato¢nych pokusov
L1, --- TN,

Kazdy daldi pokus uz navrhneme sekvencne, t.j. az po vykonani vsetkych
predchadzajicich pokusov, a po vypocitani prislusnych MNS odhadov zo
sihrnu vetkych predchadzajicich pokusov. Ozna¢me symbolom 6N odhad,
ktory takto ziskame po N pokusoch. Algoritmus pre vypocet dalsieho pokusu
rn+1 dostavame zvycajne z algoritmov zndmych z navrhovania linearnych
modelov. To znamend, ze vypocitame informaéni maticu vzatu pre 6 = 6N ),
t.j. maticu M(zy,..xn;0™), a 7z tejto matice uréime algoritmus na N-
tom kroku, ako keby to bola informacnd matica linedrneho experimentu.
O postupnosti takto vzniknutych bodov z, x5, ... mnoziny X’ ocakavame, ze
asymptoticky vytvori navrhovi mieru, ktord je v istom zmysle optimalna.

Na rozdiel od nesekven¢ného navrhovania, vznika tu nasledujici rusivy
jav. Body x; si vypocitané na zaklade predchadzajicich pozorovani a preto
si ndhodné. Kedze vstupuji do strednych hodnét dalsich pozorovanych
veli¢in

Y(@it1),y(Tit2), - -

menia rozdelenia pravdepodobnosti tychto velicin. Tak napriklad, zatial
¢o pri nesekvenctnom navrhovani sd velic¢iny y(zit+1),y(ziy2) nezavisle, pri
sekven¢nom navrhovani sa stavaji zavislymi. Tym ovSem stroskotava cela
asymptotickd teéria odhadov v nelinedrnom regresnom modeli. Je postup-
nost takto sekvenéne vypoéitanych odhadov este konzistentn4, alebo asymp-
toticky normdlna ? Ak dno, je ich asymtotickd varian¢nd matica urcend
inverziou limitnej informacnej matice 7

RieSenim tychto obtiaznych teoretickych otazok sa zaoberal rad autorov,
medzi ktorymi si aj také zndme mend ako Wu [19] alebo Woodroofe [18].
D4 sa povedat, 7e problém vyriesili za velmi komplikovanych predpokladov.
V jednom z poslednych ¢lankov [2] autori tvrdia, Ze nasli jednoduchsie pos-
tacujice podmienky, nato, aby dokazali nasledujice tvrdenia.



1. Postupnost normovanych informaénych matic vzatych v bodoch 6N

1 ~
NM(:Q,...,Q:N;Q(N)); N = Ny, Ns, ...
konverguje podla pravdepodobnosti ku informaénej matici ndvrhovej miery

6*
M(E"; Oskut)

pricom £* je lokalne D-optimélna navrhova miera pre lokalitu bodu 8 = 0,
t.j. plati
" = argmaxdet[M (€ )]

Tu Oy 0znacuje skutoénu hodnotu parametra 6.
2. Postupnost ndhodnych vektorov

MY2(zy, . an; 0[Oy — 6]

konverguje podla distribicie ku normalnemu rozdeleniu N (0,1).

Z tychto dvoch tvrdeni vyplyva aj pravidlo zastavenia sekvencej proce-
dury, prinajmensom heuristicky. Pre velké N je M (z1, ..., zn, 6N) blizke ku
M(x1,...;xN, Oskut), experiment sa sprava ako linedrny a pravidlo zastave-
nia bude presné také aké sa pouziva pri itera¢nych procedurach v linedrnych
regresnych experimentoch (pozri [11], veta IV.28).

3.3 Kritéria optimality zalozené na aproximaciach 2.
radu pre momenty a entropiu.

V dalsom sa budeme zaoberat hladanim kritérii optimality navrhu experi-
mentu v tych pripadoch, ked rozsah nivrhu je nedostatoény na to, aby sme
MNS odhad mohli povazovat za asyptoticky norméalny.

Zakladnd myslienka aproximécii 2. alebo vyssieho radu je nasledujica:
Odhad 6 = é(y) aproximujeme pomocou Taylorovho rozvoja

. N 06 Yy
00) = 00yt + a1y = 1Out)

9%0(y
L) LB PR T

Zrejme plati R
e(y)|y:7‘[(93kut) = eskut



T¥m je uréeny prvy clen rozvoja. Parcidlne derivécie funkcie (y), ktoré sd
v dalsich ¢lenoch, vypocitame z normélnych rovnic pre MNS odhad, pretoze
tieto rovnice definuji odhad implicitne a jednoznacne v istom okoli bodu
Yy = N(Oskut). Pouzijeme pri tom zndmu vetu o implicitnej funkcii.

Ked mame urcené derivécie, dalsie pouzitie Taylorovho rozvoja je jed-
noduché (aspon v principe). Napr., ak potrebujeme aproximécie momen-
tov odhadu, stredujeme rozvoj resp. jeho mocniny ¢len po ¢lene, a mo-
menty odhadu uréime na zdklade zndmych momentov vektora y — 1n(0skyt)-
Podotykame, ze neustdle predpokladame, ze tento vektor je normalne rozde-
leny.

Takyto postup vedie pomerne jednoducho ku aproximécii druhého radu
pre strednd hodnotu, av§ak pri aproximécii 2. rddu pre varian¢nd maticu
odhadu sa dostdvame ku neprehladnym vyrazom. Preto v praci [15] bola
vypocitand aproximécia 2. radu pre entropiu rozdelenia pravdepodobnosti
odhadu 6. Entropia je mierou variability odhadu a je teda vhodna ako
kritérium optimality experimentu. Ak uvedenou metédou vypocitame apro-
ximéaciu entropie prvého radu, dostaneme plnd zhodu s kritériom D-optima-
lity. Ak pouzijeme aproximéciu 2. rddu dostaneme iné kritérium, a ako bolo
ukdzane na priklade v [15], dostdvame aj iny optimélny névrh.

Pripominame, ze aj tieto kritéria optimality st ”lokalne”, t.j. zavislé od
skutocnej hodnoty parametra 6.

3.4 Integralne kritéria optimality

Pretoze vSetka informdcia o vlastnostiach odhadu parametrov je v jeho dis-
tribucii, uvedieme tu kritéria optimality, ktoré vychadzaju z tejto distribicie
(presnejsie, z hustoty pravdepodobnosti odhadu).

Aproximécie momentov alebo entropie uvedené v predchadzajicom para-
grafe mozu byt totiz nevhodné ak napr. rozdelenie pravdepodobnosti odhadu
je bimodélne, alebo ak s nezanedbatelnou pravdepodobnostou odhad lezi na
hranici parametrického priestoru ©. Ale aj v menej extrémnych pripadoch
aproximicie 2. a vyssieho rddu modzu byt dost nepresné, jednoducho preto,
ze su lokalne t.j. vychddzaju z Taylorovej formule lokalizovanej v jedinom
bode (v bode Ggput).

Omnoho presnejie aproximécie mozno docielit ak sa pouzije aproximécia
hustoty pravdepodobnosti uvedend v [12]. Ak napr. za kritérium optimality
zvolime sucet stredne kvadratickych odchylok odhadov éi, toto kritérium je
vyjadrené v tvare integrilu

/ 16 = Bt P (8180t
©

kde q(é|65kut) je hustota pravdepodobnosti odhadu, resp. jej aproximécia.
Kedze rozdelenie pravdepodobnosti odhadu nema hustotu na hranici, takyto



integréal by nemusel vyjadrovat prislusné kritérium optimality. Aby sa tento
nedostatok odstrédnil, bol v [14] zvoleny nasledujici postup. Namiesto MNS
odhadu 6 sa pouzil penalizovany MNS odhad

0(y) = argmin{[ly —n(O)[|* +w(9)}

Tu penalizicia w(f) je nejakd nezdpornd funkcia, dvakrat spojite diferenco-
vatelnd na vnitre mnoziny ©, rastdca ak 6 sa blizi ku hranici mnoziny O,
rovnajuca sa +o0o ak # je na hranici mnoziny © a nulova na nejakej vnutornej
casti ©. Je zrejmé, ze odhad @ nikdy nedosiahne hranicu mnoziny ©. Pomo-
cou penalizacnej funkcie sa tie odhady é, ktoré povodne lezali na hranici ©,
posund smerom dovnitra ©. Pritom, ak je penalizdcia w(f) vhodne zvolend,
integral sa zdmenou odhadu 6 za odhad 6 prili§ nezmeni.

Pouzita hustota pravdepodobnosti odhadu 6 m4 tvar

0010) = T S PO~ w@l)
kde .
Qu(0.0) = My 0) + n0) = 0711~ PN
a kde

O(0) 1 ) 0" (0)

P) = o7 ') 96

V pripade hustoty odhadu 6 dochddza v predchadzajucom vzorci pre
hustotu k nasledujicim zmendm. Vektor § nahradime vektorom 6. Ku matici
Qi;(0,0), ktorej determinant je uvedeny v Citateli, pripo¢itame maticu

(@) _ 1 1.5 ()
89}69} o?

a v exponente pripocitame ku vektoru n(#) vektor

—~ M~
06T 00

Aj ked tieto hustoty pravdepodobnosti si dané explicitnymi vzorcami a moz-
no ich lahko numericky spocitat, integrdl vyjadrujici kritérium optimali-
ty nevieme odstranit. Pri vypoéte optimdlneho ndvrhu musime teda mini-
malizovat integral. Tu sa ukazuje vyhodnym pouzitie metéd stochastickej
aproximdcie, tak ako je to uvedené v [14] alebo v [15].



3.5 Kritéria optimality zalozené na aproximadcii objemu
oblasti spolahlivosti pre 6

V précach [7], [17] je navrhnuté aproximovat objem oblasti spolahlivosti
pre . Takéto aproximdcie si viak velmi diskutabilné, a su kritizované aj
v [5]. Pricin je niekolko: a) V nelinedrnom modeli neexistuje jednotné kon-
cepcia oblasti spolahlivosti. Tak aj autori uvedenych prac pouzivaji rozne
oblasti. b) Aproximéacie objemu su lokalne, opiit pomocou nejakého rozvoja,
a teda omnoho nepresnejsie ako aproximécie hustot pravdepodobnosti uve-
dené vyssie. ¢) Oblast spolahlivosti a aj jej objem si ndhodne, ich predik-
cia vyzaduje dalsie stredovanie. Podla mo6jho ndzoru si kritéria optimality
zalozené na mierach koncentracie hustoty pravdepodobnosti odhadu omnoho
prijatelnejsie nez kritéria optimality zalozené na koncetracii ”konfidencnej
miery”.

3.6 Bayesovské kritéria optimality

Baysovske kritéria optimality vyzaduji znalost dvoch veci
- apriorneho rozdelenia pravdepodobnosti na © daného napr. hustotou
7(0).
- uzitkovej funkcie
U[d7 97 m,.(7 y]

zéavislej vo vSeobecnosti od rozhodnutia d, od parametra 6 , od navrhu ex-
perimentu z* := z1, ..., N, ako aj od vektora nameranych iddajov y.

V duchu bayesovskej statistiky najprv zvolime rozhodovaciu funkciu
A(y), tak, aby sme maximalizovali aposteriorny stredny uzitok:

Ay) = argmc?x/ Uld,8,z*,ylp(fly, z*)do
1)

kde p(f|y,z*) je aposteriorna hustota pravdepodobnosti. Zodpovedajicim
kritériom optimality je celkovy stredny uzitok a tento je vyjadreny ako funk-
cia navrhu z* tvaru

w(a") = [ 1] U805 ol )aolyla" )y

kde p(y|z*) je prediktivna hustota pravdepodobnosti vektora y. Toto kri-
térium optimality nezavisi od skutocnej hodnoty vektora parametrov 6
a teda otdzky A) a B) z tvodu si tu zodpovedané, hlavne vdaka znalosti
apriérneho rozdelenia, ktoré dovoluje roézne predikcie, véitane predikcie in-
formécie ziskanej z experimentu. Otdzka vypoctu optimélneho ndvrhu je
diskutovand v prehladovom clanku [1]



3.7 Pouzitie navrhovej miery v nelineArnom modeli

V principe nie je obtiazne nahradit navrh zi,...,zx zodpovedajicou na-
vrhovou mierou &, presne tak ako v linedrnom modeli. Na to staci, aby
vo vietkych vyrazoch, kde sa vyskytuji sumy podia 1, ...,zx, tieto boli
nahradené integralmi podla miery £. Ide o jednoduchi dpravu. Jej vihodou
je, ze diskrétny problém urcenia navrhu zi,...,zxy mozno takto nahradit
spojitym problémom urcenia optimalnej miery £. Kritéria optimality, ktoré
vystupuji v nelinedrnych problémoch, nie si vSak konvexnymi funkciami
navrhovej miery, teda uzitoénost pouzitia ndvrhovej miery je dost diskuta-
biln4.
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