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Abstract: We present some features of experimental design in nonlinear

regression models. In Section 2 is an outline of design theory in linear models.

In the other sections we present successively the approach based on the Fisher

information matrix, the sequential design, we explain briey how to build

optimality criteria from second order approximations of moments or entropy,

or how to express optimality criteria based on the probability density of the

estimator.

Rez�me: Predlo�eny nekotorye svo�stva planirovani� �ks-

perimentov v neline�no� regresionno� modeli. V qasti 2 v s�a-

tom vide izlagaets� teori� planirovani� line�nyh �ksperimen-

tov. V ostal~nyh qasti�h postepenno obsu�da�ts� podhod is-

pol~zu�wi� informacionnu� matricu Fixera, posledovatel~noe

planirovanie �ksperimenta, dal~xe obsu�da�ts� kriterii opti-

mal~nosti ispol~zu�wie aproksimacii vtorovo por�dka dl� mo-

mentov i �ntropii, ili ispol~zu�wie aproksimaci� plotnosti

vero�tnosti ocenok parametrov.

1 �Uvod

Za�cnime motiva�cn�ymi pr��kladmi

Pr��klad 1. Ist�y fyzik pri�siel ned�avno s tak�ymto probl�emom. Na jed-

nom konci kovovej trubice sa zap�ali plame�n, ktor�y sa postupne �s��ri do celej

trubice. Do trubice je potrebn�e prev�rta�t nieko�lko (m�alo) otvorov tak, aby

bolo mo�zn�e sledova�t, r�ychlos�t �s��renia plame�na. Treba ur�ci�t polohu otvorov

tak, aby z�avislos�t t(x) �casu objavenia sa plame�na od polohy x v trubici bola

�co najlep�sie aproximovan�a polyn�omom 3. stup�na. Ide teda o navrhovanie

experimentu pre optim�alnu interpol�aciu polyn�omu 3. stup�na.

Pr��klad 2. (D�l�zka Pr��stavn�eho mostu v Bratislave.) Pri stavbe mostu

cez Dunaj bolo potrebn�e presne zmera�t vzdialenos�t medzi dvomi bodmi

le�ziacimi na opa�cn�ych brehoch rieky (tzv. vyt�y�cenie osi mostu). Priame

meranie tejto d�l�zky nebolo mo�zn�e, preto�ze po�zadovan�a presnos�t vy�zadovala

pou�zitie optick�eho (laserov�eho) pr��stroja, ktor�y nezn�a�sal reexie od vodnej

hladiny. Preto na ka�zdom brehu rieky boli vyt�y�cen�e �dal�sie dva body. V takto

vytvorenej geodetickej sieti skladaj�ucej sa zo 6 bodoch bolo mo�zne zmera�t
�lubovoln�y uhol a �dalej ka�zd�u vzdialenos�t medzi bodmi le�ziacimi na tej istej
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strane rieky. Ot�azka znela: ktor�e d�l�zky a uhly zmera�t, resp. ktore merania

opakova�t a ko�lkokr�at, aby pri danom celkovom po�cte meran��, hladan�a vzdia-

lenos�t bola ur�cen�a �co najpresnej�sie (nepriamo, pomocou zn�amych vz�tahov

medzi d�l�zkami str�an a ve�lkos�tami uhlov v trojuholn��ku).

Pr��klad 3. Kinetick�e reakcie v chemii. Kinetick�e reakcie b�yvaj�u �casto

opisovan�e neline�arnymi regresn�ymi modelmi. N�avrh experimentu tu spo�c��va

vo v�ybere mno�zstiev reaguj�ucich l�atok. Typick�ym je klasick�y priklad modelu

Michaelisa a Mentena, kde mno�zstvo enzymu x sp�osobuje rychlost' reakcie

dan�u vztahom
�1x

�2 + x

, kde �1; �2 s�u parametre, ktor�ych hodnoty treba odhadn�ut' z experimentu.

V pokusoch treba optim�alne volit' mno�zstva enzymov x tak, aby presnost'

odhadov parametrov bola co najva�c�sia.

V s�ulade s uveden�ymi pr��kladmi je nasleduj�uca v�seobecn�a formul�acia

�ulohy navrhovania experimentov (pozri [11]).

Mno�zina X je mno�zina mo�zn�ych pokusov. V ka�zdom pokuse x 2 X mo�z-

no pozorova�t hodnotu re�alnej n�ahodnej veli�ciny y(x) a to tak, �ze pozorovania

v rôznych pokusoch, alebo v opakovan�ych pokusoch, s�u nez�avisl�e.
�Ulohou navrhovania experimentu je zvoli�t N-ticu bodov

x1; :::; xN

patriacich do mno�ziny X , tak, aby vektor nameran�ych �udajov

y = (y(x1); :::; y(xN ))
T

obsahoval maximum po�zadovanej inform�acie. Uveden�a N-tica sa naz�yva n�a-

vrhom experimentu. �C��slo N je dan�y celkov�y po�cet pokusoch povolen�ych

v experimente. Body x1; :::; xN nemusia by�t rôzne, t.j. opakovania pokusov

s�u povolen�e.

Toto je klasick�a sch�ema po�natia experimentu a jeho n�avrhu. Modi�k�acie

s�u v�sak mo�zn�e. Napr.

- Namiesto po�ctu pokusov sa predpisuj�u celkov�e n�aklady na experiment.

Podot�ykame, �ze v line�arnom modeli to vedie ku nepodstatnej modi�k�acii

teorie.

- V ka�zdom pokuse pozorujeme skupinu n�ahodn�ych veli�c��n, popr��pade

cel�y n�ahodn�y proces. Modi�k�acie te�orie, ku ktor�ym tak�ato zmena vedie, s�u

zvl�adnute�ln�e podobn�ymi prostriedkami ako v klasickom pr��pade (pozri [4]).

- Pozorovania vykonavan�e v rôznych pokusoch s�u z�avisl�e, alebo opako-

vania pokusov nie s�u dovolen�e. Tak�eto modi�k�acie vy�zaduj�u �upln�e odli�sn�e

pr��stupy ku navrhovaniu experimentov i v line�arnych modeloch.

Vr�a�tme sa k na�sej z�akladnej sch�eme experimentu a jeho n�avrhu. Objavuj�u

sa tu 3 z�akladne ot�azky, ktor�e zvla�s�t vynikn�u, ak model je neline�arny.
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A) Ako de�nova�t mno�zstvo inform�acie z��skanej z experimentu.

B) Ako predikova�t t�uto inform�aciu e�ste pred vykonan��m experimentu.

C) Ako vypo�c��ta�t po�zadovan�y n�avrh.

Ak chceme budova�t te�oriu navrhovania experimentov, treba najprv ve-

die�t, ak�y model experimentu a ak�e met�ody spracovania �udajov budeme

pou�z��va�t. Preto tak�uto te�oriu mo�zno budova�t len pre dobr�e preskuman�e

modely a met�ody inferencie. Prim tu hr�a klasick�y line�arny regresn�y model

spolu s met�odou najmen�s��ch �stvorcov. Pre tento pr��pad je te�oria tak dobre

a elegantne vybudovan�a, �ze by mala by�t s�u�cas�tou z�akladn�ych kurzov.

2 O elegancii teorie navrhovania line�arnych experimen-

tov

Model je de�novan�y vz�tahmi

E�[y(x)] = f
T (x)�; V ar[y(x)] = �

2

platn�ymi pre ka�zd�e x 2 X a pre ka�zd�e � 2 R
m. Vektor f(x) je vektor

zn�amych koe�cientov, vektor � je vektor nezn�amych parametrov. Kvôli

n�azornosti uv�adzame, �ze v pr��klade 1 je fT (x) = (1; x; x2; x3) a nezn�amymi

parametrami s�u koe�cienty polynomu.

Pod�la klasickej Gaussovej-Markovovej vety "najlep�s��mi" odhadmi para-

metrov � (t.j. nevych�ylen�ymi, a s minim�alnou disperziou) s�u odhady �̂

z��skan�e met�odou najmen�s��ch �stvorcov (MN�S). Naviac plat��:

a) �lubovoln�a line�arna funkcia parametrov tvaru h
T
� je odhadnute�ln�a

pr�ave vtedy, ke�d h 2 M[M(x1; :::; xN ]. Tu

M(x1; :::xN ) =

NX
i=1

f(xi)f
T (xi)

a symbol M ozna�cuje st�lpcov�y priestor pr��slu�snej matice.

b) Pre disperziu odhadu tejto funkcie plat��:

V ar[hT �̂] = �
2
h
T
M

�(x1; :::xN )h;

kdeM� ozna�cuje g-inverziu maticeM . Teda mieru mno�zstva inform�acie z��s-

kanej z experimentu ur�cuje informa�cn�a matica �
�2
M(x1; :::xN ). Centr�alnu

�ulohu tejto matice v line�arnom modeli potvrdzuje aj zn�ame Rao-Cramerove

doln�e ohrani�cenie disperzie odhadov. Naviac, mnoh�e alternat��vne odhady

parametrov v modeli odvodzuj�u svoje asymptotick�e disperzie taktie�z od in-

forma�cnej matice. T�ym je v podstate zodpovedan�a ot�azka A) z �uvodu. Ale

ani ot�azka B) nespôsobuje �ta�zkosti v line�arnom modeli, preto�ze informa�cn�a
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matica nez�avis�� od skuto�cnej hodnoty parametra � a teda mo�zno ju ur�ci�t

e�ste pred vykonan��m experimentu.

V oblasti v�ypo�ctov optim�alnych n�avrhov v line�arnych modeloch vznikol

prielom, ke�d J.Kiefer ([8]) zaviedol tzv. n�avrhov�u mieru. Ide o jednoduch�u

modi�k�aciu n�avrhu experimentu, spojen�u ov�sem s mal�ym, ale ve�lmi �u�cinn�ym

trikom. Prep���seme informa�cn�u maticu do tvaru

M(x1; :::xN ) = NM(�)

kde �(x) je de�novan�e ako relat��vny po�cet opakovan�� pokusu x (v danom

n�avrhu experimentu) a kde

M(�) =
X
x2X

f(x)fT (x)�(x)

Teda �speci�alne plat��, �ze �(x) = 0 ak sa pokus x nevyskytuje v n�avrhu. Je

zrejm�e, �ze � je pravdepodobnostn�a miera na X . Naz�yva sa n�avrhov�a miera

prisluchaj�uca ku dan�emu n�avrhu. MaticuM(�) naz�yvame informa�cnoumati-

cou n�avrhovej miery � . Preto�ze �c��slo N je pevn�e, o mno�zstve inform�acie

rozhoduje pr�ave matica M(�).

"Trik" je v tom, �ze ka�zd�u pravdepodobnostn�u mieru na mno�zine X ,

koncentrovan�u do kone�cn�eho po�ctu bodov, budeme pova�zova�t za n�avrhov�u

mieru. (Dobr�a aproxim�acia ka�zdej takejto n�avrhovej miery nejak�ym n�avr-

hom je mo�zn�a, ak po�cet meran�� v experimente je ve�lmi ve�lk�y.) Zisk z

tak�ehoto roz�s��renia po�natia n�avrhu experimentu je v�yrazn�y, preto�ze roz�s��re-

nie umo�z�nuje pou�z��va�t konvexn�e met�ody (ich najv�yraznej�sie vyu�zitie mo�zno

n�ajs�t v [16]). Mno�zina v�setk�ych mo�zn�ych n�avrhov�ych mier (ale aj v�setk�ych

mo�zn�ych informa�cn�ych mat��c) sa stava konvexnou. Naviac, tzv. krit�eria opti-

mality n�avrhu experimentu, �co s�u vhodne volen�e (t.j. �statisticky dobre inter-

pretovate�ln�e) funkcie informa�cnej matice, s�u zv�a�c�sa konvexn�ymi funkciami.

Tak�ymi s�u napr. dobre zn�ame krit�erium D-optimality, �(M) = � ln det(M),

krit�erium A-optimality, �(M) = tr(M�1), krit�erium G-optimality, �(M) =

maxx2X f
T (x)M�1

f(x), at�d. (pozri [11], kap. IV.)

Uvedieme nieko�lko elegantn�ych a pritom z�ava�zn�ych dôsledkov tejto kon-

vexity. (Dôkazy mo�zno n�ajs�t napr. v [11], v tvrdeniach III.10, III.6, IV.27.

)

Dôsledok 1. Ka�zd�u n�avrhov�u mieru mo�zno nahradi�t ekvivalentnou n�a-

vrhovou mierou s�ustredenou najviac do m(m+1)=2+ 1 bodov mno�ziny X .

(Ekvivalenciou sa rozumie zhoda informa�cn�ych matic.)

Dôsledok 2. Ak x 2 X , av�sak vektor f(x) nie je na hranici mno�ziny

co[ff(x) : x 2 Xg [ f�f(x) : x 2 Xg];

tak pokus x nie je informat��vny a treba ho vyradi�t z mno�ziny X . Teda

zaraden��m tohto pokusu do n�avrhu experimentu nemo�zno zlep�si�t hodnotu

�ziadneho z hore uveden�ych krit�eri�� optimality.
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Poznamen�avame, �ze v horeuvedenej mno�zine symbol co ozna�cuje kon-

vexn�y obal mno�ziny.

Dôsledok 3. Nech � je n�avrhov�a miera a nech existuje gradient funkcie

�(M) v bode M = M(�). (Gradient tejto funkcie, ozna�cme ho r�(M),

je de�novan�y ako matica zlo�zen�a z prv�ych deriv�acii funkcie � pod�la prvkov

matice M). Potom plat��: n�avrhov�a miera � je optim�alna pod�la krit�eria �

pr�ave vtedy ke�d

min
x

f
T (x)r�[M(�)]f(x) = trM(�)r�[M(�)]

.

Podot�ykame, �ze pozn�ame jednoduch�e explicitn�e vz�tahy pre vyjadrenie

gradientu krit�eria D-optimality, A-optimality, a pre mnoh�e �dal�sie krit�eria.

Teda dôsledok 3 je dobre pou�zite�ln�y pre praktick�e preverovanie rôznych

n�avrhov experimentu, ktor�e sa zdaj�u experiment�atorovi v�yhodne z toho-

ktor�eho dôvodu. Mô�zme toti�z r�ychlo zisti�t, �ci tieto n�avrhy s�u bl��zke op-

tim�alnym n�avrhom (pod�la rôznych krit�eri�� optimality), alebo nie.

V�setky doteraj�sie �uvahy sa t�ykali optimaliz�acie experimentu pre odha-

dovanie parametrov �. Je v�sak zn�ame, �ze �uloha odhadovania parametrov a

�uloha testovania samotn�eho modelu s�u �ulohy komplement�arne, teda n�avrh,

ktor�y je v�yborn�y na odhadovanie parametrov, mô�ze by�t ve�lmi zl�y pre testo-

vanie modelu. Tu v�sak op�a�t, dôsledok 3 umo�z�nuje zvoli�t ad hoc n�avrh,

ktor�y je dos�t dobr�y pre testovanie, a pos�udi�t jeho efekt��vnos�t vzh�ladom

na odhadovanie parametrov. Inou mo�znos�tou je formulova�t rôzne kompro-

misn�e krit�eria optimality, umo�z�nuj�uce ako testovanie tak ak efekt��vny odhad

parametrov (pozri [9] ).

Treba tie�z zdôrazni�t, �ze konvexnos�t poskytuje dobre a elegantne prezen-

tovate�ln�e algoritmy pre v�ypo�cet optim�alnych n�avrhovych mier. Podrobnosti

mo�zno n�ajs�t v [11], kap. V., pr��padne najnov�sie v [6].

3 Krit�eria optimality a navrhovanie neline�arneho re-

gresn�eho experimentu

V neline�arnom modeli v ka�zdom pokuse x 2 X pozorujeme n�ahodn�u veli�cinu

y(x) so strednou hodnotou a disperziou

E�[y(x)] = �(x; �); V ar[y(x)] = �
2

kde vektor parametrov � je op�a�t nezn�amy (a zvy�cajne lokalizovan�y v nejakej

vopred danej mno�zine �), a kde �(:; :) je dan�a funkcia 2 kr�at spojite diferen-

covate�ln�a v oboch argumentoch. Pokia�l neuva�zujeme ve�lmi rozsiahle n�avrhy

experimentov, je potrebn�e taktie�z predpoklada�t, �ze pozorovan�a veli�cina y(x)

je norm�alne rozdelen�a.
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Zdalo by sa, �ze v teoretickej rovine prechod od line�arneho k neline�arnemu

modelu je nepodstatn�y. Nie je to v�sak tak, v neline�arnom modeli je obtia�zne

odpoveda�t u�z na ot�azky A) a B) kladen�e v �uvode. Budeme sa zaobera�t

hlavne odpove�dami na tieto ot�azky, a odpove�d na ot�azku C) nech�ame zv�a�c�sa

otvoren�u. Opr�av�nuje n�as k tomu r�ychly rozvoj v�ypo�ctov�ych prostriedkov

na po�c��ta�coch. To n�am umo�z�nuje uva�zova�t v �dal�som �xovan�y n�avrh experi-

mentu x1; :::; xN , ktor�y de�nujeme podobne ako v line�arnom modeli. Pokia�l

to nebude nevyhnutn�e,

NEBUDEME VYZNA�COVA�T Z�AVISLOS�T UVA�ZOVAN�YCH SYM-

BOLOV NA N�AVRHU EXPERIMENTU.

Budeme napr. pou�z��va�t symboly:

y = (y(x1); :::; y(xN ))
T = vektor �udajov

�(�);= (�(x1; �); :::; �(xN ; �))
T = vektor stredn�ych hodnôt

symbolom f(yj�) ozna�c��me (norm�alnu) hustotu pravdepodobnosti n�ahod-

n�eho vektora y. Informa�cn�a matica ma v neline�arnom modeli tvar

E�f�
@
2 ln f(yj�)

@�k@�l
g = �

�2
Mkl(x1; :::; xN ; �)

kde maticu M(x1; :::; xN ; �) dostaneme z matice M(x1; :::; xN ) uvedenej v

�casti 2, ak vektor fT (xi) nahrad��me vektorom

(
@�(xi; �)

@�1
; :::;

@�(xi; �)

@�N
)

Ako je zn�ame, v neline�arnom experimente informa�cna matica m�a v�yznam len

v asymptotickom pr��pade. (Jej inverzia sa rovn�a asymptotickej varian�cnej

matici MN�S odhadu pre �.) Naviac, na rozdiel od line�arneho modelu, t�ato

matica z�avis�� od skuto�cnej hodnoty �. Inak sa ale �uplne zhoduje s in-

forma�cnou maticou v line�arnom modeli. Plat�i teda tvrdenie:

Pokia�l navrhujeme rozsiahle experimenty a tu�s��me, �comu by sa

mala rovna�t skuto�cn�a hodnota �, mô�zme v plnom rozsahu pou�zi�t

v�ysledky zn�ame z navrhovania line�arnych experimentov, pri�com

vektor f
T (x) nahrad��me vektorom parci�alnych deriv�aci�� funkcie

�(x; :) v bode �.

Objavuj�u sa ov�sem dve ot�azky:

a) �co robi�t, ke�d dovolen�y rozsah n�avrhu nie je pr��li�s ve�lk�y ,

b) ako ob��s�t neznalos�t skuto�cnej hodnoty �. (Koniec koncom, cie�lom

navrhovan�eho experimentu je pr�ave odhad vektora � ).

Ot�azkou a) sa budeme podrobne zaobera�t v paragrafoch 3.3 a 3.4. Na

ot�azku b) mo�zno, zd�a sa, odpoveda�t �styrmi spôsobmi. 1. Experiment

navrhneme sekven�cne (a to je zrejme najserioznej�s�� spôsob, pokia�l si ho

mô�zme dovoli�t). 2. Namiesto odhadovania parametrov pou�zijeme bayesovsk�e

met�ody zalo�zen�e ov�sem na znalosti apriorneho rozdelenia a u�zitkovej funkcie.
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3. Pok�usime sa nahradi�t informa�cn�u maticu in�ym vyjadren��m inform�acie,

ktor�e by nebolo z�avisl�e na �. 4. Postav��me sa na stanovisko, �ze vysta�c��me s

"lok�alne optim�alnymi" n�avrhmi experimentov. Popr��pade prever��me lok�alne

najlep�sie n�avrhy pre "rôzne lokality", a urob��me kompromis.
�Zia�l, postup uveden�y v bode 3. neb�yva pou�zite�ln�y , preto�ze plat�� nasle-

duj�uce tvrdenie.

V PR�IPADE ODHADOVANIA PARAMETROV MNO�ZSTVO INFOR-

M�ACIE Z�ISKANEJ Z EXPERIMENTU PRINCIPI�ALNE Z�AVIS�I OD SKU-

TO�CNEJ HODNOTY �.

"Dôkaz" tohto tvrdenia vykon�ame na obr�azku. Napriek primit��vnosti

tohto postupu, mysl��m si, �ze presved�c�� �citate�la.

Krivka na obr�azku zn�azor�nuje tzv. krivku stredn�ych hodnôt, t.j. mno�zinu

f�(�) : � 2 �g

v regresnom modeli y = �(�)+� s jednorozmern�ym parametrom, dim(�) = 1.

Vzdialenosti medzi �ciarkami vyzna�cen�ymi na tejto krivke zodpovedaj�u kon-

�stantn�emu n�arastu parametra � pozd�l�z krivky. Body �(��); �(�]); �(��) zod-

povedaj�u trom rôznym (hypotetickym) poloh�am skuto�cnej strednej hodnoty

vektora y. Mo�zn�e hodnoty pozorovan�ych vektorov y s�u s ve�lkou pravde-

podobnos�tou v bl��zkosti svojej strednej hodnoty. Na obr�azku s�u vyzna�cen�e

"mrakmi" bodov okolo

�(��); �(�]); �(��):

To ist�e plat�� aj pre odhady: tie�z s�u viac-menej koncentrovan�e okolo ��; �]; ��:
�Speci�alne, v pr��pade MN�S odhady sa z��skavaj�u projekciou "mraku bodov" na

krivku stredn�ych hodnôt. U�z z obr�azku je jasn�e, �ze vzh�ladom na rôzne za-

krivenie krivky, a vzh�ladom na nerovnomernos�t parametriz�acie tejto krivky,

pri ka�zdej z hypotetick�ych hodnôt ��; �]; �� dost�avame in�y tvar rozdelenia

pravdepodobnosti odhadu, in�u koncentr�aciu odhadov okolo skuto�cn�eho �

a teda aj rozdielne mno�zstvo inform�acie z experimentu.

3.1 Vyn�uten�a lineariz�acia modelu

V line�arnych modeloch informa�cn�a matica nez�avis�� od � a je dobrou mierou

mno�zstva inform�acie z experimentu. Situ�acia bude zrejme dos�t dobr�a, ak

model je v nejakom zmysle takmer line�arny (napr. uva�zujeme odhady ne-

line�arnych parametrick�ych funkci�� v line�arnom modeli [10]). Je vcelku

zrejm�e, �ze pre rôzne n�avrhy experimentu sa dosahuje rôzny stupe�n nelinearity

modelu. (Napr. d�a sa �lahko uk�aza�t, �ze v pr��pade, �ze n�avrh je koncentrovan�y

do rovnak�eho po�ctu bodov, ako je po�cet nezn�amych parametrov, tak regresn�y

model zodpovedaj�uci tomuto n�avrhu je vn�utorne line�arny). Pokia�l by sme sa

teda obmedzili len na tak�e n�avrhy experimentu, ktor�e d�avaju modely bl��zke

ku line�arnym, mohli by sme pou�zit krit�eria optimality zn�ame z line�arneho
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modelu. D�a sa to vykona�t napr. tak, �ze minimaliz�acia krit�eria optimality sa

vykon�ava podmienene, za ohrani�cenej tzv. vn�utornej krivosti a parametrickej

krivosti modelu (pozri [12]). (Ur�cit�e postupy v tomto smere s�u napr. v pr�aci

[3].) T�ym ov�sem vylu�cujeme apriori tie n�avrhy, ktor�e ved�u k neline�arnym

modelom, ale ktor�e napriek tomu mô�zu by�t informa�cne zauj��mav�e.

3.2 Sekven�cn�e navrhovanie neline�arnych experimentov

Ak v experimente mô�zme vykona�t ve�lk�e mno�zstvo pokusov, a ak technick�a

str�anka experimentu dovo�luje realizova�t sekven�cn�e navrhovanie, toto navrho-

vanie experimentu d�ava, zd�a sa, dobr�e odpovede na ot�azky A) B) C) formulo-

van�e v �uvode. Su�casne v�sak vznikaj�u nov�e probl�emy, ako hne�d uvedieme.

Pri sekven�cnom navrhovan�� najprv navrhneme nesekven�cne ur�cit�u sku-

pinu po�ciato�cn�ych pokusov

x1; :::xN1

Ka�zd�y �dal�s�� pokus u�z navrhneme sekven�cne, t.j. a�z po vykonan�� v�setk�ych

predchadzaj�ucich pokusov, a po vypo�c��tan�� pr��slu�snych MN�S odhadov zo

s�uhrnu v�setk�ych predchadzaj�ucich pokusov. Ozna�cme symbolom �̂
(N) odhad,

ktor�y takto z��skame poN pokusoch. Algoritmus pre v�ypo�cet �dal�sieho pokusu

xN+1 dost�avame zvy�cajne z algoritmov zn�amych z navrhovania line�arnych

modelov. To znamen�a, �ze vypo�c��tame informa�cn�u maticu vzat�u pre � = �̂
(N),

t.j. maticu M(x1; :::xN ; �̂
(N)), a z tejto matice ur�c��me algoritmus na N-

tom kroku, ako keby to bola informacn�a matica line�arneho experimentu.

O postupnosti takto vzniknut�ych bodov x1; x2; ::: mno�ziny X o�cak�avame, �ze

asymptoticky vytvor�� n�avrhov�u mieru, ktor�a je v istom zmysle optim�alna.

Na rozdiel od nesekven�cn�eho navrhovania, vznik�a tu nasleduj�uci ru�siv�y

jav. Body xi s�u vypo�c��tan�e na z�aklade predch�adzaj�ucich pozorovan�� a preto

s�u n�ahodn�e. Ke�d�ze vstupuj�u do stredn�ych hodnôt �dal�s��ch pozorovan�ych

veli�c��n

y(xi+1); y(xi+2); : : :

menia rozdelenia pravdepodobnosti t�ychto veli�c��n. Tak napr��klad, zatia�l

�co pri nesekven�cnom navrhovan�� s�u veli�ciny y(xi+1); y(xi+2) nez�avisle, pri

sekven�cnom navrhovan�� sa st�avaj�u z�avisl�ymi. T�ym ov�sem stroskot�ava cel�a

asymptotick�a te�oria odhadov v neline�arnom regresnom modeli. Je postup-

nos�t takto sekven�cne vypo�c��tan�ych odhadov e�ste konzistentn�a, alebo asymp-

toticky norm�alna ? Ak �ano, je ich asymtotick�a varian�cn�a matica ur�cen�a

inverziou limitnej informa�cnej matice ?

Rie�sen��m t�ychto obtia�znych teoretick�ych ot�azok sa zaoberal rad autorov,

medzi ktor�ymi s�u aj tak�e zn�ame men�a ako Wu [19] alebo Woodroofe [18].

D�a sa poveda�t, �ze probl�em vyrie�sili za ve�lmi komplikovan�ych predpokladov.

V jednom z posledn�ych �cl�ankov [2] autori tvrdia, �ze na�sli jednoduch�sie pos-

ta�cuj�uce podmienky, nato, aby dok�azali nasleduj�uce tvrdenia.
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1. Postupnos�t normovan�ych informa�cn�ych mat��c vzat�ych v bodoch �̂
(N)

:
1

N
M(x1; :::; xN ; �̂

(N)); N = N1; N2; :::

konverguje pod�la pravdepodobnosti ku informa�cnej matici n�avrhovej miery

�
�

M(��; �skut)

pri�com �
� je lok�alne D-optim�alna n�avrhov�amiera pre lokalitu bodu � = �skut,

t.j. plat��

�
� = argmax

�
det[M(�; �skut)]

Tu �skut ozna�cuje skuto�cn�u hodnotu parametra �.

2. Postupnos�t n�ahodn�ych vektorov

M
1=2(x1; :::; xN ; �̂

(N))[�̂N � �]

konverguje pod�la distrib�ucie ku norm�alnemu rozdeleniu N (0; I).

Z t�ychto dvoch tvrden�� vypl�yva aj pravidlo zastavenia sekven�cej proce-

dury, prinajmen�som heuristicky. Pre velk�e N je M(x1; :::; xN ; �
(N) bl��zke ku

M(x1; :::; xN ; �skut), experiment sa spr�ava ako line�arny a pravidlo zastave-

nia bude presn�e tak�e ak�e sa pou�ziva pri itera�cn�ych procedurach v line�arn�ych

regresn�ych experimentoch (pozri [11], veta IV.28).

3.3 Krit�eria optimality zalo�zen�e na aproxim�aciach 2.

r�adu pre momenty a entropiu.

V �da�l�som sa budeme zaobera�t hladan��m krit�eri�� optimality n�avrhu experi-

mentu v t�ych pr��padoch, ke�d rozsah n�avrhu je nedostato�cn�y na to, aby sme

MN�S odhad mohli pova�zova�t za asyptoticky norm�alny.

Zakladn�a my�slienka aproxim�acii 2. alebo vy�s�sieho r�adu je nasleduj�uca:

Odhad �̂ = �̂(y) aproximujeme pomocou Taylorovho rozvoja

�̂(y) = �̂(y)jy=�(�skut) +
@�̂(y)

@yT
jy=�(�skut)[y � �(�skut)]

+[y � �(�skut)]
T @

2
�̂(y)

@y@yT
jy=�(�

skut
)[y � �(�skut)] + :::

Zrejme plat��

�̂(y)jy=�(�skut) = �skut
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T�ym je ur�cen�y prv�y �clen rozvoja. Parci�alne deriv�acie funkcie �̂(y), ktor�e s�u

v �da�l�s��ch �clenoch, vypo�c��tame z norm�alnych rovn��c pre MN�S odhad, preto�ze

tieto rovnice de�nuj�u odhad implicitne a jednozna�cne v istom okol�� bodu

y = �(�skut). Pou�zijeme pri tom zn�amu vetu o implicitnej funkcii.

Ke�d m�ame ur�cen�e deriv�acie, �da�l�sie pou�zitie Taylorovho rozvoja je jed-

noduch�e (aspo�n v princ��pe). Napr., ak potrebujeme aproxim�acie momen-

tov odhadu, stredujeme rozvoj resp. jeho mocniny �clen po �clene, a mo-

menty odhadu ur�c��me na z�aklade zn�amych momentov vektora y � �(�skut).

Podot�ykame, �ze neust�ale predpoklad�ame, �ze tento vektor je norm�alne rozde-

len�y.

Tak�yto postup vedie pomerne jednoducho ku aproxim�acii druh�eho r�adu

pre stredn�u hodnotu, av�sak pri aproxim�acii 2. r�adu pre varian�cn�u maticu

odhadu sa dost�avame ku nepreh�ladn�ym v�yrazom. Preto v pr�aci [15] bola

vypo�c��tan�a aproxim�acia 2. r�adu pre entropiu rozdelenia pravdepodobnosti

odhadu �̂. Entropia je mierou variability odhadu a je teda vhodn�a ako

krit�erium optimality experimentu. Ak uvedenou met�odou vypo�c��tame apro-

xim�aciu entropie prv�eho r�adu, dostaneme pln�u zhodu s krit�eriom D-optima-

lity. Ak pou�zijeme aproxim�aciu 2. r�adu dostaneme in�e krit�erium, a ako bolo

uk�azane na pr��klade v [15], dost�avame aj iny optim�alny n�avrh.

Pripom��name, �ze aj tieto krit�eria optimality s�u "lok�alne", t.j. z�avisl�e od

skuto�cnej hodnoty parametra �:

3.4 Integr�alne krit�eria optimality

Preto�ze v�setka inform�acia o vlastnostiach odhadu parametrov je v jeho dis-

trib�ucii, uvedieme tu krit�eria optimality, ktor�e vych�adzaj�u z tejto distrib�ucie

(presnej�sie, z hustoty pravdepodobnosti odhadu).

Aproxim�acie momentov alebo entropie uveden�e v predchadzaj�ucom para-

grafe mô�zu by�t toti�z nevhodn�e ak napr. rozdelenie pravdepodobnosti odhadu

je bimod�alne, alebo ak s nezanedbate�lnou pravdepodobnos�tou odhad le�z�� na

hranici parametrick�eho priestoru �. Ale aj v menej extr�emnych pr��padoch

aproxim�acie 2. a vy�s�sieho r�adu mô�zu by�t dos�t nepresn�e, jednoducho preto,

�ze s�u lok�alne t.j. vych�adzaj�u z Taylorovej formule lokalizovanej v jedinom

bode (v bode �skut).

Omnoho presnej�sie aproxim�acie mo�zno docieli�t ak sa pou�zije aproxim�acia

hustoty pravdepodobnosti uveden�a v [12]. Ak napr. za krit�erium optimality

zvol��me s�u�cet stredne kvadratick�ych odch�ylok odhadov �̂i, toto krit�erium je

vyjadren�e v tvare integr�aluZ
�

k�̂ � �skutk
2
q(�̂j�skut)

kde q(�̂j�skut) je hustota pravdepodobnosti odhadu, resp. jej aproxim�acia.

Ke�d�ze rozdelenie pravdepodobnosti odhadu nem�a hustotu na hranici, tak�yto
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integr�al by nemusel vyjadrova�t pr��slu�sn�e krit�erium optimality. Aby sa tento

nedostatok odstr�anil, bol v [14] zvolen�y nasleduj�uci postup. Namiesto MN�S

odhadu �̂ sa pou�zil penalizovan�y MN�S odhad

~�(y) = argmin
�
fky � �(�)k2 + !(�)g

Tu penaliz�acia !(�) je nejak�a nez�aporn�a funkcia, dvakr�at spojite diferenco-

vate�ln�a na vn�utre mno�ziny �, rast�uca ak � sa bl���zi ku hranici mno�ziny �,

rovnaj�uca sa +1 ak � je na hranici mno�ziny � a nulov�a na nejakej vn�utornej

�casti �. Je zrejm�e, �ze odhad ~� nikdy nedosiahne hranicu mno�ziny �. Pomo-

cou penaliza�cnej funkcie sa tie odhady �̂, ktor�e pôvodne le�zali na hranici �,

posun�u smerom dovn�utra �. Pritom, ak je penaliz�acia !(�) vhodne zvolen�a,

integr�al sa z�amenou odhadu ~� za odhad �̂ prili�s nezmen��.

Pou�zit�a hustota pravdepodobnosti odhadu �̂ m�a tvar

q(�̂j�) =
det[Q(�̂; �)]

(2�)p=2 det1=2[M(�̂)]
expf�

1

2
kP (�̂)[�(�̂)� �(�)]k2g

kde

Qij(�̂; �) =Mij(�̂) + [�(�̂)� �(�)]T [I � P (�̂)]
@
2
�(�̂)

@�̂i @�̂j

a kde

P (�) =
@�(�)

@�T
M

�1(�)
@�

T (�)

@�

V pr��pade hustoty odhadu ~� doch�adza v predch�adzaj�ucom vzorci pre

hustotu k nasleduj�ucim zmen�am. Vektor �̂ nahrad��me vektorom ~�. Ku matici

Qij(~�; �), ktorej determinant je uveden�y v �citateli, pripo�c��tame maticu

@
2
!(~�)

@~�i@~�j
�

1

�2
u
T (~�)

@
2
�(~�)

@~�i@~�j

a v exponente pripo�c��tame ku vektoru �(~�) vektor

u(~�) =
@�(~�)

@~�T
M

�1(~�)
@!(~�)

@~�

Aj ke�d tieto hustoty pravdepodobnosti s�u dan�e explicitn�ymi vzorcami a mo�z-

no ich �lahko numericky spo�c��ta�t, integr�al vyjadruj�uci krit�erium optimali-

ty nevieme odstr�ani�t. Pri v�ypo�cte optim�alneho n�avrhu mus��me teda mini-

malizova�t integr�al. Tu sa ukazuje v�yhodn�ym pou�zitie met�od stochastickej

aproxim�acie, tak ako je to uveden�e v [14] alebo v [15].
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3.5 Krit�eria optimality zalo�zen�e na aproxim�acii objemu

oblasti spo�lahlivosti pre �

V pr�acach [7], [17] je navrhnut�e aproximova�t objem oblasti spo�lahlivosti

pre �. Tak�eto aproxim�acie s�u v�sak ve�lmi diskutabiln�e, a s�u kritizovan�e aj

v [5]. Pr���cin je nieko�lko: a) V neline�arnom modeli neexistuje jednotn�a kon-

cepcia oblasti spo�lahlivosti. Tak aj autori uveden�ych pr�ac pou�z��vaj�u rôzne

oblasti. b) Aproxim�acie objemu s�u lok�alne, op�a�t pomocou nejak�eho rozvoja,

a teda omnoho nepresnej�sie ako aproxim�acie hustôt pravdepodobnosti uve-

den�e vy�s�sie. c) Oblas�t spo�lahlivosti a aj jej objem s�u n�ahodne, ich predik-

cia vy�zaduje �da�l�sie stredovanie. Pod�la môjho n�azoru s�u krit�eria optimality

zalo�zen�e na mierach koncentr�acie hustoty pravdepodobnosti odhadu omnoho

prijate�lnej�sie ne�z krit�eria optimality zalo�zen�e na koncetr�acii "kon�den�cnej

miery".

3.6 Bayesovsk�e krit�eria optimality

Baysovske krit�eria optimality vy�zaduj�u znalos�t dvoch vec��

- apriorneho rozdelenia pravdepodobnosti na � dan�eho napr. hustotou

�(�).

- u�zitkovej funkcie

U [d; �; x�; y]

z�avislej vo v�seobecnosti od rozhodnutia d, od parametra � , od n�avrhu ex-

perimentu x
� := x1; :::; xN , ako aj od vektora nameran�ych �udajov y.

V duchu bayesovskej �statistiky najprv zvol��me rozhodovaciu funkciu

�(y), tak, aby sme maximalizovali aposteriorny stredn�y u�zitok:

�(y) = argmax
d

Z
�

U [d; �; x�; y]p(�jy; x�)d�

kde p(�jy; x�) je aposteriorna hustota pravdepodobnosti. Zodpovedaj�ucim

krit�eriom optimality je celkov�y stredn�y u�zitok a tento je vyjadren�y ako funk-

cia n�avrhu x
� tvaru

�(x�) =

Z
RN

[

Z
�

U [�(y); �; x�; y]p(�jy; x�)d�]p(yjx�)dy

kde p(yjx�) je predikt��vna hustota pravdepodobnosti vektora y. Toto kri-

t�erium optimality nez�avis�� od skuto�cnej hodnoty vektora parametrov �

a teda ot�azky A) a B) z �uvodu s�u tu zodpovedan�e, hlavne v�daka znalosti

apri�orneho rozdelenia, ktor�e dovo�luje rôzne predikcie, v�c��tane predikcie in-

form�acie z��skanej z experimentu. Ot�azka v�ypo�ctu optim�alneho n�avrhu je

diskutovan�a v preh�ladovom �cl�anku [1]
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3.7 Pou�zitie n�avrhovej miery v neline�arnom modeli

V princ��pe nie je obtia�zne nahradi�t n�avrh x1; :::; xN zodpovedaj�ucou n�a-

vrhovou mierou �, presne tak ako v line�arnom modeli. Na to sta�c��, aby

vo v�setk�ych v�yrazoch, kde sa vyskytuj�u sumy pod�la x1; :::; xN , tieto boli

nahraden�e integr�almi pod�la miery �. Ide o jednoduch�u �upravu. Jej v�yhodou

je, �ze diskr�etny probl�em ur�cenia n�avrhu x1; :::; xN mo�zno takto nahradi�t

spojit�ym probl�emom ur�cenia optim�alnej miery �. Krit�eria optimality, ktor�e

vystupuj�u v neline�arnych probl�emoch, nie s�u v�sak konvexn�ymi funkciami

n�avrhovej miery, teda u�zito�cnos�t pou�zitia n�avrhovej miery je dos�t diskuta-

biln�a.
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