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Abstrakt. V této praci porovname dva bayesovské odhady funkce
spolehlivosti v exponencidlnim rozdéleni z pohledu bayesovského rizika vypo-
¢teného vzhledem k apriornimu gamma rozdéleni F(a, p) v situaci, kdy jsme
v piipadé jednoho z odhadi nepfesné urcili hodnoty parametru apriorniho
rozdéleni. Jako ndstroj pro porovndni odhadu pouzijeme asymptotickou de-
ficiency stanovenou na zdkladé asymptotickych rozvoji pro bayesovské riziko
uvazovanych odhadt.

Abstract: In this paper we are interested in two Bayes estimators of
reliability function in exponential distribution which have different a priori
parameters. The asymptotic expansions of Bayes risk, computed with re-
spect to the apriori distribution of gamma-type, are derived. For detailed
comparison we use limit risk deficiency according to Lehmann (1983).

Pezrome: B »T0l1 cTaThe MBI 3aHMMaEMCsI CDABHEHHEM ABYX Oaiie-
COBCKHMX OLI€EHOK (byHKLU/II/I Haﬂé}KHOCTVI B DKCIIOHEHIIMAJIbBHOM pacr[pe—
JeJIeHuUn 110 BUAY GaﬁeCOBCKOFO pI/ICKa. MCUYMNCJIEHOI'O B3I'JVIAA0M K a.r[pV[—
OpPHOMY ramMma-paclpeneneHnio. BaliecOBCKOBME OLIEHKM OTJINYAIOTCS
BbIOOPOM aIlIPUOPHBIX HapaMeTpoB. Jlasd CpaBHEHUsA MbI MCIOJb3yeM

aCHMITOTUYECKYIO AedurmeHuio mo Jlemany (1983).

1. Uvop

Uvazujme klasickou situaci, kdy vysledkem experimentu je uplny ndhodny

vybér X = (Xy,...,X,)" z exponencidlniho rozdéleni s hustotou
1 ( :L') S0
flasg)=4 8P \7g) T2 (1)
0, jinak,

kde 8 € (0,00) je nezndmy parametr. Necht c je kladné ¢islo. Jestlize X
je ndhodna velicina s hustotou (1), pak odpovidajici funkce spolehlivosti ma
tvar

R(c) = R(c,0) = P(X > c¢) = exp{—c/0}. (2)



Déle piedpokladejme, 7e ztrdtovd funkce ma tvar L(R(c), R) = [R(c) — }Aﬁ]2,
kde R(c) oznacuje nezndmou spolehlivost a R jeji odhad. Riziko piislusné

odhadu R, je-li skuteénd hodnota spolehlivosti R(c), definujeme vztahem
r(R(c),E) - EgL(R(c),E) . (3)
V tomto ¢ldnku budeme uvazovat bayesovsky odhad spolehlivosti a stu-

dovat jeho vlastnosti. Piedpokladejme proto, ze parametr A = #~! je ndhod-
na veli¢ina s apriorni hustotou

ap
Alemad A >0,a>0,p>0,
qg(\ip,a) =< T(p) (4)

0, jinak.

Bayesovsky odhad R(c) dostaneme jako stiedni hodnotu e~*¢ vzhledem k

aposteriornimu rozdéleni, coz vede na odhad

nT,, +a ntp
) 6

oo = o) = (7,0

Poznamenejme, ze oznaceni prvniho indexu bylo zvoleno v souladu s oznace-
nim bayesovského odhadu v praci Hurt (1976) a v praci Antoch, Brzezina a
Linka (1996), druhym indexem budeme rozlisovat rizné bayesovské odhady.

Bayesouvské riziko odhadu R je definovano jako stfedni hodnota rizika r
vzhledem k apriornimu rozdéleni ¢, v nagem piipadé definovaném hustotou

(4), tj.
o(4:R) = B, (R(e), R) = /@ / L(R(e), R) f(x; X dxq(Xip,a) A, (6)

kde f(x;A) je sdruzend hustota ndhodného vektoru (X;,...,X,)".
2. ASYMPTOTICKY ROZVOJ BAYESOVSKEHO RIZIKA

V tomto odstavci budeme studovat chovani bayesovského odhadu vzhledem
k bayesovskému riziku. Pro dva ruzné bayesovské odhady urcime asymp-
totické rozvoje pro jejich bayesovska rizika vzhledem ke kvadratické ztratové
funkci L a apriorn{ hustoté (4). Oba odhady potom porovndme pomoci
asymptotické deficience.

Uvazujme nejprve situaci, kdy hleddme asymptoticky rozvoj pro bayesov-
ské riziko bayesovského odhadu R3¢, pficemz toto bayesovské riziko pocitame



vzhledem k apriornimu rozdéleni definovanému hustotou
(4). Je-li Xy,...,X, ndhodny vybér z exponencidlniho rozdéleni s hustotou
(1) a A = 0~!, potom ndhodn4 velicina

1 n
:EZ;&

maé hustotu

A"y At
t" "ot >0,A>0,
MeA) =< T © (7)
0, jinak.

Ze znémych vlastnosti gamma rozdélent a zrejmych upravach pro bayesovské
riziko odhadu Rs3q dostavame

o(q; Rso) =

/ / [(nfi:i(;)m_exp{ CA}]Z h(t; N)g(X; p,a) dAdt =

( a )P_ a? T(n + p) /°° xpfl(1+%)”+”
a+2c n? L(n) L(p) Jo (1+(a+0)z) 2 (n+p)

(8)

Konstrukce asymptotického rozvoje pro bayesovské riziko odhadu 1/%30
funkce spolehlivosti vyuzivda Taylorovu a Lebesquovu vétu. Protoze inte-
grandy vystupujici v integralnich vyjadfenich pro bayesovska rizika, jako
funkce v 1/n, nejsou definovdny v nule, tzn. v bodé, ve kterém provadime
konstrukci odhadu, je nutné odvodit modifikaci Taylorovy véty pro funkce
spojité dodefinovatelné v tomto bodé. Po nalezeni rozvoje integrandu apliku-
jeme Lebesquovu vétu. Jedna se o postup technicky narocny a je nezbytné
dokézat radu dil¢ich tvrzeni. Vysledek je uveden v nésledujici véteé.

Véta 1. Necht apriorni hustota q je definovina vztahem (4), necht n € IN a
p,a,c € (0,00). Polozme

5 a’c*(p+1)p

01(g; Rso) = Tat20pre’ (9)

a?cp (1 + p) (—2a® + 2¢* — 2a*p — 5¢2p — dacp — *p?)
2(a + 2¢c)ptt

02(q; Rso) = . (10)



Potom pro asymptoticky rozvoj bayesovského rizika odhadu fz?,o plati

5 R R .
o(q; R3o0) = Ql(qn %) + g2(qn2 30) +O0pac(n™?), pron —oco.  (11)

Dukaz. Podrobny dikaz viz Antoch, Brzezina a Linka (1996). a

Predpoklddejme nyni, ze parametr A je ndhodnd veli¢ina s apriorni hus-
totou (4) s parametry p; a a;. Potom piislusny bayesovsky odhad funkce
spolehlivosti R(c) mé tvar

nTp + a1 )”*’” (12)

nT, +a; +c

§31 = §31 (C) = (

To odpovida situaci, kdy jsme nepiesné urcili apriorni parametry. Jako apri-
orni parametry parametry jsme zvolili p;,a;, ale spravné jsme méli pouzit
p,a. Nyni vypocteme asymptoticky rozvoj bayesovského rizika odhadu R3;
vzhledem ke kvadratické ztratové funkci L a apriorni hustoté (4). Po kratkém
vypoctu pro riziko odhadu §31 dostavame

o(q; Ra1) =

nt+a; P 2 ' ) _
/ / [ <nt r— c) - exp{—c)\}} h(t; N)g(A;p,a) dAdt =

a p+ a?T'(n + p) /°° :1&"’_1(1+M)n+p1 "
a+2c npr(n) F(p) 0 (1+ (a1+c z) 2 (n+p1)

n+p1
1 4 oLzt 1+ (“1+c)z
+ess) =, ( ) d. (13)

14 oz (n+p) PNGE (ntp)
(1+52) (14 te5)

Pro odvozeni asymptotického rozvoje pouzijeme podobného postupu jako
jsme pouzili pro odhad R3g. Dostaneme nésledujici tvrzeni.

Véta 2 Necht apriorni hustota q je definovdana vztahem (4), necht n € IN a
p,a,c € (0,00). Polozme

aPc(p+ 1p

01(q; Ra1) = (@t 2002

Qz(fI§R31) =



= (12(12 +6a* —12a,%2 — 12a%a;2 + 6a;* + 48ac + 48a°c — 48a; c—
— 48a%a ¢ — 48aa;’c + 48a;3c + 88a%c? — 192aa;¢? + 964,22 +
+ 8¢t + 10a’p + 5a'p — 10a;%p — 10aa; %p + 5a; p + 40acp +
+ 40a®cp — 40a, cp — 40a®cp — 40a;cp — 40a’a; cp — 40aa;*cp +
+ 40a;3cp + 40a’c*p — 128aa;?p + 80a,2c*p — 80ac®p + 64a,c®p —
— 20¢p + 2a%p® + a*p® — 2a,%p? — 2a%a;%p? + a;p? + Sacp® +
+ 8a’cp? — 8ascp? — 8a’azcp® — Saas’cp® + 8a cp? + 8a’cp? —
— 16aa; 2p® + 16a;2*p* + 32a;3p? + 28¢*p? + 32a%c2p;, —
— 32aa; c2p1 +64ac3p1 — 64a1c3p1 — 16aa1c2pp1 — 32ac3pp1 —
— 32a,3pp; — 64c*pp; + 8a’cPp,? + 8a*cPp,? + 32acp, % +
+ 32¢*p,2) aP(a+2¢) Pp(1+p). (14)

Potom asymptoticky rozvoj bayesovského rizika odhadu §31 je ddn vztahem

- R 2(; R B
Q(Q;Rm) = Ql(qn 31) + QZ(qn2 31) +Op7a7c(n 3)7 pron — oo. (15)

Dukaz. Detailni odvozeni viz Linka (1996). O

3. VYPOCET ASYMPTOTICKE DEFICIENCE

Vzhledem k tomu, ze odhady §30 a }Aﬁgl jsou tzv. asymptoticky silné efi-
cientni vzhledem k stredni kvadratické odchylce, asymptotické rozvoje baye-
sovského rizika pro odhady R3o a R3; maji tvar

~ a* bk, _ )
o(g, R3i) = n + % + Opac(n 2)7 1=0,1,

tj. koeficient u 1/n je pro oba odhady stejny.

Pro detailni porovndni odhadu }Afgo a }Aﬁgl muzeme uZzit deficienci, blize
viz Lehmann (1983). Zhruba feceno, deficience spoctend pro jistou pevnou
dvojici odhadu bude v nasem piipadé ukazovat o kolik vice (nebo méneé)
pozorovani vyzaduje odhad B, ma-li mit stejné bayesovské riziko jako odhad
A zalozeny na vybéru rozsahu n. V praxi se obvykle uziva asymptoticka
deficience pro n — oo. Jestlize oznatime p,(¢, A) a 0,(q, B) bayesovskd
rizika odhadu A a B, a plati-li

a b

on(q,A) = — +

St to (n*(”l)) (16)



2, ¢ =(r+1)
on(0,B) = — + —o3 +o (n ) ; (17)

pak asymptoticka deficience odhadu B vzhledem k odhadu A je definovana

vztahem

c—b
ar

BA __
B4 = (18)
Véta 3 Necht p,a,c € (0,00). Pro asymptotickou deficienci odhadu Rso a
R31 vzhledem k bayesovskému riziku plati

Rs1 R _
d931 So(paaaplaalac) -

= (=124 — 6a* + 12a;,” + 12a%a;” — 6a;* — 48ac — 48a*c + 48a”a;c +
+ 48a;¢ + 48aa;%c — 48a,%c — 964> + 192aa; % — 96a,%c — 10a2p —
— 5a*p+10a;%p + 10a%a;%p — 5a,*p — 40acp — 40a3cp + 40a; cp +
+ 40a%a;cp + 40aa;%cp — 40a,3cp — 48a*c*p + 128aa;c’p —
— 80a:%2Pp + 64ac’p — 64a,’p — 2a°p? — a'p® + 24, +
+ 2a%a;2%p® — as*p? — 8acp® — 8aPcp® + 8ascp® + 8ala  cp® +
+ 8aa;%ep® — 8a;3ep? — 8a’c*p® + 16aa;c’p® — 16a,°c¢*p? —
— 32a,cp? — 32¢%? — 32a°cp; + 32aa;Pp; — 64acp; +
+ 64a;c*p; + 16aa;c*pp; + 32ac’pp; + 32a,cpp; + 64cpp;
—8a’c®p;? —32ac’p,® — 32¢"p,?) 8 e (a+ 2 o)’ (19)

Dukaz. Vysledek dostaneme dosazenim do vzorce (18) podle vét 1 a 2. O

4. PRIKLAD

Priklad1l. Bott a Hass (1978) uvadi doby do poruchy vstupnich tésnicich
zéklopnych ventilu pro jaderné reaktory. Kombinaci téchto historickych dat
a rostouci urovné zatizeni byly stanoveny pozadované hodnoty pro 5 % a
95 % kvantil apriorniho rozdéleni pro intenzitu poruch. Pro hodnotu 5 %
kvantilu byla stanovena hodnota 1.4 x 10~° (poruch za hodinu) a pro 95 %
kvantil hodnota 4.9 x 107>,

V monografii Martz a Waller (1980) v kapitole 6 muzeme nalézt metodu,
kterou tito autofi vypracovali, pro stanoveni parametra apriorniho gamma
rozdéleni. Na zdkladé tohoto postupu stanovime apriorni rozdéleni jako
gamma rozdéleni s hustotou (4) s parametry a = 285714 a p = 8.5.



Vzhledem k vyse uvedenému rozdéleni budeme uvazovat odhad }Afgo, ktery
nam predstavuje odhad se spravné zvolenymi apriornimi parametry. Nyni
porovname odhad Rj3p s odhadem R3;, kdy jsme se netrefili presné do apri-
ornich parametru. K porovnani pouzijeme asymptotickou deficienci (19).

Na obrézcich 1-5 jsou zndzornény grafy deficience dfs1 %5 (p,a, p1, a1, c)
pro a = 285714,p = 8.5 a ¢ = 10000, 60 000, 110 000, 160 000,210 000. Pro
tyto hodnoty ¢ jsou rovnéz uvedeny hodnoty deficience v krajnich bodech
intervalu (0.7p,1.3p) x (0.7a,1.3a). m|

200000

Obr.1 dhsfiao (85,285 714, p1, a1, 210 000)

Tab.1 d§31§30 (8.5,285 714, p1,a1,210000) pro vybrané hodnoty p; a a;.

ai 0.7a 0.7a 1.3a 1.3a
P1 0.7p 1.3p 0.7p 1.3p

‘dQRSlRSO H 8.87 21.88 24.32 11.31




200000

Obr.2 dfsf (85,285 714, p1, a1, 160 000)

Tab.2 d§31§30 (8.5,285 714, p1,a1,160 000) pro vybrané hodnoty p; a a;

a1 0.7a 0.7a 1.3a 1.3a
P1 0.7p 1.3p 0.7p 1.3p

dftsifiso H 13.89 29.04 33.95 18.79‘
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Obr.3 dhsfiao (85,285 714, p1, a1, 110 000)

Tab.3 d§31§30 (8.5,285714,p1,a1,110000) pro vybrané hodnoty p; a a;.

a1 0.7a 0.7a 1.3a 1.3a
P1 0.7p 1.3p 0.7p 1.3p

‘dg‘?’lR” H 28.13 46.29 58.71 40.56




Obr.4 dff (8.5 985714, pr, a1, 60 000)

Tab.4 d§31§30 (8.5,285714,p1,a1,60000) pro vybrané hodnoty p; a a;.

al 0.7a 0.7a 1.3a 1.3a
P1 0.7p 1.3p 0.7p 1.3p

dpystRso H 93.75 116.37 168.44 145.81

Obr.5 diefiso (8.5 985714, pr, a1, 10 000)

Tab.5 d§31§30 (8.5,285714,p1,a1,10000) pro vybrané hodnoty p; a ay

a1 0.7a 0.7a 1.3a 1.3a
P1 0.7p 1.3p 0.7p 1.3p

‘d,_,RMR?’O H 3270.71 3300.74 5788.65 5758.02




5. ZAVER

Z uvedenych obrézku 1-5 vyplyvd, ze hlediska asymptotické deficience ma
bayesovsky odhad Rs3; funkce spolehlivosti R(c), tj. odhad, kdy jsme netre-
fili apriorni parametry, mnohem horsi chovani s klesajici hodnotou doby do
poruchy c. V pripadé ¢ = 10000 a pfehodnotime-li parametry o 30 % tato
deficience ¢ini dokonce 5758. Naopak pro velké hodnoty c se rozdily odhadu
Rs30 a R3; stiraji.
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