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Abstrakt. V t�eto pr�aci porovn�ame dva bayesovsk�e odhady funkce

spolehlivosti v exponenci�aln��m rozd�elen�� z pohledu bayesovsk�eho rizika vypo-

�cten�eho vzhledem k apriorn��mu gamma rozd�elen�� �(a; p) v situaci, kdy jsme

v p�r��pad�e jednoho z odhad�u nep�resn�e ur�cili hodnoty parametr�u apriorn��ho

rozd�elen��. Jako n�astroj pro porovn�an�� odhad�u pou�zijeme asymptotickou de-

�ciency stanovenou na z�aklad�e asymptotick�ych rozvoj�u pro bayesovsk�e riziko

uva�zovan�ych odhad�u.

Abstract: In this paper we are interested in two Bayes estimators of

reliability function in exponential distribution which have di�erent a priori

parameters. The asymptotic expansions of Bayes risk, computed with re-

spect to the a priori distribution of gamma-type, are derived. For detailed

comparison we use limit risk de�ciency according to Lehmann (1983).

Rez�me: V �to� stat~e my zanimaems� sravneniem dvuh ba�e-

sovskih ocenok funkcii nad��nosti v �ksponencial~nom raspre-

delenii po vidu ba�esovskogo riska isqislenogo vzgl�dom k apri-

ornomu gamma-raspredeleni�. Ba�esovskovie ocenki otliqa�ts�

vyborom apriornyh parametrov. Dl� sravneni� my ispol~zuem

asimptotiqesku� deficienci� po Lemanu (1983).

1. �Uvod

Uva�zujme klasickou situaci, kdy v�ysledkem experimentu je �upln�y n�ahodn�y

v�yb�er X = (X1; : : : ; Xn)
0 z exponenci�aln��ho rozd�elen�� s hustotou

f(x; �) =

8<
:

1

�
exp

�
�

x

�

�
; x > 0,

0; jinak,
(1)

kde � 2 (0;1) je nezn�am�y parametr. Necht' c je kladn�e �c��slo. Jestli�ze X

je n�ahodn�a veli�cina s hustotou (1), pak odpov��daj��c�� funkce spolehlivosti m�a

tvar

R(c) = R(c; �) = P (X > c) = exp f�c=�g : (2)



66

D�ale p�redpokl�adejme, �ze ztr�atov�a funkce m�a tvar L(R(c); bR) = [R(c)� bR]2,
kde R(c) ozna�cuje nezn�amou spolehlivost a bR jej�� odhad. Riziko p�r��slu�sn�e

odhadu bR, je-li skute�cn�a hodnota spolehlivosti R(c), de�nujeme vztahem

r

�
R(c); bR� = E�L

�
R(c); bR� : (3)

V tomto �cl�anku budeme uva�zovat bayesovsk�y odhad spolehlivosti a stu-

dovat jeho vlastnosti. P�redpokl�adejme proto, �ze parametr � = �
�1 je n�ahod-

n�a veli�cina s apriorn�� hustotou

q(�; p; a) =

8<
:

a
p

�(p)
�
p�1

e
�a�

; � > 0; a > 0; p > 0;

0; jinak.

(4)

Bayesovsk�y odhad R(c) dostaneme jako st�redn�� hodnotu e
�� c vzhledem k

aposteriorn��mu rozd�elen��, co�z vede na odhad

bR30 �
bR30(c) =

�
nTn + a

nTn + a+ c

�n+p

: (5)

Poznamenejme, �ze ozna�cen�� prvn��ho indexu bylo zvoleno v souladu s ozna�ce-

n��m bayesovsk�eho odhadu v pr�aci Hurt (1976) a v pr�aci Antoch, Brzezina a

Linka (1996), druh�ym indexem budeme rozli�sovat r�uzn�e bayesovsk�e odhady.

Bayesovsk�e riziko odhadu bR je de�nov�ano jako st�redn�� hodnota rizika r

vzhledem k apriorn��mu rozd�elen�� q, v na�sem p�r��pad�e de�novan�em hustotou

(4), tj.

%

�
q; bR� = Eqr

�
R(c); bR� =

Z
�

Z
IRn

L

�
R(c); bR� f(x;�) dx q(�; p; a) d�; (6)

kde f(x;�) je sdru�zen�a hustota n�ahodn�eho vektoru (X1; : : : ; Xn)
0.

2. Asymptotick�y rozvoj bayesovsk�eho rizika

V tomto odstavci budeme studovat chov�an�� bayesovsk�eho odhadu vzhledem

k bayesovsk�emu riziku. Pro dva r�uzn�e bayesovsk�e odhady ur�c��me asymp-

totick�e rozvoje pro jejich bayesovsk�a rizika vzhledem ke kvadratick�e ztr�atov�e

funkci L a apriorn�� hustot�e (4). Oba odhady potom porovn�ame pomoc��

asymptotick�e de�cience.

Uva�zujme nejprve situaci, kdy hled�ame asymptotick�y rozvoj pro bayesov-

sk�e riziko bayesovsk�eho odhadu bR30, p�ri�cem�z toto bayesovsk�e riziko po�c��t�ame
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vzhledem k apriorn��mu rozd�elen�� de�novan�emu hustotou

(4). Je-li X1; : : : ; Xn n�ahodn�y v�yb�er z exponenci�aln��ho rozd�elen�� s hustotou

(1) a � = �
�1, potom n�ahodn�a veli�cina

Tn =
1

n

nX
i=1

Xi

m�a hustotu

h(t;�) =

8<
:

�
n
n
n

�(n)
t
n�1

e
��n t

; t > 0; � > 0;

0; jinak.

(7)

Ze zn�am�ych vlastnost�� gamma rozd�elen�� a z�rejm�ych �uprav�ach pro bayesovsk�e

riziko odhadu bR30 dost�av�ame

%(q; bR30) =

=

Z
1

0

Z
1

0

��
n t+ a

n t+ a+ c

�n+p

� expf�c �g

�2
h(t;�)q(�; p; a) d� dt =

=

�
a

a+ 2 c

�p

�

a
p �(n+ p)

np �(n) �(p)

Z
1

0

x
p�1

�
1 + ax

n

�n+p�
1 +

(a+c)x

n

�2 (n+p) dx: (8)

Konstrukce asymptotick�eho rozvoje pro bayesovsk�e riziko odhadu bR30

funkce spolehlivosti vyu�z��v�a Taylorovu a Lebesquovu v�etu. Proto�ze inte-

grandy vystupuj��c�� v integr�aln��ch vyj�ad�ren��ch pro bayesovsk�a rizika, jako

funkce v 1=n, nejsou de�nov�any v nule, tzn. v bod�e, ve kter�em prov�ad��me

konstrukci odhadu, je nutn�e odvodit modi�kaci Taylorovy v�ety pro funkce

spojit�e dode�novateln�e v tomto bod�e. Po nalezen�� rozvoje integrandu apliku-

jeme Lebesquovu v�etu. Jedn�a se o postup technicky n�aro�cn�y a je nezbytn�e

dok�azat �radu d��l�c��ch tvrzen��. V�ysledek je uveden v n�asleduj��c�� v�et�e.

V�eta 1: Necht' apriorn�� hustota q je de�nov�ana vztahem (4), necht' n 2 IN a

p; a; c 2 (0;1). Polo�zme

%1(q; bR30) =
a
p
c
2(p+ 1)p

(a+ 2 c)p+2
; (9)

%2(q; bR30) =
a
p
c
2
p (1 + p)

�
�2a2 + 2c2 � 2a2p� 5c2p� 4acp� c

2
p
2
�

2(a+ 2c)p+4
: (10)
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Potom pro asymptotick�y rozvoj bayesovsk�eho rizika odhadu bR30 plat��

%(q; bR30) =
%1(q; bR30)

n
+

%2(q; bR30)

n2
+Op;a;c(n

�3); pro n!1: (11)

D�ukaz. Podrobn�y d�ukaz viz Antoch, Brzezina a Linka (1996). 2

P�redpokl�adejme nyn��, �ze parametr � je n�ahodn�a veli�cina s apriorn�� hus-

totou (4) s parametry p1 a a1. Potom p�r��slu�sn�y bayesovsk�y odhad funkce

spolehlivosti R(c) m�a tvar

bR31 �
bR31(c) =

�
nTn + a1

nTn + a1 + c

�n+p1

: (12)

To odpov��d�a situaci, kdy jsme nep�resn�e ur�cili apriorn�� parametry. Jako apri-

orn�� parametry parametry jsme zvolili p1; a1, ale spr�avn�e jsme m�eli pou�z��t

p; a. Nyn�� vypo�cteme asymptotick�y rozvoj bayesovsk�eho rizika odhadu bR31

vzhledem ke kvadratick�e ztr�atov�e funkci L a apriorn�� hustot�e (4). Po kr�atk�em

v�ypo�ctu pro riziko odhadu bR31 dost�av�ame

%(q; bR31) =

=

Z
1

0

Z
1

0

��
n t+ a1

n t+ a1 + c

�n+p1

� expf�c �g

�2
h(t;�)q(�; p; a) d� dt =

=

�
a

a+ 2 c

�p

+
a
p �(n+ p)

np �(n) �(p)

Z
1

0

x
p�1

�
1 + a1 x

n

�n+p1�
1 +

(a1+c)x

n

�2 (n+p1) �

�

2
64
�
1 + a1 x

n

�n+p1�
1 +

(ax

n

�(n+p) � 2

�
1 +

(a1+c)x

n

�n+p1
�
1 +

((a+c)x

n

�(n+p)
3
75 dx: (13)

Pro odvozen�� asymptotick�eho rozvoje pou�zijeme podobn�eho postupu jako

jsme pou�zili pro odhad bR30. Dostaneme n�asleduj��c�� tvrzen��.

V�eta 2 Necht' apriorn�� hustota q je de�nov�ana vztahem (4), necht' n 2 IN a

p; a; c 2 (0;1). Polo�zme

%1(q; bR31) =
a
p
c
2(p+ 1)p

(a+ 2c)p+2
;

%2(q; bR31) =
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=
�
12a2 + 6a4 � 12a1

2
� 12a2a1

2 + 6a1
4 + 48ac+ 48a3c� 48a1 c�

� 48a2a1 c� 48aa1
2
c+ 48a1

3
c+ 88a2c2 � 192aa1 c

2 + 96a1
2
c
2 +

+ 8c4 + 10a2p+ 5a4p� 10a1
2
p� 10a2a1

2
p+ 5a1

4
p+ 40acp+

+ 40a3cp� 40a1 cp� 40a3cp� 40a1 cp� 40a2a1 cp� 40aa1
2
cp+

+ 40a1
3
cp+ 40a2c2p� 128aa1c

2
p+ 80a1

2
c
2
p� 80ac3p+ 64a1 c

3
p�

� 20c4p+ 2a2p2 + a
4
p
2
� 2a1

2
p
2
� 2a2a1

2
p
2 + a1

4
p
2 + 8acp2 +

+ 8a3cp2 � 8a1 cp
2
� 8a2a1 cp

2
� 8aa1

2
cp

2 + 8a1
3
cp

2 + 8a2c2p2 �

� 16aa1 c
2
p
2 + 16a1

2
c
2
p
2 + 32a1 c

3
p
2 + 28c4p2 + 32a2c2p1 �

� 32aa1 c
2p1 + 64ac3p1 � 64a1 c

3p1 � 16aa1 c
2
pp1 � 32ac3pp1 �

� 32a1 c
3
pp1 � 64c4pp1 + 8a2c2p1

2 + 8a2c2p1
2 + 32ac3p1

2 +

+ 32c4p1
2
�
a
p(a+ 2c)

�4�p
p (1 + p) : (14)

Potom asymptotick�y rozvoj bayesovsk�eho rizika odhadu bR31 je d�an vztahem

%(q; bR31) =
%1(q; bR31)

n
+

%2(q; bR31)

n2
+Op;a;c(n

�3); pro n!1: (15)

D�ukaz.Detailn�� odvozen�� viz Linka (1996). 2

3. V�ypo�cet asymptotick�e deficience

Vzhledem k tomu, �ze odhady bR30 a bR31 jsou tzv. asymptoticky siln�e e�-

cientn�� vzhledem k st�redn�� kvadratick�e odchylce, asymptotick�e rozvoje baye-

sovsk�eho rizika pro odhady bR30 a bR31 maj�� tvar

%(q; bR3i) =
a
�

n
+

b
�

3i

n2
+ op;a;c(n

�2); i = 0; 1;

tj. koe�cient u 1=n je pro oba odhady stejn�y.

Pro detailn�� porovn�an�� odhad�u bR30 a bR31 m�u�zeme u�z��t de�cienci, bl���ze

viz Lehmann (1983). Zhruba �re�ceno, de�cience spo�cten�a pro jistou pevnou

dvojici odhad�u bude v na�sem p�r��pad�e ukazovat o kolik v��ce (nebo m�en�e)

pozorov�an�� vy�zaduje odhad B, m�a-li m��t stejn�e bayesovsk�e riziko jako odhad

A zalo�zen�y na v�yb�eru rozsahu n. V praxi se obvykle u�z��v�a asymptotick�a

de�cience pro n ! 1. Jestli�ze ozna�c��me %n(q; A) a %n(q; B) bayesovsk�a

rizika odhad�u A a B, a plat��-li

%n(q; A) =
a

nr
+

b

nr+1
+ o

�
n
�(r+1)

�
(16)
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a

%n(q; B) =
a

nr
+

c

nr+1
+ o

�
n
�(r+1)

�
; (17)

pak asymptotick�a de�cience odhadu B vzhledem k odhadu A je de�novan�a

vztahem

d
BA

%
=

c� b

ar
: (18)

V�eta 3 Necht' p; a; c 2 (0;1). Pro asymptotickou de�cienci odhad�u bR30 abR31 vzhledem k bayesovsk�emu riziku plat��

d
bR31bR30

%
(p; a; p1; a1; c) =

=
�
�12a2 � 6a4 + 12a1

2 + 12a2a1
2
� 6a1

4
� 48ac� 48a3c+ 48a2a1 c+

+ 48a1 c+ 48aa1
2
c� 48a1

3
c� 96a2c2 + 192aa1 c

2
� 96a1

2
c
2
� 10a2p�

� 5a4p+ 10a1
2
p+ 10a2a1

2
p� 5a1

4
p� 40acp� 40a3cp+ 40a1 cp+

+ 40a2a1 cp+ 40aa1
2
cp� 40a1

3
cp� 48a2c2p+ 128aa1 c

2
p�

� 80a1
2
c
2
p+ 64ac3p� 64a1 c

3
p� 2a2p2 � a

4
p
2 + 2a1

2
p
2 +

+ 2a2a1
2
p
2
� a1

4
p
2
� 8acp2 � 8a3cp2 + 8a1 cp

2 + 8a2a1 cp
2 +

+ 8aa1
2
cp

2
� 8a1

3
cp

2
� 8a2c2p2 + 16aa1 c

2
p
2
� 16a1

2
c
2
p
2
�

� 32a1 c
3
p
2
� 32c4p2 � 32a2c2p1 + 32aa1 c

2p1 � 64ac3p1 +

+ 64a1 c
3p1 + 16aa1 c

2
pp1 + 32ac3pp1 + 32a1 c

3
pp1 + 64c4pp1

� 8a2c2p1
2
� 32ac3p1

2
� 32c4p1

2
�
8�1 c�2 (a+ 2 c)

�2
(19)

D�ukaz. V�ysledek dostaneme dosazen��m do vzorce (18) podle v�et 1 a 2. 2

4. P�r��klad

P�r��klad1. Bott a Hass (1978) uv�ad�� doby do poruchy vstupn��ch t�esn��c��ch

z�aklopn�ych ventil�u pro jadern�e reaktory. Kombinac�� t�echto historick�ych dat

a rostouc�� �urovn�e zat���zen�� byly stanoveny po�zadovan�e hodnoty pro 5 % a

95 % kvantil apriorn��ho rozd�elen�� pro intenzitu poruch. Pro hodnotu 5 %

kvantilu byla stanovena hodnota 1:4� 10�5 (poruch za hodinu) a pro 95 %

kvantil hodnota 4:9� 10�5.

V monogra�i Martz a Waller (1980) v kapitole 6 m�u�zeme nal�ezt metodu,

kterou tito auto�ri vypracovali, pro stanoven�� parametr�u apriorn��ho gamma

rozd�elen��. Na z�aklad�e tohoto postupu stanov��me apriorn�� rozd�elen�� jako

gamma rozd�elen�� s hustotou (4) s parametry a = 285 714 a p = 8:5.
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Vzhledem k v�y�se uveden�emu rozd�elen�� budeme uva�zovat odhad bR30, kter�y

n�am p�redstavuje odhad se spr�avn�e zvolen�ymi apriorn��mi parametry. Nyn��

porovn�ame odhad bR30 s odhadem bR31, kdy jsme se netre�li p�resn�e do apri-

orn��ch parametr�u. K porovn�an�� pou�zijeme asymptotickou de�cienci (19).

Na obr�azc��ch 1{5 jsou zn�azorn�eny grafy de�cience dbR31bR30

%
(p; a; p1; a1; c)

pro a = 285 714; p = 8:5 a c = 10 000; 60 000; 110 000; 160 000; 210 000. Pro

tyto hodnoty c jsou rovn�e�z uvedeny hodnoty de�cience v krajn��ch bodech

intervalu (0:7 p; 1:3 p)� (0:7 a; 1:3 a). 2

6
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350000
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p1

Obr.1 d
bR31bR30

%
(8:5; 285 714; p1; a1; 210 000)

Tab.1 d
bR31bR30

%
(8:5; 285 714; p1; a1; 210 000) pro vybran�e hodnoty p1 a a1.

a1 0.7 a 0.7 a 1.3 a 1.3 a

p1 0.7 p 1.3 p 0.7 p 1.3 p

d
bR31bR30
% 8.87 21.88 24.32 11.31
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6
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Obr.2 d
bR31bR30

%
(8:5; 285 714; p1; a1; 160 000)

Tab.2 d
bR31bR30

%
(8:5; 285 714; p1; a1; 160 000) pro vybran�e hodnoty p1 a a1

a1 0.7 a 0.7 a 1.3 a 1.3 a

p1 0.7 p 1.3 p 0.7 p 1.3 p

d
bR31bR30
% 13.89 29.04 33.95 18.79
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0

20

40

60

6

8

10
p1

Obr.3 d
bR31bR30

%
(8:5; 285 714; p1; a1; 110 000)

Tab.3 d
bR31bR30

%
(8:5; 285 714; p1; a1; 110 000) pro vybran�e hodnoty p1 a a1.

a1 0.7 a 0.7 a 1.3 a 1.3 a

p1 0.7 p 1.3 p 0.7 p 1.3 p

d
bR31bR30
% 28.13 46.29 58.71 40.56
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Obr.4 d
bR31bR30

%
(8:5; 285 714; p1; a1; 60 000)

Tab.4 d
bR31bR30

%
(8:5; 285 714; p1; a1; 60 000) pro vybran�e hodnoty p1 a a1.

a1 0.7 a 0.7 a 1.3 a 1.3 a

p1 0.7 p 1.3 p 0.7 p 1.3 p

d
bR31bR30
% 93.75 116.37 168.44 145.81
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Obr.5 d
bR31bR30

%
(8:5; 285 714; p1; a1; 10 000)

Tab.5 d
bR31bR30

%
(8:5; 285 714; p1; a1; 10 000) pro vybran�e hodnoty p1 a a1

a1 0.7 a 0.7 a 1.3 a 1.3 a

p1 0.7 p 1.3 p 0.7 p 1.3 p

d
bR31bR30
% 3270.71 3300.74 5788.65 5758.02
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5. Z�av�er

Z uveden�ych obr�azk�u 1{5 vypl�yv�a, �ze hlediska asymptotick�e de�cience m�a

bayesovsk�y odhad bR31 funkce spolehlivosti R(c), tj. odhad, kdy jsme netre-

�li apriorn�� parametry, mnohem hor�s�� chov�an�� s klesaj��c�� hodnotou doby do

poruchy c. V p�r��pad�e c = 10000 a p�rehodnot��me-li parametry o 30 % tato

de�cience �c��n�� dokonce 5758. Naopak pro velk�e hodnoty c se rozd��ly odhad�ubR30 a bR31 st��raj��.
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