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Abstract. The methods of data processing are based on the probability

theory, namely on the Strong Law of Large Numbers and on the Central

Limit Theorem. These theorems are well known for the case of i.i.d. random

variables. The goal of the paper is to give a survey of possible ways how to

weaken the i.i.d. assumption. The overview cannot be exhaustive, of course.

Nevertheless, the author is promising to continue his search to enlarge this

collection in future.

Rez�me: Metody izuqeni� nabl�deni� ispol~zu�t rezul~ta-

ty teorii vero�tnoste�. Pre�de vsego va�en zakon bol~xih qisel

i central~na� predel~na� teorema. �ty teoremy izvestny dl�

nezavisimyh odinako rospredelennyh sluqa�nyh veliqin. Stat~

stremits� zdelat~ obzor vozmo�noste�, kak udalos~ oslabit~ �to

predpolo�enie. Oqevidno, qto �tu problematiku nevazmo�no iz-

qerpat~. Vse taki, avtor obewaet prodol�at~ issledovanie, qto-

by kollekci� stala reprezentativno�.

1 �Uvodn�� de�nice a pozn�amky

C��lem tohoto p�rehledu je shrnout dostupn�e v�ysledky o s�c��tatelnosti �rad,

z�akonech velk�ych �c��sel a centr�aln��ch limitn��ch v�et�ach pro re�aln�e n�ahodn�e

veli�ciny. Pro zkr�acen�� z�apisu budeme m��sto term��nu re�aln�a n�ahodn�a veli�cina

nebo re�aln�e n�ahodn�e veli�ciny ps�at zkratku r.n.v.

Nejd�r��ve uved'me n�ekter�e d�ule�zit�e de�nice a pozn�amky.

1.1 Pou�z��van�e konvergence posloupnosti n�ahodn�ych ve-

li�cin

Pro posloupnost r.n.v. pou�z��v�ame nej�cast�eji n�asleduj��c�� �cty�ri typy konver-

genc��.

De�nice 1 �Rekneme, �ze posloupnost r.n.v. Xn; n 2 N , konverguje k r.n.v.

X s.j. (skoro jist�e), jestli�ze jsou v�sechny uva�zovan�e r.n.v. de�nov�any na
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stejn�em pravd�epodobnostn��m prostoru (
;A;Prob) a existuje-li n�ahodn�y jev

A 2 A, Prob(A) = 1 tak, �ze limn!+1Xn(!) = X(!) pro v�sechna ! 2 A.
Tuto konvergenci budeme ozna�covat symbolem Xn

s:j:�����!
n!+1

X.

De�nice 2 �Rekneme, �ze posloupnost r.n.v. Xn; n 2 N konverguje k r.n.v.

X v pravd�epodobnosti, jestli�ze jsou v�sechny uva�zovan�e r.n.v. de�nov�any na

stejn�em pravd�epodobnostn��m prostoru (
;A;Prob), a je-li spln�eno

lim
n!+1

Prob
�
jXn �X j > "

�
= 0 pro ka�zd�e " > 0 :

Tuto konvergenci budeme ozna�covat symbolem Xn

P�����!
n!+1

X.

De�nice 3 �Rekneme, �ze posloupnost r.n.v. Xn; n 2 N , konverguje k r.n.v.

X v Lp, pro 1 � p < +1, jestli�ze jsou v�sechny uva�zovan�e r.n.v. de�-

nov�any na stejn�em pravd�epodobnostn��m prostoru (
;A;Prob) a je-li spln�eno

limn!+1 EjXn �X jp = 0.

Tuto konvergenci budeme ozna�covat symbolem Xn

Lp�����!
n!+1

X.

De�nice 4 �R��k�ame, �ze posloupnost r.n.v. Xn; n 2 N konverguje v distribuci

k r.n.v. X, jestli�ze pro ka�zdou spojitou omezenou funkci f : R ! R plat��

limn!+1 Ef(Xn) = Ef(X). (Ka�zd�a z uva�zovan�ych r.n.v. m�u�ze b�yt de�-

nov�ana na jin�em pravd�epodobnostn��m prostoru.)

Tuto konvergenci budeme ozna�covat Xn

D�����!
n!+1

X.

Konvergenci v distribuci lze vyj�ad�rit n�ekolika ekvivalentn��mi zp�usoby, viz

[22], kap. III.4 "Konvergence v distribuci", zejm�ena v�eta III.4.1, str. 216,

III.4.5, str. 217 a III.4.7, str. 219.

Zes��len��m konvergence v distribuci je stabiln�� konvergence v distribuci.

De�nice 5 �R��k�ame, �ze posloupnost r.n.v. Xn; n 2 N konverguje v dis-

tribuci k r.n.v. X stabiln�e, jestli�ze r.n.v. Xn; n 2 N jsou de�nov�any na

spole�cn�em pravd�epodobnostn��m prostoru (
;A;Prob) a X je r.n.v. de�no-

van�a na n�ejak�em pravd�epodobnostn��m prostoru (
�
0;A�A0;Prob0), kter�y
je roz�s���ren��m prostoru (
;A;Prob), t.j. Prob0(A�
0) = Prob(A) pro ka�zd�e

A 2 A, a pro ka�zdou mno�zinu A 2 A plat�� XnIA
D�����!

n!+1
XIA�
0 .

Tuto konvergenci budeme ozna�covat Xn

D�����!
n!+1

X (stably).
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De�nici stabiln�� konvergence nalezneme v [4], kap. 3.2, str. 56. De�nice,

kterou jsme zde uvedli je, podle na�seho n�azoru, n�azorn�ej�s�� a je s klasickou

de�nic�� ekvivalentn��. D�ukaz najdeme op�et v [4], kap. 3.2, str. 56.

Stabiln�� konvergence v distribuci implikuje evidentn�e konvergenci v dis-

tribuci; sta�c�� polo�zit A = 
. V�yznam stabiln�� konvergence v distribuci tkv��

v tom, �ze m�u�zeme zam�enit pravd�epodobnostn�� m��ru Prob za jinou, kter�a

je v�u�ci n�� absolutn�e spojit�a, a konvergence v distribuci z�ustane zachov�ana.

Limitn�� rozd�elen�� mus��me samoz�rejm�e p�repo�c��st.

Mezi t�emito konvergencemi jsou n�asleduj��c�� vztahy.

Lemma 1 Necht' Xn; n 2 N a X jsou r.n.v., de�novan�e na spole�cn�em

pravd�epodobnostn��m prostoru (
;A;Prob).

1. Kdy�z Xn konverguje k X s.j., potom konverguje tak�e v pravd�epodob-

nosti.

2. Kdy�z Xn konverguje k X v pravd�epodobnosti, pak lze z ka�zd�e pod-

posloupnosti vybrat podposloupnost, kter�a konverguje s.j.

Lemma 2 Necht' Xn; n 2 N a X jsou r.n.v. de�novan�e na spole�cn�em

pravd�epodobnostn��m prostoru (
;A;Prob).

1. Kdy�z Xn konverguj�� k X v pravd�epodobnosti, pak konverguj�� tak�e v dis-

tribuci.

2. Kdy�z Xn konverguj�� k X v distribuci a X je s.j. konstanta, pak kon-

verguj�� tak�e v pravd�epodobnosti.

Mezi konvergenc�� v pravd�epodobnosti a v Lp pro 1 � p < +1 plat��

n�asleduj��c�� vztah. Nejd�r��ve v�sak p�ripome�nme de�nici stejnom�ern�e integro-

vatelnosti.

De�nice 6 �Rekneme, �ze mno�zina r.n.v. fXi; i 2 Ig je stejnom�ern�e inte-

grovateln�a, jestli�ze

lim
K!+1

sup
i2I

E
�
jXnjI[jXij�K]

�
= 0 :

Tvrzen�� 1 Pro Xn; n 2 N , X r.n.v. a 1 � p < +1 je ekvivalentn��:

1. Xn

Lp�����!
n!+1

X,

2. Xn

P�����!
n!+1

X a mno�zina r.n.v. fjXnjp; n 2 Ng je stejnom�ern�e in-

tegrovateln�a.
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Podm��nku stejnom�ern�e integrovatelnosti lze ekvivalentn�e p�repsat do tva-

ru, kter�y b�yv�a p�r��jemn�ej�s�� k ov�e�rov�an��.

Tvrzen�� 2 (Vall�e-Poussin) Mno�zina r.n.v. F je stejnom�ern�e integrova-

teln�a tehdy a jen tehdy, existuje-li neklesaj��c�� funkce 	 : R+ ! R+ takov�a,

�ze limx!+1	(x) = +1 a sup
X2F E[jX j	(jX j)] < +1.

Funkci 	 lze dokonce volit tak, �ze funkce x 7! x	(x) je konvexn�� na R+.

V�eta je uvedena i s d�ukazem v [22], v�eta III.2.13, str. 197.

Speci�aln�e, kdy�z sup
n2N EjXnjq < +1 pro n�ejak�e 1 < q < +1, potom je

posloupnost fjXnjp; n 2 Ng stejnom�ern�e integrovateln�a pro ka�zd�e 1 � p < q.

1.2 S�c��tatelnost �rady re�aln�ych n�ahodn�ych veli�cin

De�nice 7 Necht' Xn; n 2 N jsou r.n.v. �Rekneme, �ze �rada
P+1

n=1Xn je ab-

solutn�e s�c��tateln�a s.j. (v pravd�epodobnosti, v Lp), jestli�ze �c�aste�cn�e absolutn��

sou�cty ASn =
P

n

k=1 jXkj maj�� kone�cnou limitu s.j. (v pravd�epodobnosti,

v Lp).

De�nice 8 Necht' Xn; n 2 N jsou r.n.v. �Rekneme, �ze �rada
P+1

n=1Xn je

s�c��tateln�a s.j. (v pravd�epodobnosti, v Lp), jestli�ze �c�aste�cn�e sou�cty Sn =P
n

k=1Xk maj�� kone�cnou limitu s.j. (v pravd�epodobnosti, v Lp).

�C�aste�cn�e absolutn�� sou�cty ASn neklesaj�� s rostouc��m n a tak jejich limita

existuje v�zdy. M�u�ze v�sak b�yt pro n�ekter�a ! 2 
 rovna +1. Trivi�aln�e tedy

plat�� ekvivalence absolutn�� s�c��tatelnosti v pravd�epodobnosti a s.j.

V�eta 1 Suma
P+1

n=1Xn je absolutn�e s�c��tateln�a v pravd�epodobnosti pr�av�e

tehdy, je-li absolutn�e s�c��tateln�a s.j.

Jednoduch�e krit�erium pro absolutn�� s�c��tatelnost je kone�cnost st�redn�� hod-

noty.

V�eta 2 Necht' Xn; n 2 N jsou r.n.v. a necht' spl�nuj��
P+1

n=1 EjXnj < +1,

potom je �rada
P+1

n=1Xn absolutn�e s�c��tateln�a s.j. i v L1.

V obecn�em p�r��pad�e m�u�zeme pou�z��t n�ekter�eho v�ysledku z n�asleduj��c��ch

kapitol k ov�e�ren�� s�c��tatelnosti �rady
P+1

n=1 jXnj.
Dal�s��m pozorov�an��m je n�asleduj��c�� fakt. S�c��tatelnost �rady n�ahodn�ych

veli�cin s.j. implikuje siln�y z�akon velk�ych �c��sel. Sta�c�� si pouze uv�edomit

n�asleduj��c�� lemma.

Lemma 3 (Kronecker) M�ejme dv�e posloupnosti re�aln�ych �c��sel an; n 2 N a

bn; n 2 N . Kdy�z
P+1

n=1 an je s�c��tateln�a, 0 < b1 � b2 � b3 � : : : : a bn ! +1,

potom 1
bn

P
n

k=1 bkak �����!
n!+1

0.

Lemma je uvedeno s d�ukazem v [22], IV.2.5, str. 258.
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1.3 Jin�e pozn�amky

Zobecn�en��m normov�an�� v z�akon�e velk�ych �c��sel je T�oplitzova matice A =

(ak;n)k;n2N .

De�nice 9 Budeme �r��kat, �ze matice A = (ak;n)k;n2N je T�oplitzova, kdy�z

plat��

lim
n!+1

max
k2N

jak;nj = 0 ; sup
n2N

+1X
k=1

jak;nj < +1 a lim
n!+1

+1X
k=1

ak;n = 1 ;

2 Nez�avisl�e stejn�e rozd�elen�e

Pro nez�avisl�e stejn�e rozd�elen�e (i.i.d.) r.n.v. je situace celkem p�rehledn�a. Pro

SZV�C m�ame vy�cerp�avaj��c�� charakterizaci.

V�eta 3 Pro (Xn; n 2 N ) i.i.d. r.n.v. je ekvivalentn��

1.

Prob

 
lim sup
n!+1

1

n

�����
nX

k=1

Xk

����� < +1
!
> 0 :

2.

X1 2 L1 ;
1

n

nX
k=1

Xk

s:j:�����!
n!+1

EX1 :

3. X1 2 L1.

Ve slab�s��m zn�en�� je v�eta uvedena v [22], IV.2.2, str.253. Limitn�� �r�ad

konvergence s.j. d�av�a z�akon iterovan�eho logaritmu.

V�eta 4 (Hartmann-Wintner) Necht' (Xn; n 2 N ) jsou i.i.d. r.n.v. s

EX1 = 0 a VarX1 = �2, kde 0 < � < +1. Pak

lim sup
n!+1

P
n

k=1Xk

�
p
2n log logn

= 1 s.j. a lim inf
n!+1

P
n

k=1Xk

�
p
2n log logn

= �1 s.j.

V�eta je uvedena s d�ukazem v [22], VII.3.6, str. 432. Pro konvergenci

v distribuci je maxim�aln�� �r�ad
p
n.

V�eta 5 (L�evy-Lindeberg) Necht' (Xn; n 2 N ) jsou i.i.d. r.n.v., EX1 = �

a VarX1 = �2, kde 0 < �2 < +1. PakP
n

k=1Xk � n�p
n�

D�����!
n!+1

X ; L(X) = N(0; 1) :
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Viz [22], IV.3.4, str. 269. SZV�C a CLV pro i.i.d. r.n.v. budeme

zobec�novat oslabov�an��m tohoto p�redpokladu. Nebudeme se ale zab�yvat

SZV�C bez integrovatelnosti a CLV s nekone�cn�ymi rozptyly, �cten�a�re odkazu-

jeme na �cl�anky [3] a [2]. Vynech�av�ame tak�e teorii neomezen�e d�eliteln�ych

rozd�elen��. �Cten�a�r se s n�� m�u�ze sezn�amit v kn���zce [22], kapitola IV.4., str.

272-281.

3 Nez�avisl�e n�ahodn�e veli�ciny

Pro nez�avisl�e r.n.v. lze sledovan�e ot�azky vy�re�sit t�em�e�r beze zbytku.

3.1 S�c��tatelnost �rady

V�eta 6 Necht' (Xn; n 2 N ) jsou nez�avisl�e r.n.v., potom je ekvivalentn��

� P+1

n=1Xn je s�c��tateln�a s.j.

� P+1

n=1Xn je s�c��tateln�a v pravd�epodobnosti.

V�eta je uvedena s d�ukazem v [22], IV.1.2, str.239.

V�eta 7 Necht' (Xn; n 2 N ) jsou nez�avisl�e r.n.v. a Xn 2 L2 pro ka�zd�e n 2
N . Kdy�z

P+1

n=1VarXn < +1, potom je �rada
P+1

n=1(Xn � EXn) s�c��tateln�a

s.j. i v L2.

V�eta 8 Necht' (Xn; n 2 N ) jsou nez�avisl�e a stejn�e omezen�e r.n.v. Potom

�rada
P+1

n=1Xn je s�c��tateln�a s.j. tehdy a jen tehdy kdy�z
P+1

n=1 EXn je s�c��ta-

teln�a a
P+1

n=1VarXn < +1.

Tyto dv�e v�ety jsou speci�aln��mi p�r��pady obecn�e v�ety, kter�a problematiku

s�c��tatelnosti r.n.v. �re�s�� �upln�e.

V�eta 9 (Kolmogorovova o t�rech �rad�ach) Necht' (Xn; n 2 N ) jsou nez�a-

visl�e r.n.v. Pak jsou n�asleduj��c�� t�ri tvrzen�� ekvivalentn��:

� P+1

n=1Xn je s�c��tateln�a s.j.

� Existuje 0 < c < +1 takov�e, �ze

+1X
n=1

Prob(jXnj > c) < +1 ;

+1X
n=1

E
�
XnI[jXnj�c]

�
je s�c��tateln�a a

+1X
n=1

Var
�
XnI[jXnj�c]

�
< +1 :
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� Pro ka�zd�e 0 < c < +1 plat��

+1X
n=1

Prob(jXnj > c) < +1 ;

+1X
n=1

E
�
XnI[jXnj�c]

�
je s�c��tateln�a a

+1X
n=1

Var
�
XnI[jXnj�c]

�
< +1 :

V�eta je uvedena s d�ukazem v [22], IV.1.7, str.243.

3.2 Siln�y z�akon velk�ych �c��sel

V�eta 10 Pro (Xn; n 2 N ) nez�avisl�e r.n.v. a posloupnost �c��sel bn > 0, bn !
+1 existuj�� �c��sla c; d 2 R�, d � c takov�e, �ze

lim sup
n!+1

1

bn

nX
k=1

Xk = c s.j. ; lim inf
n!+1

1

bn

nX
k=1

Xk = d s.j. :

V�eta 11 (Kolmogorov) Necht' (Xn; n 2 N ) jsou nez�avisl�e r.n.v. a

0 < b1 � b2 � b3 � : : :, bn ! +1.

Kdy�z

+1X
n=1

VarXn

b2
n

< +1 ; potom
1

bn

nX
k=1

(Xk � EXk)
s:j:�����!

n!+1
0 :

V�etu lze dok�azat spojen��m v�ety 7 a lemmatu 3; viz [22], IV.2.1, str.252.

P�redpoklady v�ety nelze jednodu�se zeslabit. Kdy�z
P+1

n=1

�
2
n

b2
n

= +1, potom

existuje posloupnost nez�avisl�ych r.n.v. (Xn; n 2 N ) takov�a, �ze EXn = 0,

VarXn = �2
n
a p�ritom

lim sup
n!+1

1

bn

nX
k=1

Xk > lim inf
n!+1

1

bn

nX
k=1

Xk s.j. ;

viz [22], IV.2.8, str.260.

3.3 Centr�aln�� limitn�� v�ety

V�eta 12 (Feller-Lindeberg) Necht' X1;n; X2;n; � � � ; Xkn;n
jsou pro ka�zd�e

n 2 N nez�avisl�e r.n.v., EXk;n = 0 a VarXk;n = �2
k;n

. Polo�zme �2
n
=

�21;n + �22;n + � � � + �2
kn;n

. Kdy�z 0 < �2
n
< +1 a je-li spln�ena Fellerova-

Lindebergova podm��nka

1

�2
n

knX
k=1

EX2
k;n
I[jXk;nj�"�n] �����!

n!+1
0 pro ka�zd�e " > 0 ;
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pak

1

�n

knX
k=1

Xk;n

D�����!
n!+1

X ; L(X) = N(0; 1) :

V�eta je uvedena s d�ukazem v [22], IV.3.1, str. 265. V�eta t�em�e�r vy�cerp�av�a

problematiku centr�aln�� limitn�� v�ety pro nez�avisl�e r.n.v. Za p�redpokladu stej-

nom�ern�e asymptotick�e zanedbatelnosti, t.j.

max

�
Prob

�����Xk;n

�n

���� > "

�
: k = 1; 2; : : : ; kn

�
�����!
n!+1

0 pro ka�zd�e " > 0 ;

lze tvrzen�� v�ety obr�atit, viz [22], IV.4.9, str. 277.

Fellerova-Lindebergova podm��nka je spln�ena pro i.i.d. r.n.v. s kone�cn�ym

rozptylem, viz. v�eta 5. Podm��nka je tak�e spln�ena, je-li spln�ena Ljapunovova

podm��nka.

V�eta 13 (Ljapunov) Necht' X1;n; X2;n; � � � ; Xkn;n
jsou nez�avisl�e r.n.v. pro

ka�zd�e n 2 N , EXk;n = 0, VarXk;n = �2
k;n

. Necht' 	 : R+ ! R+ je ne-

klesaj��c��, limx!+1	(x) = +1. Ozna�cme �k;n(	) = E
�
(Xk;n)

2	(jXk;nj)
�
,

�2
n
= �21;n + �22;n+ � � �+ �2

kn;n
a �n(	) = �1;n(	) + �2;n(	) + � � �+ �kn;n(	).

Kdy�z 0 < �2
n
< +1 a je-li spln�ena podm��nka

�n(	)

�2
n
	("�n)

�����!
n!+1

0 pro ka�zd�e " > 0 ;

pak

1

�n

knX
k=1

Xk;n

D�����!
n!+1

X ; L(X) = N(0; 1) :

Pro speci�aln�� volbu 	(x) = x� , � > 0 nalezneme vetu i s d�ukazem v [22],

IV.3.3, str. 269. Pro obecnou funkci 	 prob��h�a d�ukaz obdobn�e.

4 Po dvou nez�avisl�e

De�nice 10 �Rekneme, �ze posloupnost r.n.v. (Xn; n 2 N ) je p.i.i.d. (pair-

wise independent identically distributed), jestli�ze L(Xn) = L(X1) pro ka�zd�e

n 2 N a Xn; Xk jsou nez�avisl�e pro ka�zd�e n; k 2 N , n 6= k.

V�eta 14 (Chung) Kdy�z (Xn; n 2 N ) jsou p.i.i.d. a X1 2 L1, pak

1

n

nX
k=1

Xk

s:j:�����!
n!+1

EX1 :
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D�ukaz viz [17].

De�nice 11 �Rekneme, �ze posloupnost r.n.v. (Xn; n 2 N ) m�a symetrick�e

rozd�elen��, jestli�ze

L (X1; X2; : : : ; Xk) = L (�1X1; �2X2; : : : ; �kXk)

pro ka�zd�e �i 2 f�1; 1g, i 2 N a ka�zdou d�elku k 2 N .

V�eta 15 (Hong) Necht' (Xn; n 2 N ) jsou p.i.i.d. a tato posloupnost m�a

symetrick�e rozd�elen�� s EX1 = � a VarX1 = �2, 0 < �2 < +1. PakP
n

k=1Xk � n�p
n�

D�����!
n!+1

X ; L(X) = N(0; 1) :

Dokonce

L
�Pn

k=1Xk � n�p
n�

�
jX1j; jX2j; jX3j; : : :

�
w�����!

n!+1
N(0; 1) s.j. ;

kde w ozna�cuje slabou konvergenci pravd�epodobnostn��ch m�er.

D�ukaz najdeme v �cl�anku [16].

5 m-z�avisl�e posloupnosti

De�nice 12 �Rekneme, �ze posloupnost r.n.v. (Xn; n 2 N ) je m-z�avisl�a pro

m 2 N , jestli�ze vektor (X1; X2; : : : ; Xk) a posloupnost (Xk+m+n; n 2 N )

jsou nez�avisl�e pro ka�zd�e k 2 N .

5.1 S�c��tatelnost �rady

V�ety pro s�c��tatelnost �rady plynou okam�zit�e z v�ysledk�u pro nez�avisl�e r.n.v.

Sta�c�� si jen uv�edomit, �ze m-z�avislou posloupnost m�u�zeme rozd�elit na m+ 1

posloupnost�� nez�avisl�ych r.n.v. Ov�sem ztr�ac��me ekvivalenci, kter�a plat�� pro

nez�avisl�e r.n.v.

V�eta 16 Necht' (Xn; n 2 N ) je m-z�avisl�a posloupnost, m 2 N a Xn 2 L2
pro ka�zd�e n 2 N . Kdy�z

P+1

n=1VarXn < +1, potom je �rada
P+1

n=1(Xn �
EXn) s�c��tateln�a s.j. i v L2.

V�eta 17 Necht' (Xn; n 2 N ) je m-z�avisl�a posloupnost, m 2 N a necht' exis-

tuje 0 < c < +1 takov�e, �ze

+1X
n=1

Prob(jXnj > c) < +1 ;

+1X
n=1

Var
�
XnI[jXnj�c]

�
< +1
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a �rady

+1X
n=0

E
�
Xnm+kI[jXnm+kj�c]

�
jsou s�c��tateln�e pro ka�zd�e k 2 f1; 2; : : : ;m+1g :

Potom je �rada
P+1

n=1Xn s�c��tateln�a s.j.

5.2 Siln�y z�akon velk�ych �c��sel

V�eta 18 Necht' (Xn; n 2 N ) je m-z�avisl�a posloupnost, m 2 N a 0 < b1 �
b2 � b3 � : : :, bn ! +1.

Kdy�z

+1X
n=1

VarXn

b2
n

< +1 ; potom
1

bn

nX
k=1

(Xk � EXk)
s:j:�����!

n!+1
0 :

V�etu lze dok�azat spojen��m v�ety 16 a lemmatu 3.

V�eta 19 Pro (Xn; n 2 N ) m-z�avislou posloupnost, m 2 N , L(Xn) = L(X1)

pro ka�zd�e n 2 N a X1 2 L1 plat��

1

n

nX
k=1

Xk

s:j:�����!
n!+1

EX1 :

Tato v�eta plyne ihned z v�ety 3.

5.3 Centr�aln�� limitn�� v�ety

m-z�avisl�a posloupnost je automaticky siln�y mixing, viz. paragraf 10. Proto

pro ni plat�� centr�aln�� limitn�� v�eta.

V�eta 20 Necht' (Xn; n 2 N ) je m-z�avisl�a stacion�arn�� posloupnost pro n�ejak�e

m 2 N a X1 2 L2, EX1 = 0. Ozna�c��me-li �2 = VarX1 + 2
P

m+1

k=2 covX1Xk,

potom

1p
n

nX
k=1

Xk

D�����!
n!+1

X ; L(X) = N(0; �2) :

6 Nekorelovan�e n�ahodn�e veli�ciny

V�eta 21 Necht' (Xn; n 2 N ) jsou nekorelovan�e a Xn 2 L2 pro ka�zd�e n 2
N . Potom

P+1

n=1(Xn � EXn) je s�c��tateln�a v L2 tehdy a jen tehdy kdy�zP+1

n=1VarXn < +1.
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V�eta 22 Necht' r.n.v. (Xn; n 2 N ) jsou nekorelovan�e a

+1X
n=1

(logn)2VarXn < +1 ;

potom
P+1

n=1(Xn � EXn) je s�c��tateln�a s.j.

V�eta je uvedena s d�ukazem v [23], v�eta 2.3.2, str. 20. Pro konstanty an =

o((log n)2) ji�z existuj�� p�r��klady posloupnost�� nekorelovan�ych r.n.v. s vlast-

nost��
P+1

n=1 anVarXn < +1 ale �rada
P+1

n=1(Xn � EXn) nen�� s�c��tateln�a s.j.

viz. [1], str. 88.

V�eta 23 Necht' (Xn; n 2 N ) jsou nekorelovan�e r.n.v. a 0 < b1 � b2 � b3 �
: : :, bn ! +1. Kdy�z

+1X
n=1

(logn)2VarXn

b2
n

< +1 ;

potom

1

bn

nX
k=1

(Xk � EXk)
s:j:�����!

n!+1
0 :

V�etu lze dok�azat spojen��m v�ety 22 a lemmatu 3.

V�eta 24 (�Ceby�sev) Necht' (Xn; n 2 N ) jsou nekorelovan�e r.n.v. a bn > 0,

bn ! +1. Kdy�z

1

b2
n

nX
k=1

VarXk �����!
n!+1

0 ;

potom

1

bn

nX
k=1

(Xk � EXk)
P�����!

n!+1
0 :

V�eta 25 Necht' (Xn; n 2 N ) jsou nekorelovan�e r.n.v. a A = (ak;n)k;n2N je

T�oplitzova matice. Kdy�z

+1X
k=1

jak;nj2VarXk < +1 ;

potom je �rada
+1X
k=1

ak;n(Xk � EXk) s�c��tateln�a v L2 :
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Kdy�z nav��c
+1X
k=1

jak;nj2VarXk �����!
n!+1

0 ;

potom plat��
+1X
k=1

ak;n(Xk � EXk)
P�����!

n!+1
0 :

7 Martingaly

De�nice 13 Necht' (Sn; n 2 N ) a (Xn; n 2 N ) jsou posloupnosti integrova-

teln�ych r.n.v. a (Fn; n 2 N ) je posloupnost �-algeber, Fn � Fn+1 � A pro

ka�zd�e n 2 N takov�a, �ze Sn i Xn jsou Fn-m�e�riteln�e pro ka�zd�e n 2 N .

� Posloupnost ((Sn;Fn); n 2 N ) je martingal, jestli�ze

E[Sn+1/Fn] = Sn s.j. pro ka�zd�e n 2 N .

� Posloupnost ((Sn;Fn); n 2 N ) je submartingal, jestli�ze

E[Sn+1/Fn] � Sn s.j. pro ka�zd�e n 2 N .

� Posloupnost ((Sn;Fn); n 2 N ) je supermartingal, jestli�ze

E[Sn+1/Fn] � Sn s.j. pro ka�zd�e n 2 N .

� Posloupnost ((Xn;Fn); n 2 N ) je posloupnost martingalov�ych (sub-

martingalov�ych nebo supermartingalov�ych) diferenc��, jestli�ze posloup-

nost ((
P

n

k=1Xk;Fn) ; n 2 N ) tvo�r�� martingal (submartingal nebo su-

permartingal).

�Casto sta�c�� uva�zovat p�rirozen�e �-algebry Fn = �(S1; S2; : : : ; Sn). Proto

se pou�z��v�a zjednodu�sen�eho zna�cen��.

De�nice 14 Necht' Sn; n 2 N a (Xn; n 2 N ) jsou posloupnosti integrovatel-

n�ych r.n.v.

� Posloupnost (Sn; n 2 N ) je martingal, jestli�ze

E[Sn+1/S1; S2; : : : ; Sn] = Sn s.j. pro ka�zd�e n 2 N .

� Posloupnost (Sn; n 2 N ) je submartingal, jestli�ze

E[Sn+1/S1; S2; : : : ; Sn] � Sn s.j. pro ka�zd�e n 2 N .

� Posloupnost (Sn; n 2 N ) je supermartingal, jestli�ze

E[Sn+1/S1; S2; : : : ; Sn] � Sn s.j. pro ka�zd�e n 2 N .

� Posloupnost (Xn; n 2 N ) je posloupnost martingalov�ych (submartin-

galov�ych nebo supermartingalov�ych) diferenc��, jestli (
P

n

k=1Xk; n 2 N )

tvo�r�� martingal (submartingal nebo supermartingal).
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De�nice jsou konzistentn�� nebot', kdy�z ((Xn;Fn); n 2 N ) je martingal

(submartingal, supermartingal nebo jejich diference), potom (Xn; n 2 N ) je

martingal (submartingal, supermartingal nebo jejich diference).

7.1 Sou�cet �rady

Pro submartingaly plat�� n�ekolik konvergen�cn��ch v�et, kter�e lze ch�apat jako

v�ety pro sou�cty jejich diferenc��.

V�eta 26 Jestli�ze (Sn; n 2 N ) je submartingal a sup
n2N ES+

n
< +1, potom

existuje integrovateln�a r.n.v. S takov�a, �ze Sn
s:j:�����!

n!+1
S.

V�eta je uvedena s d�ukazem v [22], v�eta VI.3.1, str. 357.

V�eta 27 Jestli�ze (Sn; n 2 N ) je stejnom�ern�e integrovateln�y submartingal,

potom existuje integrovateln�a r.n.v. S takov�a, �ze Sn
s:j:�����!

n!+1
S a z�arove�n

Sn
L1�����!

n!+1
S.

Dokonce plat�� Sn = E[S/S1; S2; : : : ; Sn] s.j. pro ka�zd�e n 2 N .

V�eta je uvedena s d�ukazem v [22], v�eta VI.3.5, str. 359.

V�eta 28 Necht' (Xn; n 2 N ) je posloupnost martingalov�ych diferenc�� s vlast-

nost�� E(sup
n2N Xn)

+
< +1. Ozna�cme Sn =

P
n

k=1Xk. Potom je �radaP+1

k=1Xk s�c��tateln�a s.j. na mno�zin�e kde sup
n2N Sn < +1.

V�eta je uvedena s d�ukazem v [22], v�eta VI.3.16, str. 364.

V�eta 29 Necht' (Xn; n 2 N ) jsou martingalov�e diference a
P+1

n=1VarXn <

+1, potom
P+1

n=1Xn je s�c��tateln�a s.j. a tento sou�cet je integrovateln�a r.n.v.

V�eta je uvedena s d�ukazem v [22], VI.3.12, str.362.

7.2 Z�akony velk�ych �c��sel

V�eta 30 Necht' (Xn; n 2 N ) jsou martingalov�e diference a 0 < b1 � b2 �
b3 � : : :, bn ! +1.

Kdy�z

+1X
k=1

VarXk

b2
k

< +1 ; potom
1

bn

nX
k=1

Xk

s:j:�����!
n!+1

0 :

V�etu lze dok�azat slo�zen��m v�ety 29 a lemmatu 3. V�eta je uvedena s d�u-

kazem v [22], VI.3.12, str.363.
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V�eta 31 (Chow) Necht' (Sn; n 2 N ) je nez�aporn�y submartingal, 0 < b1 �
b2 � b3 � : : :, bn ! +1 a 1 � p < +1. Kdy�z Sn 2 Lp pro ka�zd�e n 2 N a

+1X
k=1

E
�
S
p

k+1 � S
p

k

�
b
p

k+1

< +1 ;

potom

Sn

bn

s:j:�����!
n!+1

0 a z�arove�n tak�e
Sn

bn

Lp�����!
n!+1

0 :

D�ukaz viz [22], VI.3.26, str.368. Speci�aln�e z t�eto v�ety plyne SZV�C pro

martingaly.

V�eta 32 Necht' (Sn; n 2 N ) je martingal, p � 1, Sn 2 Lp pro ka�zd�e n 2 N
a 0 < b1 � b2 � b3 � : : :, bn ! +1. Kdy�z

+1X
k=1

E[jSk+1jp � jSkjp]
b
p

k+1

< +1 ;

potom

Sn

bn

s:j:�����!
n!+1

0 a z�arove�n tak�e
Sn

bn

Lp�����!
n!+1

0 :

7.3 Centr�aln�� limitn�� v�ety

Pro martingalov�e diference existuje n�ekolik centr�aln��ch limitn��ch v�et.

V�eta 33 (McLeish) Necht' pro ka�zd�e n 2 N jsou d�any martingalov�e dife-

rence X1;n; X2;n; : : : ; Xkn;n
, kn 2 N . D�ale necht' plat��

1. sup
n2N Emax

�
jXk;nj2 : k = 1; 2; : : : ; kn

	
< +1;

2. max fjXk;nj : k = 1; 2; : : : ; kng P�����!
n!+1

0;

3.
P

kn

k=1X
2
k;n

P�����!
n!+1

�2, kde 0 � � < +1.

Pak
knX
k=1

Xk;n

D�����!
n!+1

X ; L(X) = N(0; �2) :

D�ukaz viz [20] nebo [22], v�eta VI.4.1, str. 370.
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V�eta 34 (Hall,Heyde) Necht' pro ka�zd�e n 2 N jsou X1;n; X2;n; : : : ; Xkn;n
,

kn 2 N martingalov�e diference vzhledem k �ltraci F1;n � F2;n � : : : �
Fkn;n � A, kn 2 N . D�ale necht' plat��

1. Posloupnost �-algeber je "zas��t�en�a" (nested), t.j. kn � kn+1 a Fk;n �
Fk;n+1 pro v�sechny indexy k = 1; 2; � � � ; kn, n 2 N .

2. sup
n2N Emax

�
jXk;nj2 : k = 1; 2; : : : ; kn

	
< +1;

3. max fjXk;nj : k = 1; 2; : : : ; kng D�����!
n!+1

0;

4.
P

kn

k=1X
2
k;n

P�����!
n!+1

�2 pro nez�apornou r.n.v. �.

Pak
knX
k=1

Xk;n

D�����!
n!+1

�Z (stably) ;

kde L(Z) = N(0; 1) a Z, � jsou nez�avisl�e r.n.v.

D�ukaz viz [4], v�eta 3.2., str. 58. V [19] je uk�az�ano zobecn�en�� t�echto v�et

ov�sem bez stability. Pro �uplnost uved'me zobecn�en�� McLeishovy v�ety.

V�eta 35 Necht' pro ka�zd�e n 2 N jsou d�any martingalov�e diference X1;n,

X2;n, : : : , Xkn;n
, kn 2 N . D�ale necht' plat��

1. EmaxfjXk;nj : k = 1; 2; : : : ; kng �����!
n!+1

0;

2.
P

kn

k=1X
2
k;n

D�����!
n!+1

�2, kde 0 � � < +1.

Pak
knX
k=1

Xk;n

D�����!
n!+1

X ; L(X) = N(0; �2) :

8 Podm��nky martingalov�eho typu

V�eta 36 (Brown) Necht' X1;n; X2;n; � � � ; Xkn;n
, kn 2 N , n 2 N jsou r.n.v.

s kone�cn�ym rozptylem VarXk;n = �2
k;n

. Polo�zme �2
n
= �21;n+�

2
2;n+� � �+�2kn;n.

Kdy�z 0 < �2
n
< +1 a je-li spln�eno

1. 1
�n

P
kn�1

k=1 E[Xk+1;n/X1;n; X2;n; : : : ; Xk;n]
D�����!

n!+1
0;
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2. 1
�2
n

P
kn�1

k=1 Var(Xk+1;n/X1;n; X2;n; : : : ; Xk;n)
D�����!

n!+1
1;

3. pro ka�zd�e " > 0 je

1

�2
n

kn�1X
k=1

E
�
X2
k+1;nI[jXk+1;nj�"�n]

�
X1;n; X2;n; : : : ; Xk;n

� D�����!
n!+1

0 ;

pak

1

�n

knX
k=1

Xk;n

D�����!
n!+1

X ; L(X) = N(0; 1) :

V�eta je uvedena v [28], v�eta 7.6.2, str. 177 a v ekvivalentn�� formulaci

v [22], VI.4.9, str. 376.

9 Stacion�arn�� posloupnosti

De�nice 15 �Rekneme, �ze posloupnost r.n.v. (Xn; n 2 N ) je stacion�arn��,

jestli�ze

L(X1; X2; : : : ; Xk) = L(X2; X3; : : : ; Xk+1) pro ka�zd�e k 2 N .

De�nice 16 �Rekneme, �ze oboustrann�a posloupnost r.n.v. (Xn; n 2 Z) je

stacion�arn��, jestli�ze

L(Xk; Xk+1; : : : ; Xl) = L(Xk+1; Xk+2; : : : ; Xl+1) pro ka�zd�e k; l 2 N , k � l.

Stacion�arn�� posloupnost (stacion�arn�� oboustrannou posloupnost) m�u�zeme

v�zdy uva�zovat jako posloupnost projekc�� na pravd�epodobnostn��m prostoru

(RN ;BN ; PX) (p�r��padn�e na (RZ ;BZ ; PX )), kde PX je rozd�elen�� posloupnosti

X . T�eto reprezentaci se �r��k�a kanonick�a verze procesu X . Je proto d�ule�zit�y

pojem shiftu na RN (na RZ) a �-algebry invariantn��ch mno�zin na RN (na

RZ).
De�nice 17 Isomor�smus TN : RN ! RN takov�y, �ze T (x)k = xk+1 pro

ka�zd�e x 2 RN a k 2 N se naz�yv�a shift (vlevo) na RN a �-algebra IN =

fA 2 BN : T�1
N

(A) = Ag se naz�yv�a �-algebra invariantn��ch mno�zin na RN .
Isomor�smus TZ : RZ ! RZ takov�y, �ze T (x)k = xk+1 pro ka�zd�e x 2 RZ

a k 2 Z se naz�yv�a (oboustrann�y) shift na RZ a �-algebra IZ = fA 2 BZ :

T�1
Z

(A) = Ag se naz�yv�a �-algebra invariantn��ch mno�zin na RZ .
De�nice 18 �Rekneme, �ze stacion�arn�� posloupnost X = (Xn; n 2 N ) je er-

godick�a, jestli�ze pro ka�zdou invariantn�� mno�zinu B 2 IN je bud'

Prob(X 2 B) = 1 nebo Prob(X 2 B) = 0.
�Rekneme, �ze stacion�arn�� oboustrann�a posloupnost X = (Xn; n 2 Z) je

ergodick�a, jestli�ze pro ka�zdou invariantn�� mno�zinu B 2 IZ je bud'

Prob(X 2 B) = 1 nebo Prob(X 2 B) = 0.
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V n�asleduj��c��ch v�et�ach uva�zujeme kanonick�e verze sledovan�ych stacion�ar-

n��ch posloupnost�� a stacion�arn��ch oboustrann�ych posloupnost��. Tato �umluva

n�am umo�zn�� pou�z��vat jednodu�s�s��ho a pr�uhledn�ej�s��ho zna�cen��.

9.1 Z�akony velk�ych �c��sel

V�eta 37 (Birkho�) Pro (Xn; n 2 N ) stacion�arn�� posloupnost r.n.v., X1 2
L1, plat��

1

n

nX
k=1

Xk

s:j:�����!
n!+1

E[X1/IN ] :

D�ukaz viz [22], VI.6.6, str.395.

V�eta 38 (Von Neumann) Pro (Xn; n 2 N ) stacion�arn�� posloupnost, X1 2
Lp, p � 1 plat��:

1

n

nX
k=1

Xk

s:j:�����!
n!+1

E[X1/IN ] ;
1

n

nX
k=1

Xk

Lp�����!
n!+1

E[X1/IN ] :

D�ukaz viz [22], VI.6.8, str.398.

9.2 Centr�aln�� limitn�� v�ety

Existuj�� zhruba �re�ceno �cty�ri typy p�redpoklad�u, kter�e zaji�st'uj�� platnost CLV.

Prvn�� skupina p�redpoklad�u se op��r�a o martingaly a SZV�C pro stacion�arn��

posloupnosti.

V�eta 39 (Billingsley, Ibragimov) Necht' (Xn; n 2 N ) je ergodick�a sta-

cion�arn�� posloupnost martingalov�ych diferenc�� s EX1 = 0 a 0 < VarX1 =

�2 < +1. Potom

1

�
p
n

nX
k=1

Xk

D�����!
n!+1

Z ; L(Z) = N(0; 1) :

V�eta je uvedena s d�ukazem v [22], VI.6.9, str. 398. Jde vlastn�e o d�usledek

McLeishovy v�ety 33. V�eta byla dok�az�ana poprv�e nez�avisle v �cl�anc��ch [7] a

[18].

V�eta 40 (Hall,Heyde) Necht' (Xn; n 2 N ) je stacion�arn�� posloupnost mar-

tingalov�ych diferenc�� s EX1 = 0 a 0 < VarX1 = �2 < +1. Potom

1p
n

nX
k=1

Xk

D�����!
n!+1

�Z (stably) ; kde

L(Z) = N(0; 1), � � 0, �2 = E
�
X2
1

�
IN
�
a.s. a r.n.v. � a Z jsou nez�avisl�e.



5 C OU

V�eta je d�usledkem v�ety 34. Dal�s�� zes��len�� tvrzen�� v�ety pro ergodick�e

komponenty najdeme v [27].

Dal�s�� v�ysledky vy�zaduj�� oboustrann�e stacion�arn�� posloupnosti a jsou za-

lo�zeny na existenci invariantn�� �-algebry maj��c�� speci�aln�� vlastnosti. Pro

volbu t�eto �-algebry v�sak neexistuje �z�adn�y obecn�y n�avod. V n�ekter�ych

p�r��padech vysta�c��me s volbou "p�rirozen�e" �-algebry � (X�i; i 2 N0). Ex-

istuj�� v�sak jednoduch�e p�r��klady v nich�z s touto volbou neusp�ejeme.

De�nice 19 �Rekneme, �ze �-algebra M� BZ je invariantn��, kdy�z T�1
Z
M�

M, kde TZ je shift na RZ .

Pov�simn�eme si rozd��lu mezi invariantn�� �-algebrou a �-algebrou invari-

antn��ch mno�zin. Neplet'me si proto tyto dva rozd��ln�e pojmy.

De�nice 20 Pro stacion�arn�� oboustrannou posloupnost X = (Xn; n 2 Z)
budeme ozna�covat jako QX mno�zinu v�sech funkc�� g 2 L2(BZ ; PX), pro kter�e

existuje invariantn�� �-algebraM� BZ a k 2 Z tak, �ze g 2 L2(T�kZ M; PX)	
L2(T

k

Z
M; PX).

Druh�y typ p�redpoklad�u se zakl�ad�a na aproximac��ch navr�zen�ych v �cl�anku

[14].

V�eta 41 (Gordin) Necht' X = (Xn; n 2 Z) je ergodick�a stacion�arn�� obou-

strann�a posloupnost. Kdy�z pro funkci f 2 L2(BZ ; PX ) plat��

inf
g2QX

lim sup
n!+1

1

n
E

�����
n�1X
k=1

(f(Xk)� g(Xk))

�����
2

= 0 ;

pak existuje limita limn!+1
1
n
Var(

P
n

k=1 f(Xk)) = �2 a plat��

1p
n

nX
k=1

f(Xk)
D�����!

n!+1
Z (stably) ; L(Z) = N(0; �2) :

V�eta byla dok�az�ana v [14]. V�ysledky z �cl�anku [14] byly zobecn�eny pro

neergodickou verzi v [12], v d�ukaze je v�sak chyba. Korektn�� d�ukazy a dal�s��

vylep�sen�� tvrzen�� p�rinesl �cl�anek [27]. Uv�ad��me proto a�z tuto verzi.

V�eta 42 (Eagleson, Voln�y) Necht' (Xn; n 2 Z) je stacion�arn�� oboustrann�a
posloupnost. Kdy�z pro funkci f 2 L2(BZ ; PX) plat��

inf
g2QX

lim sup
n!+1

1

n
E

�����
n�1X
k=1

(f(Xk)� g(Xk))

�����
2

= 0 ;
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pak existuje limita 1
n
E
h
(
P

n

k=1 f(Xk))
2
.
IZ

i
L1�����!

n!+1
�2 a plat��

1p
n

nX
k=1

f(Xk)
D�����!

n!+1
�Z (stably) ;

L(Z) = N(0; 1) a Z, � jsou nez�avisl�e.

Tvrzen�� v�ety je je�st�e vylep�seno pro ergodick�e komponenty v �cl�anku [27].

T�ret�� typ p�redpoklad�u p�redpokl�ad�a existenci invariantn�� �-algebru se

speci�aln��mi vlastnostmi.

V�eta 43 (Heyde) Necht' X = (Xn; n 2 Z) je ergodick�a stacion�arn�� obou-

strann�a posloupnost s EX1 = 0 a M� BZ je invariantn�� �-algebra. Necht'

1. Suma X
n2Z

�
E
�
Xn/T

�1
Z
M
�
� E[Xn/M]

�
je s�c��tateln�a v L2,

2. Je spln�ena rovnost

�2 = lim sup
n!+1

1

n
Var

 
nX

k=1

Xk

!
=

= Var

 X
n2Z

�
E
�
Xn/T

�1
Z
M
�
� E[Xn/M]

�!
< +1 :

Potom plat��

1p
n

nX
k=1

Xk

D�����!
n!+1

Z ; L(Z) = N(0; �2) :

V�eta je dok�az�ana v [15]. Neergodickou verzi t�eto v�ety najdeme v �cl�anku

[27].

V�eta 44 (Voln�y) Necht' X = (Xn; n 2 Z) je stacion�arn�� oboustrann�a pos-

loupnost s EX1 = 0 a M� BZ je invariantn�� �-algebra. Necht'

1. Suma X
n2Z

�
E
�
Xn/T

�1
Z
M
�
� E[Xn/M]

�
je s�c��tateln�a v L2,
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2. Je spln�ena rovnost

�2 = lim sup
n!+1

1

n
Var

 
nX

k=1

Xk

!
=

= Var

 X
n2Z

�
E
�
Xn/T

�1
Z
M
�
� E[Xn/M]

�!
< +1 :

Potom 1
n
E
h
(
P

n

k=1Xk)
2
.
IZ
i

L1�����!
n!+1

�2 a plat��

1p
n

nX
k=1

Xk

D�����!
n!+1

�Z ;

L(Z) = N(0; 1) a Z, � jsou nez�avisl�e r.n.v.

V �cl�anku [27] najdeme tak�e zlep�sen�� tvrzen�� pro ergodick�e komponenty.
�Ctvrt�y typ p�redpoklad�u byl navr�zen op�et Gordinem v noticce [13].

V�eta 45 (Gordin) Necht' X = (Xn; n 2 Z) je ergodick�a stacion�arn�� obou-

strann�a posloupnost s EX1 = 0 a M � BZ je invariantn�� �-algebra. Necht'

je d�ale spln�eno

1. Existuje kone�cn�y limes superior

lim sup
n!+1

1p
n
E

�����
nX

k=1

Xk

����� < +1 ;

2. N�asleduj��c�� sou�cty jsou kone�cn�e

+1X
n=1

jE[X1/T
n

ZM]j < +1 s.j.;

+1X
n=1

��X1 � E
�
X1/T

�n

Z
M
��� < +1 s.j.

Potom existuje limita

�2 =

p
2p
�

lim
n!+1

1p
n
E

�����
nX

k=1

Xk

����� < +1

a plat��

1p
n

nX
k=1

Xk

D�����!
n!+1

Z ; L(Z) = N(0; �2) :
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V�ysledky z noticky [13] byly nejd�r��ve dok�az�any v [4]. V d�ukaze je v�sak

chyba. Korektn�� formulace a d�ukaz poch�az�� z [6].

Zobecn�en�� pro neergodick�y p�r��pad nalezneme v [27]. Zat��m nejobecn�ej�s��

je v�ysledek z [24].

V�eta 46 (Voln�y) Necht' X = (Xn; n 2 Z) je ergodick�a stacion�arn�� obou-

strann�a posloupnost s EX1 = 0 a M � BZ je invariantn�� �-algebra. Necht'

je d�ale spln�eno

1. Existuje kone�cn�y limes superior

lim sup
n!+1

1p
n
E

"�����
nX

k=1

Xk

�����
,

IZ
#
< +1 s.j.

2. Sumy
+1X
n=1

E[X1/T
n

ZM] ;

+1X
n=1

�
X1 � E

�
X1/T

�n

Z
M
��

jsou s�c��tateln�e v L2.

Potom existuje limita

�2 =

p
2p
�

lim
n!+1

1p
n
E

"�����
nX

k=1

Xk

�����
,

IZ

#
< +1

a plat��

1p
n

nX
k=1

Xk

D�����!
n!+1

�Z ;

L(Z) = N(0; 1) a Z, � jsou nez�avisl�e r.n.v.

10 Mixingy

De�nice 21 Pro oboustrannou posloupnost r.n.v. (Xn; n 2 Z) de�nujeme

�-algebry

� Ml

k
= �fXn; n = k; k + 1; : : : ; lg pro k; l 2 Z a k � l,

� M+1
k

= �fMk+j

k
; j 2 Ng, Ml

�1 = �fMl

l�j
; j 2 Ng pro k; l 2 Z,

� M+1
�1 = �fMk

�k
; k 2 Ng.

Pro dv�e �-algebry se pou�z��vaj�� n�asleduj��c�� m��ry vzd�alenosti.
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De�nice 22 Necht' B; C � A jsou dv�e �-algebry, pak zav�ad��me n�asleduj��c��

m��ry vzd�alenosti t�echto �-algeber:

�  (B; C) = sup
n��� Prob(B\C)

Prob(B)Prob(C)
� 1
��� : Prob(B) > 0;Prob(C) > 0,

B 2 B; C 2 C
o
,

� �(B; C) = sup
n���Prob(C/B)� Prob(C)

��� : Prob(B) > 0,

B 2 B; C 2 C
o
,

� �(B; C) = E
h
sup

n
jProb(C/B)� Prob(C)j : C 2 C

oi
,

� �(B; C) = sup
n
jProbB \ C � Prob(B) Prob(C)j : B 2 B; C 2 C

o
,

� �(B; C) = sup
n
jcor(�; �)j : � je B-m�e�riteln�a; � je C-m�e�riteln�a,

Var� = 1;Var� = 1
o
.

De�nice 23 Pro oboustrannou posloupnost (Xn; n 2 Z) zav�ad��me termino-

logii:

� (Xn; n 2 Z) je �-mixing, kdy�z

 (k) = sup
l2Z  (Ml

�1;M+1
k+l ) �����!

k!+1
0,

� (Xn; n 2 Z) je �-mixing, kdy�z

�(k) = sup
l2Z �(Ml

�1;M+1
k+l ) �����!

k!+1
0,

� (Xn; n 2 Z) je absolutn�e regul�arn��, kdy�z

�(k) = sup
l2Z �(Ml

�1;M+1
k+l ) �����!

k!+1
0,

� (Xn; n 2 Z) je siln�y mixing, kdy�z

�(k) = sup
l2Z �(Ml

�1;M+1
k+l ) �����!

k!+1
0.

Poznamenejme, �ze pokud je posloupnost (Xn; n 2 Z) stacion�arn��, potom
suprema v de�nic��ch odpadnou. Rozezn�av�a se podstatn�e v�et�s�� po�cet typ�u

mixing�u. Pro �upln�ej�s�� p�rehled doporu�cujeme z�ajemc�um kn���zku [28], kapi-

tola 3, str. 25-46. Zde tak�e nalezneme z�akladn�� vztahy mezi jednotliv�ymi

mixingy, viz. [28], kapitola 3.8., str. 42-46.

Pov�simn�eme si, �ze uveden�e n�azvoslov�� je pon�ekud zav�ad�ej��c�� nebot' siln�y

mixing vlastn�e znamen�a nejslab�s�� p�redpoklady.
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10.1 Z�akony velk�ych �c��sel

V�eta 47 Necht' (Xn; n 2 Z) je siln�y mixing a oboustrann�a stacion�arn�� pos-

loupnost s EX1 = � a matice A = (ak;n)k;n2N je T�oplitzova. Kdy�z existuje


 > 0 takov�e, �ze

EjX1j1+
1

 < +1 ;

+1X
j=1

�
1

1+
 (j) < +1 ; potom

+1X
k=1

ak;nXk

P�����!
n!+1

� :

V�eta je uk�az�ana v [28], v�eta 12.2.1, str. 329.

V�eta 48 Necht' (Xn; n 2 Z) je siln�y mixing a oboustrann�a stacion�arn�� pos-

loupnost s EX1 = � a matice A = (ak;n)k;n2N je T�oplitzova. Kdy�z existuj��

� > 
 > 0, � > 0 takov�e, �ze

EjX1j1+
1

 < +1 ; �(n) = O

�
n��

�
; max

k2N
jak;nj = O

�
n��

�
;

potom
+1X
k=1

ak;nXk

s:j:�����!
n!+1

� :

V�eta je uk�az�ana v [28], v�eta 12.2.2, str. 331.

10.2 Centr�aln�� limitn�� v�ety

V�eta 49 (Dehling,Denker,Philipp) Necht' (Xn; n 2 N ) je siln�y mixing a

oboustrann�a stacion�arn�� posloupnost s EX1 = 0, VarX1 = 1. Ozna�cme

s2
n
= E

 
nX

k=1

Xk

!2

a �n =

r
�

2
E

�����
nX

k=1

Xk

����� :
Kdy�z plat��

lim inf
n!+1

1

sn
E

�����
nX

k=1

Xk

����� > 0

a existuje posloupnost �c��sel 0 < an � +1, an ! +1 takov�a, �ze

lim sup
n!+1

1

�2
n

E

2
4 nX

k=1

Xk

!2

I[jPn

k=1
Xkj�ansn]

3
5 � 1 ;

potom

1

�n

nX
k=1

Xk

D�����!
n!+1

X ; L(X) = N(0; 1) :
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V�etu nalezneme v [28], v�eta 8.2.3, str. 189.

V�eta 50 Necht' (Xn; n 2 Z) je siln�y mixing a oboustrann�a stacion�arn�� pos-

loupnost. Necht' EX1 = 0, jX1j � K < +1 a �(n) = O
�
n�(1+�)

�
pro � > 0.

Potom �rada �2 = VarX1 + 2
P+1

k=2 cov(X1; Xk) konverguje absolutn�e a

1p
n

nX
k=1

Xk

D�����!
n!+1

X ; L(X) = N(0; �2) :

V�eta 51 Necht' (Xn; n 2 Z) je siln�y mixing a oboustrann�a stacion�arn�� pos-

loupnost. Necht' EX1 = 0, EjX1j2+� < +1 a �(n) = O
�
n�(1+�)(1+

2
�
)
�

pro n�ejak�e � > 0 a � > 0. Potom �rada �2 = VarX1 + 2
P+1

k=2 cov(X1; Xk)

konverguje absolutn�e a

1p
n

nX
k=1

Xk

D�����!
n!+1

X ; L(X) = N(0; �2) :

Tyto dv�e v�ety nalezneme v [28] shrnut�e ve v�et�e 7.4.2, str. 166.

V�eta 52 (Denker, Voln�y) Necht' (Xn; n 2 Z) je siln�y mixing a oboustran-

n�a stacion�arn�� posloupnost, EX1 = 0 a VarX1 < +1. Polo�zme �2
n

=

Var(
P

n

k=1Xk). Kdy�z �
2
n
! +1, pak je ekvivalentn��:

�
1

�n

nX
k=1

Xk

D�����!
n!+1

X ; L(X) = N(0; 1)

� Mno�zina r.n.v.8<
: 1

�2
n

 
nX

k=1

Xk

!2

; n 2 N

9=
; je stejnom�ern�e integrovateln�a.

V�eta byla dok�az�ana v �cl�anc��ch [11], [25] a [5]. Nalezneme ji tak�e v kn���zce

[28], v�eta 8.2.1, str. 183. Pro nestacion�arn�� mixingy je v�eta zobecn�ena

v �cl�anku [26].

11 Homogenn�� Markovovy �ret�ezce

De�nice 24 �Rekneme, �ze posloupnost r.n.v. (Xn; n 2 N ) tvo�r�� homogenn��

Markov�uv �ret�ezec se stavy v mno�zin�e S = (S;S), jestli�ze Xn 2 S pro

ka�zd�e n 2 N a kdy�z existuje funkce p : S � S ! [0; 1] takov�a, �ze pro

ka�zd�e A 2 S plat�� Prob(Xn+1 2 A/Xn) = p(Xn; A) s.j., A 7! p(s; A) je

pravd�epodobnostn�� m��ra pro ka�zd�e s 2 S a funkce s 7! p(s; A) je S-m�e�riteln�a
pro ka�zdou mno�zinu A 2 A.
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V p�r��pad�e, �ze S je nejv�y�se spo�cetn�a mno�zina sta�c�� m��sto funkce p uva�zovat

pouze matici pravd�epodobnost�� p�rechodu P = (p(s; t))t;s2S .

De�nice 25 �Rekneme, �ze homogenn�� Markov�uv �ret�ezec (Xn; n 2 N ) se sta-

vy v (S;S) a s pravd�epodobnostmi p�rechodu p : S�S ! [0; 1] m�a stacion�arn��

rozd�elen�� � : S ! [0; 1], jestli�ze plat�� �(A) =
R
S
p(s; A) d�(s) pro ka�zd�e

A 2 S.

Pro Markovovy �ret�ezce s nejv�y�se spo�cetnou mno�zinou stav�u zav�ad��me

n�asleduj��c�� terminologii.

De�nice 26 Necht' (Xn; n 2 N ) je homogenn�� Markov�uv �ret�ezec s nejv�y�se

spo�cetn�e stavy S. �Rekneme, �ze stav s 2 S je trval�y, jestli�ze kdy�z za�cneme

ve stavu s, potom se �ret�ezec do stavu s po kone�cn�e mnoha kroc��ch vr�at��

s pravd�epodobnost�� 1.
�Rekneme, �ze stav s 2 S je p�rechodn�y, jestli�ze kdy�z za�cneme ve stavu s,

potom se s kladnou pravd�epodobnost�� �ret�ezec do stavu s nevr�at�� po kone�cn�e

mnoha kroc��ch.
�Rekneme, �ze trval�y stav s 2 S je nulov�y, jestli�ze st�redn�� d�elka doby

n�avratu do stavu s je +1.

De�nice 27 �Rekneme, �ze homogenn�� Markov�uv �ret�ezec (Xn; n 2 N ) s nej-

v�y�se spo�cetn�e stavy S je nerozlo�ziteln�y, jestli�ze je ka�zd�y jeho stav dosa�ziteln�y

po kone�cn�e mnoha kroc��ch z ka�zd�eho jin�eho stavu.

Lemma 4 V nerozlo�ziteln�em Markovov�e �ret�ezci s nejv�y�se spo�cetn�e stavy

jsou v�sechny stavy stejn�eho druhu.

V�eta 53 Kdy�z (Xn; n 2 N ) je homogenn�� nerozlo�ziteln�y Markov�uv �ret�ezec

s kone�cnou mno�zinou stav�u S, pak existuje jednozna�cn�e ur�cen�e stacion�arn��

rozd�elen�� � a plat�� �s > 0 pro ka�zd�e s 2 S.

V�eta 54 Necht' (Xn; n 2 N ) je homogenn�� nerozlo�ziteln�y Markov�uv �ret�ezec

se spo�cetnou mno�zinou stav�u S = fsi : i 2 Ng. Kdy�z

lim
k!+1

max
i2N

+1X
j=k

p(si; sj) = 0 ;

potom existuje jednozna�cn�e ur�cen�e stacion�arn�� rozd�elen�� � a plat�� �s > 0 pro

ka�zd�e s 2 S.

V�eta 55 Necht' (Xn; n 2 N ) je homogenn�� nerozlo�ziteln�y Markov�uv �ret�ezec

s nejv�y�se spo�cetnou mno�zinou stav�u S a s matic�� pravd�epodobnost�� p�rechodu
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P = (p(i; j))i;j2S . Jsou-li v�sechny stavy trval�e nenulov�e, pak existuje jed-

nozna�cn�e ur�cen�e stacion�arn�� rozd�elen�� � a plat�� �s > 0 pro ka�zd�e s 2 S, a

pro ka�zdou omezenou funkci f : Sk ! R, k 2 N plat��

1

n

nX
i=1

f(Xi; Xi+1; :::; Xi+k�1)
s:j:�����!

n!+1

X
t2Sk

f(t)�t1p(t1; t2)�: : :�p(tk�1; tk) ;

1

n

nX
i=1

Varf(Xi; Xi+1; :::; Xi+k�1) �����!
n!+1

�2 ;

1p
n

nX
i=1

�
f(Xi; Xi+1; :::; Xi+k�1)�Ef(Xi; Xi+1; :::; Xi+k�1)

�
D�����!

n!+1
Z ;

kde L(Z) = N(0; �2).

Pro p�r��pad k = 1 a f(t) = I[t=s] kde s 2 S je v�eta s d�ukazem uvedena

v [21].

12 Quasi-ortonorm�aln�� posloupnosti

V�eta 56 Necht' (Xn; n 2 N ) je posloupnost r.n.v., Xn 2 L2 pro ka�zd�e n 2 N
a q : N0 ! R+ je funkce takov�a, �ze

P+1

k=0 q(k) < +1. Jestli�ze je spln�eno

1. Pro ka�zd�e i; j 2 N cov(Xi; Xj) � q(ji� jj)
p
VarXi

p
VarXj .

2.
P+1

n=1

�
log2 n

�
Var(Xn) < +1,

potom je �rada
P+1

n=1 (Xn � EXn) s�c��tateln�a s.j.

V�etu nalezneme s d�ukazem ve [23], corollary 2.4.1, str. 28.

V�eta 57 Necht' (Xn; n 2 N ) je posloupnost r.n.v., Xn 2 L2 pro ka�zd�e n 2
N , 0 < b1 � b2 � : : : :, bn ! +1 a q : N0 ! R+ je funkce takov�a, �zeP+1

k=0 q(k) < +1. Jestli�ze je spln�eno

1. Pro ka�zd�e i; j 2 N cov(Xi; Xj) � q(ji� jj)
p
VarXi

p
VarXj .

2.
P+1

n=1

�
log2 n

�
Var(Xn)

b2
n

< +1,

potom

1

bn

nX
k=1

(Xk � EXk)
s:j�����!

n!+1
0 :

V�etu nalezneme s d�ukazem ve [23], v�eta 3.7.2., str. 202.
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13 H�o�dingova dekompozice

P�ri vy�set�rov�an�� asymptotick�ych vlastnost�� U -statistik se vyu�z��v�a limitn�� v�ety

zalo�zen�ych na H�o�dingov�e dekompozici.

De�nice 28 Necht' (Xn; n 2 N ) je posloupnost r.n.v. a (Yn; n 2 N ) jsou

posloupnosti nez�avisl�ych r.n.v. Ozna�cme FI = �(Yi; i 2 I) pro ka�zdou I � N
kone�cnou. �Rekneme, �ze kolekce r.n.v. (WI;n; I � f1; 2; : : : ; ng; n 2 N ) je

H�o�dingova dekompozice posloupnosti (Xn; n 2 N ) vzhledem k (Yn; n 2 N ),

kdy�z plat��:

1. Xn =
P

I�f1;:::;ngWI;n;

2. WI;n je FI -m�e�riteln�a pro ka�zd�e I � f1; : : : ; ng, n 2 N ;

3. E[WI;n/FJ ] = 0, kdykoli I \ J 6= I, n 2 N .

Poznamenejme, �ze nutn�e Xn je Ff1;:::;ng-m�e�riteln�a pro ka�zd�e n 2 N .

V�eta 58 Necht' (WI;n; I � f1; 2; : : : ; ng; n 2 N ) je H�o�dingova dekom-

pozice posloupnosti (Xn; n 2 N ) vzhledem k posloupnosti nez�avisl�ych r.n.v.

(Yn; n 2 N ) a d 2 N .

Ozna�cme W (n; d) =
X

I � f1; 2; : : : ; ng
card (I) = d

WI;n pro v�sechna n 2 N :

Kdy�z max
i2N

X
I3i

VarWI;n �����!
n!+1

0 ; VarW (n; d) = 1 pro ka�zd�e n 2 N

a EW (n; d)4 �����!
n!+1

3, potom

W (n; d)
D�����!

n!+1
W ; L(W ) = N(0; 1) :

V�etu nalezneme s d�ukazem v �cl�anku [8]. V�etu lze dokonce obr�atit.

V�eta 59 Necht' (WI;n; I � f1; 2; : : : ; ng; n 2 N ) je H�o�dingova dekom-

pozice posloupnosti (Xn; n 2 N ) vzhledem k posloupnosti nez�avisl�ych r.n.v.

(Yn; n 2 N ) a d 2 N .

Ozna�cme W (n; d) =
X

I � f1; 2; : : : ; ng
card (I) = d

WI;n pro v�sechna n 2 N :
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Kdy�z max
i2N

X
I3i

VarWI;n �����!
n!+1

0 ; VarW (n; d) = 1 pro ka�zd�e n 2 N

a je�st�e sup

(
EW 4

I;n

(VarWI;n)2
: I � N ; card (I) < +1; n 2 N

)
< +1 ;

potom

EW (n; d)4 �����!
n!+1

3 () W (n; d)
D�����!

n!+1
W ; L(W ) = N(0; 1) :

Tento v�ysledek by m�el b�yt uk�az�an v [10]. Speci�aln��m p�r��padem v�ety 58

je v�eta v [9].

V�eta 60 Necht' (Xn; n 2 N ) jsou nez�avisl�e r.n.v. a wi;j;n : R2 ! R jsou

borelovsk�e funkce pro ka�zd�e i; j = 1; 2; : : : ; n, i < j, n 2 N . Ozna�cme

�2
i;j;n

= Varwi;j;n(Xi; Xj) a �
2
n
=
P

n�1

i=1

P
n

j=i+1 �
2
i;j;n

. P�redpokl�adejme, �ze

plat��

1. 0 < �n < +1 pro ka�zd�e n 2 N ,

2. E[wi;j;n(Xi; Xj)/Xi] = 0 s.j. pro ka�zd�e i; j = 1; 2; : : : ; n, i < j, n 2 N ,

3. 1
�2
n

max
nP

n

j=i+1 �
2
i;j;n

: i = 1; 2; : : : ; n� 1
o
�����!
n!+1

0,

4. 1
�4
n

E

��P
n�1

i=1

P
n

j=i+1 wi;j;n(Xi; Xj)
�4�

�����!
n!+1

3.

Potom

1

�n

n�1X
i=1

nX
j=i+1

wi;j;n(Xi; Xj)
D�����!

n!+1
W ; L(W ) = N(0; 1) :

14 Jin�e v�ety

Pro jin�e posloupnosti jsem na�sel v�ety.

V�eta 61 Kdy�z pro posloupnost r.n.v. (Xn; n 2 N ) plat��

VarXn �����!
n!+1

0 ; potom Xn � EXn

P�����!
n!+1

0 :

V�eta 62 (Poisson) Necht' Xn; n 2 N je posloupnost r.n.v. s binomick�ym

rozd�elen��m L(Xn) = Bi(n; pn). Kdy�z npn ! � pro n�ejak�e 0 < � < +1, pak

Xn

D�����!
n!+1

X, L(X) = Po(�), kde Po(�) ozna�cuje Poissonovo rozd�elen��

s parametrem �.
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