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Abstract. The methods of data processing are based on the probability
theory, namely on the Strong Law of Large Numbers and on the Central
Limit Theorem. These theorems are well known for the case of i.i.d. random
variables. The goal of the paper is to give a survey of possible ways how to
weaken the i.i.d. assumption. The overview cannot be exhaustive, of course.
Nevertheless, the author is promising to continue his search to enlarge this

collection in future.

Peszrome: Metronpl nsyueHus HabOJIIONEHUN UCIIONb3YIOT pe3yJbTa-
ThI TEOPUM BeposiTHOCTel. [Iperkae BCero BaskeH 3aKOH OOJIBIINX UMCEeJT
U [EHTPAJILHAS [PEeNeIbHAs TeopeMa. ODTBI TEOPEMbl MU3BECTHBI IJIs
HE3aBVUCHUMbIX OAVMHAKO POCIIPEneIeHHBIX CJIy‘{a.ﬁHbIX BEJIMUMVH. CTaTb
CTPEeMUTCs 37eaTh 0030p BO3MOYKHOCTEM, KaK y1aJ0Ch OCJIabUTh 3TO
npenmosioskerarie. OUeBUAHO, UTO BTy NPODIEMATUKY HEBA3MOKHO M3-
yeprnath. Bce Taku, aBTOp 06eliaeT NpoAao/KATH UCCIENOBAHUE, UTO-

OBbI KOJIJIEKIUST CTAJIA PEIpPEe3eHTATUBHOM!.

1 Uvodni definice a poznamky

Cilem tohoto prehledu je shrnout dostupné vysledky o scitatelnosti fad,
zdkonech velkych ¢isel a centrdlnich limitnich vétach pro realné ndhodné
veli¢iny. Pro zkraceni zapisu budeme misto terminu redlnd nahodnd velicina
nebo redlné ndhodné veliciny psat zkratku r.n.v.

Nejdiive uvedme nékteré dulezité definice a poznamky.

1.1 Pouzivané konvergence posloupnosti nahodnych ve-
liéin
Pro posloupnost r.n.v. pouzivime nejcastéji nasledujici ¢tyti typy konver-

genci.

Definice 1 Rekneme, Ze posloupnost r.n.v. Xp,n € N, konverguje k r.n.v.
X s.j. (skoro jisté), jestlize jsou vSechny uvaZované r.n.v. definovdiny na



stejném pravdépodobnostnim prostoru (1, A, Prob) a existuje-li ndhodny jev
A€ A, Prob(A) =1 tak, Ze lim,— 1 o Xp(w) = X (w) pro vsechna w € A.
s.J.

Tuto konvergenci budeme oznacovat symbolem X, — — X.
n— +0oo

Definice 2 Rekneme, Ze posloupnost r.n.v. X,,n € N konverguje k r.n.v.
X v pravdépodobnosti, jestlize jsou vSechny wvaZované r.n.v. definovdny na
stejném pravdépodobnostnim prostoru (2, A, Prob), a je-li splnéno

lim Prob(|Xn ~X|> s) —0 pro kasdé >0 .
n—+oo

Tuto konvergenci budeme oznacovat symbolem X, —r X
n— +0oo

Definice 3 Rekneme, ze posloupnost r.n.v. Xn,n € N, konverguje k r.n.v.
X v Ly, pro 1 < p < 400, jestlize jsou vsechny uwvaZované r.n.v. defi-
novdny na stejném pravdépodobnostnim prostoru (2, A, Prob) a je-li splnéno
lim,,— 400 E| X, — X|P = 0.

) . L
Tuto konvergenci budeme oznacovat symbolem X, — _):’_—> X.
n o0

Definice 4 Rikime, Ze posloupnost r.n.v. X,,n € N konverguje v distribuci
k r.n.v. X, jestlize pro kaZdou spojitou omezenou funkci f : R — R plati
lim, 00 Ef (X)) = Ef(X). (KaZdd z wvaZovangch r.n.v. mizZe byt defi-
novdna na jiném pravdépodobnostnim prostoru.)

) . D
Tuto konvergenci budeme oznacovat X, ——— X.
n— +oo

Konvergenci v distribuci 1ze vyjadfit nékolika ekvivalentnimi zpusoby, viz
[22], kap. III.4 ”Konvergence v distribuci”, zejména véta I11.4.1, str. 216,
I11.4.5, str. 217 a II1.4.7, str. 219.

Zesilenim konvergence v distribuci je stabilni konvergence v distribuci.

Definice 5 Rikdme, Ze posloupnost r.n.v. X,,n € N konverquje v dis-
tribuci k r.n.v. X stabilné, jestlize r.n.v. X,,n € N jsou definoviny na
spolecném pravdépodobnostnim prostoru (1, A,Prob) a X je r.n.v. defino-
vand na néjakém pravdépodobnostnim prostoru (U x Q', A A', Prob’), ktery
je rozsirenim prostoru (2, A, Prob), t.j. Prob’ (A4 x Q') = Prob(A) pro kazdé

A€ A, apro kazdou mnozinu A € A plati X, I, —j+—> XTaxqr.
n oo

Tuto konvergenci budeme oznacovat X, 2 . X (stably).
n — +oo



Definici stabilni konvergence nalezneme v [4], kap. 3.2, str. 56. Definice,
kterou jsme zde uvedli je, podle nageho ndzoru, ndzornéjsi a je s klasickou
definici ekvivalentni. Dukaz najdeme opét v [4], kap. 3.2, str. 56.

Stabilni konvergence v distribuci implikuje evidentné konvergenci v dis-
tribuci; sta¢i polozit A = Q. Vyznam stabilni konvergence v distribuci tkvi
v tom, Ze muzeme zameénit pravdépodobnostni miru Prob za jinou, kterd
je vuéi ni absolutné spojita, a konvergence v distribuci zistane zachovana.
Limitni rozdéleni musime samoziejmé prepocist.

Mezi témito konvergencemi jsou nasledujici vztahy.

Lemma 1 Necht X,,n € N a X jsou r.n.v., definované na spolecném
pravdépodobnostnim prostoru (2, A, Prob).

1. Kdyz X,, konverguje k X s.j., potom konverguje také v pravdépodob-
nosti.

2. Kdyz X,, konverguje k X v pravdépodobnosti, pak lze z kazdé pod-
posloupnosti vybrat podposloupnost, kterd konverguje s.j.

Lemma 2 Necht X,,n € N a X jsou r.n.v. definované na spolecném
pravdépodobnostnim prostoru (2, A, Prob).

1. Kdyz X,, konvergugi k X v pravdépodobnosti, pak konverguji také v dis-
tribuci.

2. Kdyz X,, konverguji k X v distribuct a X je s.j. konstanta, pak kon-
verquji také v pravdépodobnosti.

Mezi konvergenci v pravdépodobnosti a v L, pro 1 < p < +oo plati
nasledujici vztah. Nejdiive vSak pfipomenme definici stejnomérné integro-

vatelnosti.

Definice 6 Rekneme, Ze mnoZina r.n.v. {X;i € I} je stejnomérné inte-
grovatelna, jestlize

li E[|X,|Ix, =0.
Jmsup (X5 x> k7]

Tvrzeni 1 Pro X,,,ne N, X rn.v. al <p< +oo je ekvivalentni:

1. X, —— X,
n — +oo
P : . . :
2. X, ———— X a mnozina r.n.v. {|X,|P,n € N'} je stejnomérné in-

n — +oo
tegrovatelnd.



Podminku stejnomérné integrovatelnosti 1ze ekvivalentné prepsat do tva-
ru, ktery byva piijemnéjsi k ovérovani.
Tvrzeni 2 (Vallé-Poussin) MnoZina r.n.v. F je stejnomérné integrova-
telna tehdy a jen tehdy, existuje-li neklesajici funkce ¥ : Ry — R4 takovd,
Ze lim, 400 ¥(x) = 400 a supxcr E[| X |¥(|X])] < +o0.

Funkci ¥ lze dokonce volit tak, Ze funkce x — z¥(x) je konvezni na R.

Véta je uvedena i s dikazem v [22], véta I11.2.13, str. 197.
Specialné, kdyz sup,,c \r E|Xpn|? < 400 pro néjaké 1 < ¢ < 400, potom je
posloupnost {|X,|P,n € N'} stejnomérné integrovatelnd pro kazdé 1 < p < gq.

1.2 Scitatelnost rady realnych nahodnych velic¢in

Definice 7 Necht X,,,n € N jsou r.n.v. Rekneme, ze fada Z:ﬁ X, je ab-
solutné scitatelnd s.j. (v pravdépodobnosti, v L), jestlize édstecné absolutni
souéty AS,, = Y i, |Xk| maji konecnou limitu s.j. (v pravdépodobnosti,
v Ly).

Definice 8 Necht X,,,n € N jsou r.n.v. Rekneme, Ze fada 3.5 X,, je
séitatelnd s.j. (v pravdépodobnosti, v Ly), jestlize ¢dstecné soucty Sp, =
> iy Xk magi koneénou limitu s.j. (v pravdépodobnosti, v Ly ).

Céstecné absolutni soucty AS,, neklesaji s rostoucim n a tak jejich limita

existuje vzdy. Muze vSak byt pro nékterda w € 2 rovna +oo. Trividlné tedy
plati ekvivalence absolutni scitatelnosti v pravdépodobnosti a s.j.

Véta 1 Suma Z;ﬁ X,, je absolutné séitatelnd v pravdépodobnosti prdivé
tehdy, je-li absolutné scitatelnd s.j.

Jednoduché kritérium pro absolutni s¢itatelnost je kone¢nost stfedni hod-
noty.
Véta 2 Necht X,,n € N jsou r.n.v. a necht spliugi :ﬁ E|X,| < 400,

potom je Tada Z:g X, absolutné séitatelnd s.j. i v L.

V obecném piipadé muzeme pouzit nékterého vysledku z nésledujicich
kapitol k ovéreni scitatelnosti fady 375 | Xo|-

Dalsim pozorovanim je ndsledujici fakt. Scitatelnost rady ndhodnych
velicin s.j. implikuje silny zdkon velkych ¢isel. Staci si pouze uvédomit
nasledujici lemma.

Lemma 3 (Kronecker) Méjme dvé posloupnosti redlnijch éisel an,n € N a
bp,n € N. Kdyz Z:g a, je séitatelnd, 0 < by <by <b3<....ab, = +o0,

1 n
otom +— brap —— 0.
p bn Zk:l kk n— +4oo

Lemma je uvedeno s dukazem v [22], IV.2.5, str. 258.



1.3 Jiné poznamky
Zobecnénim normovani v zdkoné velkych ¢isel je Tdplitzova matice A =

(akm)kme./\f-

Definice 9 Budeme rikat, Ze matice A = (agn)knen je Toplitzova, kdyz
plati

+0o0

+oo
lim max|ag,| =0, sup Z lag,n| < +o0 @ lim Zak,n =1,
k=1

n—+4o00 keEN neN =7 n—4o00

2 Nezavislé stejné rozdélené

Pro nezavislé stejné rozdélené (i.i.d.) r.n.v. je situace celkem prehlednd. Pro
SZVC méame vycerpavajici charakterizaci.

Véta 3 Pro (X,,n € N) i.i.d. r.n.v. je ekvivalentni

Prob(limsupl Xn:Xk < —l—oo) >0.
nordeo LT
2. .

X, €L, , %;Xk _nﬁ EX; .
3. X1 €L,

Ve slab8im znéni je véta uvedena v [22], IV.2.2, str.253. Limitni ad
konvergence s.j. dava zdkon iterovaného logaritmu.

Véta 4 (Hartmann-Wintner) Necht (X,,,n € N) jsou i.i.d. r.n.v. s
EX, =0 a VarX; =02, kde 0 < 0 < +00. Pak

X X
lim sup M =1 sj a liminf M =—-1 573
n—+oo 0/ 2nloglogn n—+oo gv/2nloglogn
Véta je uvedena s dukazem v [22], VIL.3.6, str. 432. Pro konvergenci

v distribuci je maximdln{ ¥4d /n.

Véta 5 (Lévy-Lindeberg) Necht (X,,n € N) jsou i.i.d. r.n.v., EX; =p
a VarX, = 02, kde 0 < 0® < +0o. Pak

T Xy —nu D
Ekl\/ﬁa — X L(X)=N(0,1) .



Viz [22], IV.3.4, str. 269. SZVC a CLV pro iid. r.n.v. budeme
zobecnovat oslabovanim tohoto ptredpokladu. Nebudeme se ale zabyvat
SZVC bez integrovatelnosti a CLV s nekoneénymi rozptyly, ¢tendre odkazu-
jeme na clanky [3] a [2]. Vynechdvame také teorii neomezené délitelnych
rozdéleni. Ctenaf se s ni muze sezndmit v knizce [22], kapitola IV .4., str.
272-281.

3 Nezdavislé ndhodné veliciny

Pro nezéavislé r.n.v. lze sledované otazky vyiesit téméi beze zbytku.

3.1 Scitatelnost rady

Véta 6 Necht (X,,n € N) jsou nezdvislé r.n.v., potom je ekvivalentni
o 21 X, je scitatelnd s.j.
. Z:ﬁ X, je scitatelna v pravdépodobnosti.
Véta je uvedena s dukazem v [22], IV.1.2, str.239.

Véta 7 Necht (X,,n € N) jsou nezdvislé r.n.v. a X, € Ly pro kazdé n €
N. Kdyz :2 VarX, < 400, potom je rada :2 (X, — EX,,) scitatelnd
8.J. 1 v Lo.

Véta 8 Necht (X,,n € N) jsou nezduvislé a stejné omezené r.n.v. Potom
rada E;ﬁ X, je scitatelnd s.j. tehdy a jen tehdy kdyz E:ﬁ EX, je scita-
telnd a 372 VarX,, < +o0.

Tyto dvé véty jsou specidlnimi piipady obecné véty, kterd problematiku
scitatelnosti r.n.v. fesi uplné.

Véta 9 (Kolmogorovova o tfech fadach) Necht (X,,n € N) jsou nezd-
vislé r.n.v. Pak jsou ndsledugjici tri tvrzent ekvivalentni:

o 21 X, je scitatelnd s.j.

o Erxistuje 0 < ¢ < 400 takové, Ze

+oo “+oo
> Prob(|X,|>¢) <+, Y E[X.Iyx,<q] Jje scitatelnd a
n=1 n=1

+0o0

Zva‘r(XnIHXn|§C]) < 400 .

n=1



e Pro kazdé 0 < ¢ < +o0 plati

+00 +oo
ZProb(|Xn| > ¢) < 400 vZE[XnIHXnISC]] je scitatelnd a
n=1 n=1

+o0

Z Vaf(XnI[\quc]) < +00 .

n=1

Véta je uvedena s dukazem v [22], IV.1.7, str.243.

3.2 Silny zakon velkych cisel

Véta 10 Pro (X,,n € N) nezdvislé r.n.v. a posloupnost éisel b, > 0, b, —
+oo existuji Cisla c,d € R*, d < c¢ takové, Ze

: 1 ¢ T :
ITILIESEEEZX,CZC 8.J. BQE;fEZX’“:d 8.J. .
+ k=1 k=

Véta 11 (Kolmogorov) Necht (X,,,n € N) jsou nezdvislé r.n.v. a
0<b1§b2§b3§..., b, — +o0.

n

+oo
) VarX,, 1 5.
Kdyz El 3 < 400, potom Ekzl(Xk_EXk) — 0.
n— —

Vétu lze dokdzat spojenim véty 7 a lemmatu 3; viz [22], IV.2.1, str.252.

2
Predpoklady véty nelze jednoduse zeslabit. Kdyz ::1 ‘;—2 = 400, potom

existuje posloupnost nezdvislych r.n.v. (X,,n € N) takovd, ze EX,, = 0,
VarX,, = o2 a pritom
n

. 1 T .
llmsuP_ZX’“>1,{§f£EZX’“ s.j.
k=1

n——+oo bn h—1

viz [22], IV.2.8, str.260.

3.3 Centralni limitni véty
Véta 12 (Feller-Lindeberg) Necht X1, Xon, -, Xk, n jsou pro kaZdé

n € N nezdvislé r.nv., EXy, = 0 a VarXy, = U}in. Polozme o2 =
o7, + 05, + -+ U,%mn. Kdyz 0 < 02 < 400 a je-li splnéna Fellerova-

Lindebergova podminka

kn
ZEX;?),nIHXk.nIan] ———— 0 pro kazdé € >0 ,

n— 400

1

2
g
n k=1



pak
1

On

kn
3 Xpn ———s X, LX) =N(0,1) .
k=1

n — 400

Véta je uvedena s dukazem v [22], IV.3.1, str. 265. Véta témer vycerpava
problematiku centrdlni limitni véty pro nezdvislé r.n.v. Za piedpokladu stej-
nomérné asymptotické zanedbatelnosti, t.j.

max {Prob (‘ h
On
lze tvrzeni véty obratit, viz [22], IV.4.9, str. 277.
Fellerova-Lindebergova podminka je splnéna pro i.i.d. r.n.v. s kone¢nym
rozptylem, viz. véta 5. Podminka je také splnéna, je-li splnéna Ljapunovova
podminka.

n— +oo

>z—:> :k:1,2,...,kn} ———— 0 prokazdée >0,

Véta 13 (Ljapunov) Necht X1 ,, Xopn, -, Xk,..n jS0u nezdvislé r.n.v. pro
kazdé n € N, EXy,, = 0, VarXy, = U,%m. Necht ¥ : Ry — R, je ne-
klesagict, lim, 1o ¥(z) = +00. Oznacme pin(¥) = B[(Xin)? (| Xk,0])],
on =01t 0s 0k, 0 @ pn(¥) = p1n(¥) + o2 (V) + -+ pi, 0 (D).
Kdyz 0 < 02 < +00 a je-li splnéna podminka

s 0 pro kazdé € >0,

02¥(e0p) n—too
pak

TD_* X, L(X)=N(0,1) .

k.n - Too

k=1
Pro speciéln{ volbu ¥(z) = #°, § > 0 nalezneme vetu i s dikazem v [22],

1V.3.3, str. 269. Pro obecnou funkci ¥ probiha dukaz obdobné.

4 Po dvou nezavislé

Definice 10 Rekneme, Ze posloupnost r.n.v. (X,,n € N) je p.i.i.d. (pair-
wise independent identically distributed), jestlize L(X,) = L(X1) pro kazdé
n €N a X,, Xy jsou nezdvislé pro kazdé n,k e N', n # k.

Véta 14 (Chung) Kdyz (X,,n € N) jsou p.i.i.d. a X1 € L1, pak

1 — ;
-3 Xp —2 5 EX; .
nk—l n— +oo



Dukaz viz [17].

Definice 11 Rekneme, Ze posloupnost r.n.v. (X,,n € N) md symetrické
rozdélent, jestlize

L(Xy,Xo,..., Xk) = L(61X1,00 X0, ..., 0, Xk)
pro kazdé §; € {—1,1}, i € N a kazdou délku k € N.

Véta 15 (Hong) Necht (X,,n € N) jsou p.i.i.d. a tato posloupnost md
symetrické rozdeleni s EX, = p a VarX; = 02, 0 < 0? < +00. Pak
22:1 X —nu D
\/7_10' n— +00

s X, L(X)=N(0,1) .

Dokonce

ﬁm X1, 1 X, | Xs] Y 4 N(0,1) s
ﬁg 17 27 37"' n~>+oo ) ']'7

kde w oznacuje slabou konvergenci pravdépodobnostnich mér.

Dikaz najdeme v ¢lanku [16].

5 m-zavislé posloupnosti

Definice 12 Rekneme, Ze posloupnost r.n.v. (Xn,n €N) je m-zdvisld pro
m € N, jestlize vektor (X1,Xa,..., X)) a posloupnost (Xgimin,n € N)
jsou nezdvislé pro kazdé k € N.

5.1 Scitatelnost rady

Véty pro scitatelnost fady plynou okamzité z vysledka pro nezavislé r.n.v.
Staci si jen uvédomit, ze m-zavislou posloupnost muzeme rozdeélit na m + 1
posloupnosti nezavislych r.n.v. OvSem ztracime ekvivalenci, kterd plati pro
nezavislé r.n.v.

Véta 16 Necht (X,,n € N) je m-zdvisld posloupnost, m € N a X, € Lo
pro kazdé n € N. Kdyz 3. t> VarX,, < +oo, potom je fada 3125 (X, —
EX,) scitatelnd s.j. i v Lo.

Véta 17 Necht (X,,n € N) je m-zdvisld posloupnost, m € N a necht exis-
tuje 0 < ¢ < 400 takové, Ze

+00 +oo
EProb(|Xn| >c) < oo, ZVar(XnI[\X”gc]) < +oo

n=1 n=1



a Tady

+00
Z E[XnerkIHXan‘SC]] jsou séitatelné pro kazdé k € {1,2,...,m+1} .

n=0

Potom je fada Y, X,, scitatelnd s.j.

5.2 Silny zakon velkych cisel

Véta 18 Necht (X,,n € N) je m-zdvisld posloupnost, m € N a 0 < b <
by < b3 <.., b, — +o00.

n

& VarX 1
. n s.J
Kdyz E 0 < 400, potom ™ ,;,1 (X — EXy) — 0.

n=1

Vétu lze dokézat spojenim véty 16 a lemmatu 3.

Véta 19 Pro (X,,,n € N') m-zdvislou posloupnost, m € N', L(X,,) = L(X})
pro kazdé n € N a Xy € Ly plati

n—

1 ;
=y X —2 5 EX; .
n +oo
k=1
Tato véta plyne ihned z véty 3.

5.3 Centralni limitni véty

m-zavisla posloupnost je automaticky silny mixing, viz. paragraf 10. Proto
pro ni plati centralni limitni véta.

Véta 20 Necht (X,,,n € N) je m-zdvisld staciondrni posloupnost pro néjaké
mEN a X, €Ly, EX; =0. Oznacéime-li 0> = VarX; + 222”;21 covX Xy,
potom

1 & D _ 9
WI;X,C —— X, L(X) = N(0,0%) .

6 Nekorelované ndhodné velic¢iny

Véta 21 Necht (X,,n € N) jsou nekorelované a X, € Lo pro kaZdé n €
N. Potom Y1 (X, — EX,,) je scitatelnd v Lo tehdy a jen tehdy kdyz

n=1

2 VarX,, < +o0.



Veéta 22 Necht r.n.v. (X,,n € N) jsou nekorelované a

+o0
Z(logn)2Vaan < 400,

n=1
potom 3" (X, — EX,,) je scitatelnd s.j.

Véta je uvedena s dukazem v [23], véta 2.3.2, str. 20. Pro konstanty a,, =
o((logn)?) jiz existuji piiklady posloupnosti nekorelovanych r.n.v. s vlast-
nost{ Z:g a,VarX, < +oo ale fada :2 (X, — EX,,) neni s¢itatelnd s.j.

viz. [1], str. 88.

Véta 23 Necht (X,,n € N) jsou nekorelované r.n.v. a 0 < by < by < b3 <
evy by = +o0. Kdyz

400 2
1 VarX,,
(logn) ! arXn o ,
n=1 bn
potom
1 - s.j-
E E (Xk —EXk) _n~>+;> 0.

k=1

Vétu lze dokazat spojenim véty 22 a lemmatu 3.

Véta 24 (Cebysev) Necht (X,,,n € N) jsou nekorelované r.n.v. a b, >0,
by — +00. Kdys

1 n
= > VarXy, —— 0,

n k=1
potom

1 n
b—Z(Xk ~EX;) —5— 0

n — 400
" k=1

Véta 25 Necht (X,,n € N) jsou nekorelované r.n.v. a A = (agn)knenN Je
Toplitzova matice. Kdyz

“+o00
Z |lag n|* VarXy < +oo
k=1
potom je Tada
“+o00
Zak,n(Xk —EXy) scitatelnd v Lo .
k=1



Kdyz navic

+o0
Z lagn|*VarXy ——— 0,
n — +oo
k=1
potom plati
+0oo P
> apn(Xx —EXy) ——— 0.
ot n — +o0o

7 Martingaly

Definice 13 Necht (S,,n € N) a (X,,n € N) jsou posloupnosti integrova-
telngjch r.n.v. a (Fp,n € N) je posloupnost o-algeber, F, C Fpi1 C A pro
kazdé n € N takovd, Ze S, i X, jsou F,-méritelné pro kazdé n € N .

e Posloupnost ((Sn, Frn),n € N) je martingal, jestlize
E[Sp+1/ Fn] = S s.j. pro kazdé n € N.

e Posloupnost ((Sn, Frn),n € N) je submartingal, jestlize
E[Snt+1/ Fn] > Sp s.j. pro kazdén € N.

e Posloupnost ((Sn, Fn),n € N) je supermartingal, jestlize
E[Snt1/ Fn] < Sp s.j. pro kazdén € N.

e Posloupnost ((Xn,Fn),n € N) je posloupnost martingalovyjch (sub-
martingalovjch nebo supermartingalovjch) diferenci, jestlize posloup-
nost (3 p_; Xi, Fn),n € N) tvori martingal (submartingal nebo su-
permartingal).

Casto staci uvazovat prirozené o-algebry F, = ¢(S1,52,...,5,). Proto
se pouzivé zjednoduseného znaceni.

Definice 14 Necht Sp,n € N a (X,,n € N) jsou posloupnosti integrovatel-
niych r.n.v.

e Posloupnost (Sy,n € N') je martingal, jestlize
E[Spt1/S1,82,...,S,] =Sy s.4. pro kazdé n € N.

e Posloupnost (Sy,n € N) je submartingal, jestlize
E[Sn+1/51,52,...,5,] > Sy s.5. pro kazdé n € N.

e Posloupnost (Sp,n € N) je supermartingal, jestlize
E[Sn+1/51,52,...,5,] < Sy s.5. pro kazdé n € N.

e Posloupnost (X,,n € N') je posloupnost martingalovych (submartin-
galovych nebo supermartingalovyjch) diferenct, jestli (3 ,_, Xg,n € N)
tvori martingal (submartingal nebo supermartingal).



Definice jsou konzistentni nebot, kdyz ((X,,Fn),n € N) je martingal
(submartingal, supermartingal nebo jejich diference), potom (X,,n € N) je
martingal (submartingal, supermartingal nebo jejich diference).

7.1 Soucet rady

Pro submartingaly plati nékolik konvergencnich vét, které lze chipat jako
véty pro soucty jejich diferenci.

Véta 26 Jestlize (Sp,n € N) je submartingal a sup, o ES;; < +00, potom
existuje integrovatelnd r.n.v. S takovd, zZe Sy, —%J—> S.
n
Véta je uvedena s dukazem v [22], véta VI.3.1, str. 357.

Véta 27 Jestlize (Sy,n € N) je stejnomérné integrovatelny submartingal,

. P , P s.j- . .
potom existuje integrovatelnd r.n.v. S takovd, Ze S, ——i—) S a zdroven
n—+0oo
L
n )
n— +oo

Dokonce plati Sy, = E[S/ S1,S2,...,Sn] s.j. pro kazdé n € N.
Véta je uvedena s dukazem v [22], véta VI.3.5, str. 359.

Véta 28 Necht (X,,,n € N) je posloupnost martingalovijch diferenci s vlast-
nosti E(sup,en Xn)™ < +oo. Oznacme S, = Y p_, Xx. Potom je 7ada
Z,i_:i Xy, scitatelnd s.j. na mnoziné kde sup,c Sn < +00.

Véta je uvedena s dukazem v [22], véta VI.3.16, str. 364.

Véta 29 Necht (X,,,n € N) jsou martingalové diference a ZZ:& VarX,, <
400, potom Z:ﬁ X, je séitatelnd s.j. a tento soucet je integrovatelnd r.n.v.

Véta je uvedena s dukazem v [22], VI.3.12, str.362.

7.2 Zakony velkych cisel

Véta 30 Necht (X,,n € N) jsou martingalové diference a 0 < by < by <
b3 <.., bn, — +o00.

Kdus R Var Xy, 1 & X s.j.
Yz Z 02 < 400, potom E Z r —— 0.
k=1

n— 400
k=1 k

Vétu lze dokdzat slozenim véty 29 a lemmatu 3. Véta je uvedena s du-
kazem v [22], VI.3.12, str.363.



Véta 31 (Chow) Necht (Sy,n € N) je nezdporny submartingal, 0 < by <
by <bs <...,b,—= +00 al<p<+oo. Kdyz Sy € Ly, pro kazdé n € N a

+00 p P
E|S.., =S
[ kg;)l k] < 400,
k=1 k+1
potom

S ; S.
% L0 g zdroven také == Le
by n— 400 b, n— +oo

Diikaz viz [22], VI.3.26, str.368. Specidlné z této véty plyne SZVC pro
martingaly.

Véta 32 Necht (S,,n € N) je martingal, p > 1, S, € L, pro kazdé n € N'
a0 <b; szgb3§, b, — +o0. Kdyf

+oo
ElS.. 1P — 18, |P
ST P
—1 k+1
potom
S .
% w0 g zdroven také == Le
b, n— o0 by n— 400

7.3 Centralni limitni véty

Pro martingalové diference existuje nékolik centralnich limitnich vét.

Véta 33 (McLeish) Necht pro kazdé n € N jsou ddny martingalové dife-
rence X1 n, Xon, -y Xp, n, kn € N. Ddle necht plati

1. sup,en Emax {|Xpn? 1k =1,2,...,kn} < +00;

2 max{|Xpn|:k=1,2 .. kn} ——— 0;

n — 400

P
3. Z’,:"Zl X, - 02, kde 0 < 0 < +00.

n

Pak
k

n > B \
I;ka —m;) X, ﬁ(X)—N(Oag ) .

Dikaz viz [20] nebo [22], véta VI.4.1, str. 370.



Véta 34 (Hall,Heyde) Necht pro kazdé n € N jsou X1 n, Xon, -, Xk, ns
kn, € N martingalové diference vzhledem k filtraci Frp C Fop C ... C
Frn.n CA, ky € N. Dile necht plati

1. Posloupnost o-algeber je “zasiténd” (nested), t.j. kn < kny1 a Fipn C
Fr,nt+1 pro viechny indexy k =1,2,---,k,, n € N.

2. supneNEmaX{|Xk7n|2 k=1,2,.. .,kn} < 4o00;

3. max{|Xpnl:k=1,2,...,k,} _jw 0;
kn 2
4. 3 Xin n_>+—> n* pro nezdpornou r.n.v. 1.
Pak
kn -
;ka _m;) nZ (stably) s

kde L(Z) = N(0,1) a Z, 1 jsou nezdvislé r.n.v.

Dukaz viz [4], véta 3.2., str. 58. V [19] je ukdzano zobecnéni téchto vét
ovSem bez stability. Pro dplnost uvedme zobecnéni McLeishovy véty.

Véta 35 Necht pro kazdé n € N jsou ddny martingalové diference X .,
Xons oovs Xiyons kn € N. Dile necht plati

1. Emax{|Xgn|:k=1,2,...,kp} — 0;

D
2 Y, Xim o 0%, kde 0 < 0 < +00.

n
Pak
o D
_ 2
> X ——— X, L(X)=N(0,0%) .

k=1

8 Podminky martingalového typu

Véta 36 (Brown) Necht X, n,Xz ny s Xk oms kn €N, n €N jsou r.n.v.
s konecnym rozptylem VarXy, ,, = ak Polozme ol =0} ,+035 ,+ -+0,%mn.

Kdyz 0 < 02 < +00 a je-li splnéno

Zk VB[ X0/ X1 Xony ooy Xin —— 0;



2. é Eﬁl}l Var(XIH-l,n/ Xins Xon, .- an,n)

3. pro kazdé € > 0 je

k. —
1% D
_2 Z Xk+1n |Xk+1n\>san]/X1 n;XZ n - "7Xk7n] _:;) 07
pak
if:X P, X, L£(X)=N(0,1)
Y BT -

Véta je uvedena v [28], véta 7.6.2, str. 177 a v ekvivalentni formulaci
v [22], VI.4.9, str. 376.

9 Staciondrni posloupnosti

Definice 15 Rekneme, Ze posloupnost r.n.v. (Xn,n €N) je staciondrni,
jestlize

L:(Xl,XQ, . ,Xk) = L:(XQ,X3, . ,Xk+1) pro kazdé k € N

Definice 16 Rekneme, Ze oboustrannd posloupnost r.n.v. (X,,n € Z) je

staciondrni, jestliZe
L(Xp, Xig1,-- -, X1) = L(Xkg1, Xig2s .-, Xig1) pro kazdé k,l e N, k <.

Stacionarni posloupnost (staciondrni oboustrannou posloupnost) muzeme
vzdy uvazovat jako posloupnost projekci na pravdépodobnostnim prostoru
(RN, BN, Px) (piipadné na (RZ, BZ, Px)), kde Px je rozdéleni posloupnosti
X. Této reprezentaci se tikd kanonicka verze procesu X. Je proto dulezity
pojem shiftu na RV (na R?) a g-algebry invariantnich mnozin na RV (na
RZ).

Definice 17 Isomorfismus Ty : RN — RN takovy, ze T(x)y = xp41 pro
kazdé = € RN a k € N se nazjud shift (vlevo) na RN a o-algebra Iy =
{A € BN : T/ (A) = A} se nazjvd o-algebra invariantnich mnozin na RV

Isomorfismus Tz : RZ — RZ takovy, ze T(x)y = Tpy1 pro kazdé x € RZ
a k € Z se nazjvd (oboustranny) shift na R a o-algebra Tz = {A € BZ :
T3'(A) = A} se nazjvd o-algebra invariantnich mnozin na RZ.

Definice 18 Rekneme, e staciondrni posloupnost X = (Xn,n € N) je er-
godickd, jestliZe pro kaZdou invariantni mnoZinu B € Iy je bud
Prob(X € B) =1 nebo Prob(X € B) = 0.

Rekneme, Ze staciondrni oboustrannd posloupnost X = (X,,n € Z) je
ergodickd, jestlize pro kazdou invariantni mnozinu B € Iz je bud
Prob(X € B) =1 nebo Prob(X € B) =0.



V nésledujicich vétach uvazujeme kanonické verze sledovanych staciondr-
nich posloupnosti a stacionarnich oboustrannych posloupnosti. Tato imluva
nam umozni pouzivat jednodu§siho a pruhlednégjsiho znaceni.

9.1 Zakony velkych cisel

Véta 37 (Birkhoff) Pro (X,,,n € N) staciondrni posloupnost r.n.v., X; €
Ly, plat

1 - s.j-
2 X e BT

Dukaz viz [22], V1.6.6, str.395.

Véta 38 (Von Neumann) Pro (X,,n € N) staciondrni posloupnost, X; €
L,, p>1 plati:

1 n
v
n

k=1

[X1/Zn] ZXk _ﬁ E[X1/Zx] .
Dukaz viz [22], V1.6.8, str.398.

9.2 Centralni limitni véty

Existuji zhruba teceno Gtyti typy predpokladu, které zajistuji platnost CLV.
Prvni skupina predpokladu se opird o martingaly a SZVC pro staciondrni
posloupnosti.

Véta 39 (Billingsley, Ibragimov) Necht (X,,n € N) je ergodickd sta-
ciondrni posloupnost martingalovijch diferenci s EX; = 0 a 0 < VarX; =
02 < +00. Potom

1 - D
T Xy — A Z)=N(0,1) .
U\/ﬁ; k nm ) ﬁ( ) (0> )

Véta je uvedena s dukazem v [22], VI.6.9, str. 398. Jde vlastné o dusledek
McLeishovy véty 33. Véta byla dokdzana poprvé nezavisle v ¢lancich [7] a
[18].

Véta 40 (Hall,Heyde) Necht (X,,n € N) je staciondrni posloupnost mar-
tingalovijch diferenci s EX; =0 a 0 < VarX; = 0? < 4+00. Potom
\/_Z k ———) nZ (stably) , kde

L(Z)=N(0,1),n>0,n* =E[ X}/ Ix] a.s. a r.nv. n a Z jsou nezdvislé.



Véta je dusledkem véty 34. Dalsi zesileni tvrzeni véty pro ergodické
komponenty najdeme v [27].

Dalsi vysledky vyzaduji oboustranné stacionarni posloupnosti a jsou za-
lozeny na existenci invariantni o-algebry majici specidlni vlastnosti. Pro
volbu této c-algebry vsak neexistuje zadny obecny ndvod. V nékterych
piipadech vystac¢ime s volbou ”pfirozené” g-algebry o (X_;,i € Np). Ex-
istuji vsak jednoduché piiklady v nichz s touto volbou neuspéjeme.

Definice 19 Rekneme, Ze o-algebra M C BZ je invariantni, kdyz Tgl/\/l D
M, kde Tz je shift na R=.

Pov§imnéme si rozdilu mezi invariantni o-algebrou a o-algebrou invari-
antnich mnozin. Nepletme si proto tyto dva rozdilné pojmy.

Definice 20 Pro staciondrni oboustrannou posloupnost X = (X,,n € Z)
budeme oznacovat jako Qx mnozinu viech funkei g € Lo(B?, Px), pro které
existuje invariantni o-algebra M C BZ a 'k € Z tak, Ze g € Lo (Tgk/\/l, Px)o
L»(TEM, Px).

Druhy typ predpokladu se zakldda na aproximacich navrzenych v ¢lanku
[14].

Véta 41 (Gordin) Necht X = (X,,,n € Z) je ergodickd staciondrni obou-
strannd posloupnost. Kdyz pro funkci f € Lo(B?, Px) plat{

2

inf limsup — E Z (Xk)| =0,

9EQX n—+4oo N e

pak existuje limita limy,_, 4 o Var(3;_, f(Xy)) = 0? a plati
f Zf ——> Z (stably) , L(Z) = N(0,0?) .

Véta byla dokdzana v [14]. Vysledky z ¢ldnku [14] byly zobecnény pro
neergodickou verzi v [12], v dukaze je viak chyba. Korektni dukazy a dalsi
vylepsen{ tvrzeni pfinesl ¢lanek [27]. Uvadime proto az tuto verzi.

Véta 42 (Eagleson, Volny) Neché (X,,,n € Z) je staciondrni oboustrannd
posloupnost. Kdyz pro funkci f € Ly(B%, Px) plati

inf limsu E =0,
9EQx n—>+o<I)) n kz k))



pak existuje limita lE[(Ezzl f(Xk))2/Ig] N SN n* a plati

n n — +o0o

1 « D
ﬁZf(Xk) ———— 1Z (stably) ,
k=1

L(Z)=N(0,1) a Z, n jsou nezdvislé.

Tvrzeni véty je jesté vylepseno pro ergodické komponenty v ¢lanku [27].
Tieti typ predpokladii predpoklidd existenci invariantni o-algebru se
specidlnimi vlastnostmi.

Véta 43 (Heyde) Necht X = (Xp,n € Z) je ergodickd staciondrni obou-
strannd posloupnost s EX; =0 a M C BZ je invariantni o-algebra. Necht

1. Suma

> (B[Xn/TZ'M] — E[X,/ M))

nez

je scitatelnd v Lo,
2. Je splnéna rovnost

1 n
o? = lim sup —Var (Z Xk> =

n
n—+o0o =1

= Var(Z (E[X,/Tz'M] - E[Xn//\/l])> < +o00 .

nez

Potom plati
1 — D _ 9
ﬁkg_le ?_"_7) Z y ,C(Z) —N(O,U ) .

Véta je dokdzdna v [15]. Neergodickou verzi této véty najdeme v ¢lanku
[27].

Véta 44 (Volny) Necht X = (X,,n € Z) je staciondrni oboustrannd pos-
loupnost s EX; =0 a M C B? je invariantni o-algebra. Necht

1. Suma

> (B[ X,/ Tz'M] - E[ X,/ M))

nez

je séitatelnd v Lo,



2. Je splnéna rovnost

1 n
o = lim sup —Var (Z Xk> =

n
n—+00 h—1

= Var(Z (E[Xn/Tz'M] - E[Xn//\/l])> < 400 .

nez

1 n 2 _L1 2 ,
Potom nE[(Ek:1 Xi) /IZ} 1l a plati

1 o D
—SNx, -2 Lz
\/ﬁ IGZ:; k n— +oo K ’
L(Z)=N(0,1) a Z, n jsou nezdvislé r.n.v.

V ¢lénku [27] najdeme také zlepSeni tvrzen{ pro ergodické komponenty.
Ctvrty typ predpokladu byl navrzen opét Gordinem v noticce [13].

Véta 45 (Gordin) Necht X = (X,,,n € Z) je ergodickd staciondrni obou-
strannd posloupnost s EX; = 0 a M C B? je invariantni o-algebra. Nechf
je ddle splnéno

1. Existuje konecny limes superior

1 n
lim sup —E Xi| < 400 ;
n—>+o<I)) \/”_l kZ:; b
2. Nasledujici soucty jsou konecéné
+oo —+oo
> IE[X)/TEM]| < +o0 s, Y |X1—E[X1/T;"M]| < +o0 s.j.
n=1 n=1

Potom existuje limita

. V21

0°=— lim

—FE
ﬁ n—+oo \/ﬁ

ZXk < +00

k=1

a plati
1 < D ‘
— Xy — Z L(Z) =N(0,0?%) .
a2 Xk S 2 LA = N0



Vysledky z noticky [13] byly nejdiive dokdzany v [4]. V dukaze je vSak
chyba. Korektni formulace a dukaz pochézi z [6].

Zobecneéni pro neergodicky ptipad nalezneme v [27]. Zatim nejobecnéjsi
je vysledek z [24].

Véta 46 (Volny) Necht X = (X,,n € Z) je ergodickd staciondrni obou-
strannd posloupnost s EX; = 0 a M C B? je invariantni o-algebra. Necht
je ddle splnéno

1. Existuje konecny limes superior

. 1 - .
lrlzrgigfﬁEl ,;Xk /Zz < 400 8.
2. Sumy
“+o00 +o00
Y EXi/TeM] , Y (X1 —E[X,/Tz;"M])
n=1 n=1

jsou scitatelné v L.

Potom existuje limita

a plati

L(Z)=N(0,1) a Z, n jsou nezdvislé r.n.v.

10 Mixingy

Definice 21 Pro oboustrannou posloupnost r.n.v. (Xn,,n € Z) definujemne
o-algebry

.Mﬁc:g{Xn,n:k,k+1,...,l}prok,lEZakﬁl,
] Mz—oo :O'{M],2+j,j EN}, Ml_oo :U{M%,j,]’ EN} pro k7l€Z’
e M2 =c{M"* ke N}.

Pro dvé o-algebry se pouzivaji nasledujici miry vzdalenosti.



Definice 22 Necht B,C C A jsou dvé o-algebry, pak zavddime ndsledujici
miry vzddlenosti téchto o-algeber:

o $(B,C) = sup {
B eB,cec},

% - 1‘ : Prob(B) > 0,Prob(C) > 0,

e ¢(B,C) = sup{‘Prob(C/ B) — Prob(C)‘ : Prob(B) > 0,
BeB,Cecl,

o 3(B,C) = E[sup { IProb(C/ B) — Prob(C)| : C € c}]
o o(B,C) = sup { |ProbB N C — Prob(B) Prob(C)|: B € B,C € c},

e p(B,C) = sup{ |cor(n, &)| : n je B-méfitelnd, & je C-méritelnd,
Varnp =1, Varé = 1}.

Definice 23 Pro oboustrannou posloupnost (X,,n € 2Z) zavddime termino-
logii:

o (X,,,n € Z) je x-mizing, kdyz
¢(k) = suplEZ w(Ml—oovM]i_ﬁ) —_— 07

— +oo
e (X,,,n € 2) je o-mixing, kdyz
¢(k) = suplEZ ¢(Ml—oov M]i_ixl)) —_ 0:

k— +oco

o (Xp,n € 2) je absolutné reguldrni, kdyz

5(]6) = SUPjcz ﬂ(Ml—oov M?c_ixl)) _m;) 0’

o (X, n € 2) je silng mizing, kdyz
a(k) = supez a(/\/ll_oo,M,if;) —

PR 0.

Poznamenejme, Ze pokud je posloupnost (X,,n € Z) stacionarni, potom
suprema v definicich odpadnou. Rozezndvd se podstatné vétsi pocet typu
mixingu. Pro uplnéjsi prehled doporucujeme zajemcum knizku [28], kapi-
tola 3, str. 25-46. Zde také nalezneme zakladni vztahy mezi jednotlivymi
mixingy, viz. [28], kapitola 3.8., str. 42-46.

Povsimnéme si, ze uvedené nazvoslovi je ponékud zavadéjici nebot silny
mixing vlastné znamend nejslabsi predpoklady.



10.1 Zakony velkych ¢isel

Véta 47 Necht (X,,,n € Z) je silny mizing a oboustrannd staciondrni pos-
loupnost s EX1 = p a matice A = (agn)knen je Toplitzova. Kdyz existuje
v > 0 takové, Ze

“+o00 +o00
E|X1|1+” < 400, Zauw Jj) < 400, potom Zakak n_}m .
j=1 k=1

Véta je ukazdna v [28], véta 12.2.1, str. 329.

Véta 48 Necht (X,,n € 2) je silny mizing a oboustrannd staciondrni pos-
loupnost s EX1 = u a matice A = (agn)knen je Toplitzova. Kdyz existugi
0>v>0, >0 takové, Ze

BIXi['"T < oo, a() =0 (n™") , maxlagn| =0 (™) ,

potom

Z“k nXh S
Véta je ukazdna v [28], véta 12.2.2, str. 331.
10.2 Centralni limitni véty

Véta 49 (Dehling,Denker,Philipp) Necht (X,,,n € N) je silng mizing a
oboustrannd staciondrni posloupnost s EX; = 0, VarX; = 1. Oznacéme

n 2
:E(ZXk> a pn:\/gE
k=1 =

ZXk

a existuje posloupnost éisel 0 < a,, < +00, a, — +0o takovd, Ze

hmsup 2 (ZX’“> S Xi|<ansn] <1,

Kdyz plati

lim mf — >0

n—+o00 Sy,

n—+oo

potom



Vétu nalezneme v [28], véta 8.2.3, str. 189.

Véta 50 Necht (X,,,n € Z) je silny mizing a oboustrannd staciondrni pos-
loupnost. Necht EX; =0, |X1| < K < 400 a a(n) =0 (n=*9) pro § > 0.
Potom 7ada 0 = VarX; + 2 Zk 5 cov(Xy, Xy) konverguje absolutné a

\FZ k———)X L(X)=N(0,0%) .

Véta 51 Necht (X,,,n € Z) je silny mizing a oboustrannd staciondrni pos-
loupnost. Necht EX; = 0, E|X;[>*? < +00 a a(n) = 0( (1+6)(1+3 >)

pro néjaké § > 0 a § > 0. Potom Fada 0? = VarX; + 2219:2 cov(X1, Xi)
konverguje absolutné a

IZ —>X L(X)=N(0,0?) .

Tyto dvé véty nalezneme v [28] shrnuté ve vété 7.4.2, str. 166.

Véta 52 (Denker, Volny) Necht (X,,,n € Z) je silng mizing a oboustran-
nd staciondrni posloupnost, EX; = 0 a VarX; < +oo. Poloime 02 =

Var(Yp_, Xi). Kdyz 02 — +oo, pak je ekvivalentni:

e MnoZina r.n.v.

2
1 n
— (Z Xk> ,neN je steynomérné integrovatelnd.

Véta byla dokdzana v ¢lancich [11], [25] a [5]. Nalezneme ji také v knizce
[28], veta 8.2.1, str. 183. Pro nestaciondrni mixingy je véta zobecnéna
v ¢lanku [26].

11 Homogenni Markovovy fetézce

Definice 24 Rekneme, Ze posloupnost r.n.v. (Xn,n € N) tvori homogenni
Markoviv tetézec se stavy v mnoZiné S = (S,S), jestlize X,, € S pro
kazdé n € N a kdyZ emistuje funkce p : S x & — [0,1] takovd, Ze pro
kazdé A € S plati Prob(X,y1 € A/ X)) = p(Xn, A) sj., A p(s,A) je
pravdépodobnostni mira pro kazdé s € S a funkce s — p(s, A) je S-méritelnd
pro kazdou mnoZinu A € A.



V pripadé, ze S je nejvyse spocetnd mnozina staci misto funkce p uvazovat
pouze matici pravdépodobnosti prechodu P = (p(s,t))s ses-

Definice 25 Rekneme, Ze homogenni Markoviv retézec (X,,n € N) se sta-
vy v (S,8S) a s pravdépodobnostmi prechodu p : S xS — [0,1] md staciondrni
rozdéleni m : S — [0,1], jestlize plati m(A) = [sp(s,A)dr(s) pro kazdé
AeS.

Pro Markovovy fetézce s nejvyse spocetnou mnozinou stavu zavadime
nasledujici terminologii.

Definice 26 Necht (X,,n € N) je homogenni Markoviv Tetézec s nejuyse
spocetné stavy S. Rekneme, Ze stav s € S je trvaly, jestlize kdyz zacneme
ve stavu s, potom se Tetézec do stavu s po koneéné mmnoha krocich vrdti
s pravdépodobnosti 1.

Rekneme, e stav s € S je prechodny, jestlize kdyZ zacneme ve stavu s,
potom se s kladnou pravdépodobnosti Tetézec do stavu s nevrdti po konecéné
mnoha krocich.

Rekneme, Ze trvaly stav s € S je nulovy, jestlize stiedni délka doby
ndvratu do stavu s je +00.

Definice 27 Rekneme, Ze homogenni Markoviv retézec (Xn,n € N) s nej-
vyse spocetné stavy S je nerozloZitelny, jestliZe je kazdy jeho stav dosaZitelny
po koneéné mnoha krocich z kazdého jiného stavu.

Lemma 4 V nerozloZitelném Markovové retézci s nejuyse spocetné stavy
jsou vsechny stavy stejného druhu.

Véta 53 Kdyz (X,,,n € N) je homogenni nerozloZitelnyy Markoviv retézec
s koneénou mnozinou stavi S, pak existuje jednoznaéné uréené staciondrni
rozdéleni w a plati mg > 0 pro kaZdé s € S.

Veéta 54 Necht (X,,,n € N) je homogenni nerozlozitelny Markoviv retézec
se spocetnou mnozinou stavi S = {s; :i € N'}. Kdyz

+oo
1 =
g 2 plse i) =0
j:

potom existuje jednoznacné uréené staciondrni rozdéleni m a plati ws > 0 pro
kazZdé s € S.

Veéta 55 Necht (X,,,n € N) je homogenni nerozlozitelny Markoviv retézec
s nejugse spocéetnou mnozinou stavi S a s matict pravdépodobnosti prechodu



P = (p(i,5))ijes. Jsou-li vSechny stavy trvalé nenulové, pak existuje jed-
noznacné urcéené stacionarni rozdéleni m a plati s > 0 pro kazdé s € S, a
pro kazdou omezenou funkci f : S¥ — R, k € N plati

n

1
EZf(Xi:Xi+1;---;Xi+k 1 _T+oo Zf T, Pty t2) . op(te—1,tk) 5
i=1 teSk
lzn:Varf(X' Xi X; ) ——— o
n 4 - Gy AXi41y ooy Ai+k—1 "o oo )
1=

1 & D
ﬁz;(f(Xi:Xi-i-l:---:Xi+k—1)_Ef(Xi:Xi+1:---:XH-Ic—l)) -5 =" <>

kde £(Z) = N(0,0?).

Pro pifpad k = 1 a f(t) = I, kde s € S je véta s dikazem uvedena
v [21].
12 Quasi-ortonormadlni posloupnosti

Veéta 56 Necht (X,,n € N) je posloupnost r.n.v., X, € Ly pro kazdén € N
a q: No— Ry je funkce takovd, Ze Zjﬁg q(k) < +oo. Jestlize je splnéno

1. Pro kazdé i,j € N cov(X;, X;) < q(|i — j|)v/VarX; /VarX;.

2. 312 (log® n) Var(X,) < +oo,
potom je Tada Zi’i (X, — EX,,) séitatelnd s.j.

Vétu nalezneme s dikazem ve [23], corollary 2.4.1, str. 28.

Véta 57 Necht (X,,n € N) je posloupnost r.n.v., X,, € Ly pro kazdé n €
N,0<b <by <...., b, = 400 aq: Ny = Ry je funkce takovd, Ze
S0 g(k) < +oo. Jestlize je splnéno

1. Pro kazdé i,j € N cov(X;, X;) < q(|i — j|)v/VarX;/VarX;.

2. 312 (log®n) Va’(X ) < 400,

potom

1 < 5
5y 2 (K —BXy) <=5 0
k=1

Vétu nalezneme s dikazem ve [23], véta 3.7.2., str. 202.



13 Hoéffdingova dekompozice

Pii vySetiovani asymptotickych vlastnosti U-statistik se vyuziva limitni véty
zalozenych na Hoéffdingové dekompozici.

Definice 28 Necht (X,,,n € N) je posloupnost r.n.v. a (Yn,n € N) jsou
posloupnosti nezdvisljch r.n.v. Oznaéme Fy = o(Y;,i € I) pro kazdou I C N
konecnou. Rekneme, Ze kolekce r.m.v. (Wirn, I C {1,2,...,n},n € N) je
Hiffdingova dekompozice posloupnosti (X,,n € N) vzhledem k (Y, n € N),
kdyz plati:

1. Xn =3 rcq1,ny Wins

2. Wi je Fr-méfitelnd pro kazdé I C {1,...,n}, n € N;

3. E[Wrn/Fs] =0, kdykoli INJ # I, n e N.

Poznamenejme, ze nutné X, je Fyi,.. n}-méfitelnd pro kazdé n € V.

Véta 58 Necht (Wi, I C {1,2,...,n},n € N) je Hiffdingova dekom-
pozice posloupnosti (X,,n € N') vzhledem k posloupnosti nezdvisljch r.n.v.

(Yo,neN)adeN.

Oznacme W (n;d) = Z Wi pro viechna neN .

Ic{1,2,...,n}
card (I) =d

Kdyz I%%(%:VarWLn =" 0, VarW(n;d) =1 pro kazdé n e N
(3

a EW (n;d)* == 3, potom

Wn;d) —2— W, L(W)=N(0,1) .

n—+0o
Vétu nalezneme s dukazem v ¢ldnku [8]. Vétu lze dokonce obratit.

Véta 59 Necht (Wi, I C {1,2,...,n},n € N) je Hiffdingova dekom-
pozice posloupnosti (X,,,n € N') vzhledem k posloupnosti nezdvisljch r.n.v.

(Yo,neN)adeN.

Oznacme W (n;d) = Z Wi proviechna neN .

Ic{1,2,...,n}
card (I) =d



Kdyz riréz}\)/(%:VarWI,n = 0, VarW(n;d) =1 pro kazdé n e N
(2

4
a jesté sup{m : I Cc N,card (I) < +oo,n EN} < 400,
potom
EW(n;d)* — 3 < Wmd) —2— W, L(W)=N(0,1).
n— 400 n—+o00

Tento vysledek by mél byt ukdzan v [10]. Specidlnim piipadem véty 58
je véta v [9].

Véta 60 Necht (X,,n € N) jsou nezdvislé r.n.v. a w;jn, : R* = R jsou
borelovské funkce pro kazdé i,j = 1,2,...,n, i < j, n € N. Oznacme
07 = Varw; jn(Xi, X;) a 05 = st > i—it10%jn- Predpoklidejme, Ze

plati
1. 0 < 0, < 400 pro kazdé n € N,
2. Elw; jn(Xi, X;)/ Xi] =0 s.4. pro kazdéi,j=1,2,...,n,i<j,neN,

3. émax{zyziﬂ 01-27j7n:i:1,2,...,n—1} —— 0,
4
-1
4 éE{(ELI Z?:iﬂ wi,j,n(Xian)) } . 3.
Potom
1 n—1 n »
il i in(Xi, X)) —— W7£W:N071‘
2 3 sl ) g W £7) =N

14 Jiné véty
Pro jiné posloupnosti jsem nagel véty.
Véta 61 Kdy# pro posloupnost r.n.v. (X,,n € N) plati
VarX,, ———— 0, potom X, —-EX, ——P—> 0.
n— 400 n— +oo

Véta 62 (Poisson) Nech! X,,,n € N je posloupnost r.n.v. s binomickym
rozdélenim L(X,) = Bi(n,pyn). Kdyz np, — X pro néjaké 0 < X\ < 400, pak
Xn _jDJr—) X, L(X) = Po()\), kde Po(\) oznacuje Poissonovo rozdéleni

s parametrem \.



References

[1]

[2]

3]

[4]

[5]

[6]

[7]

(8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

G. Alexitz. Convergence Problems of Orthogonal Series. Pergamon,
Oxford, 1961.

A. Adler and A. Rosalsky. An extension of the Hong—Park version of
the Chow-Robbins theorem on sums of nonintegrable random variables.
J. Korean Math. Soc., 32,2:363-370, 1995.

A. Adler and A. Rosalsky. On the norming constants in the Feller-
Khintchine-Lévy central limit theorem. Calcutta Statist. Assoc. Bull,
41:161-164, 1991.

P. Hall and C.C. Heyde. Martingale Limit Theory and Its Application.
Academic Press, New York, 1980.

T. Mori and K. Yoshihara. A note on the central limit theorem for
stationary mixing sequences. Yokohama Math. J., 34:143-146, 1986.

C.G. Esseen and S. Janson. On moment conditions for normed sums of
independent random variables and martingale differencies. Stoch. Proc.
Appl., 19:173-182, 1985.

P. Billingsley. The Lindeberg—Lévy theorem for martingals. Proc. Amer.
Math. Soc., 12:788-792, 1961.

P. de Jong. A central limit theorem for generalized multilinear forms.
Journal of Multivariate Analysis, 34:275-289, 1990.

P. de Jong. A central limit theorem for generalized quadratic forms.
Probab. Th. Rel. Fields, 75:261-277, 1987.

P. de Jong. Central limit theorems for generalized multilinear forms.
CWI, Tract 61, 1989.

M. Denker. Uniform integrability and the clt for strongly mixing se-
quences. In Dependence in Probability and Statistics (ed. E. Eberlein and
M.S. Taqqu), pages 169-174, Boston, Basel, Studgart, 1986. Birkh&user.

G.K. Eagleson. On Gordin’s central limit theorem for stationary pro-
cesses. J. Appl. Probability, 12:176-179, 1975.

M.I. Gordin. Abstracts of communications, i.1:. A-K. International
conference on probability theory (Vilnius), 1973.

M.I. Gordin. The central limit theorem for stationary processes. Dokl.
Akad. Nauk SSSR, 188:739-741, 1969.



[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]
[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

C.C. Heyde. On the central limit theorem for stationary processes. Z.
Wahrsch. Verw. Gebiete, 30:315-320, 1974.

D.H. Hong. A remerk on the C.L.T. for sums of pairwise i.i.d. random
variables. Math. Japonica, 42,1:87-89, 1995.

K.L. Chung. A Course in Probability Theory. Academic Press, New
York, 1974.

LLA. Ibragimov. A central limit theorem for a class of dependent random
variables. Theory Probab. Appl., 8:83-89, 1963.

P. Lachout. A martingale central limit theorem. Comm. Mathem. Univ.
Carolinae, 27:371-375, 1986.

D.L. McLeish. Invariance principles for dependent variables. Z. Wahrsch.
Verw. Geb., 32:165-178, 1975.

S.I. Resnick. Adventures in Stochastic Processes. Birkhauser, Boston,
1992.

J. Stépan. Teorie pravdépodobnosti. Academia, Praha, 1987.

W.F. Stout. Almost Sure Convergence. Academic Press, New York,
1974.

D. Volny. Approximating martingales and the central limit theorem for
strictly stationary processes. Stochastic Process. Appl., 44:41-74, 1993.

D. Volny. Approximation of stationary processes and the central limit
theorem. In Lecture Notes on Mathematics 1299 (S. Watanabe and
Yu. Prokhorov: Probability Theory and Mathematical Statistics), pages
532-540. Springer, 1986.

D. Volny. A central limit theorem for non stationary mixing processes.
Comm. Math. Univ. Carolinae, 30,2:405-407, 1989.

D. Volny. On non—ergodic versions of limit theorems. Apl. Mat., 34:351—
363, 1989.

K.I. Yoshihara. Weakly Dependent Stochastic Sequences and Their Ap-
plications. Sanseido Co., Tokyo, 1992.



