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Abstract: The characterization for class of functions of useful param-

eters which are estimable under the model with nuisance parameters and

under the model, where the nuisance parameters are neglected and estima-

tors of which have the same variance in both mentioned models, is given in

the paper.

Rez�me: V stat~e ustanovlenno takoe seme�stvo funkci� po-

leznyh parametrov, ocenki kotoryh nesmewenny kak v modeli s me-

xa�wimi parametrami, tak i v modeli, v kotoro� ne predpola-

ga�ts� mexa�wie parametry i ocenki kotoryh v oboih model�h

ime�t odinakovye dispersii.

1. �Uvod

Uva�zujme multivari�atn�� line�arn�� model

Y = X(�(1); : : : ; �(m)) + ";

kde Y = (Y(1); : : : ;Y(m)) je matice pozorov�an��, X matice pl�anu a

(�(1); : : : ; �(m)) matice nezn�am�ych parametr�u.

V deforma�cn��ch m�e�ren��ch s prom�enn�ymi parametry se setk�av�ame s tzv.

modelem r�ustov�ych k�rivek (growth{curve model), viz lit.[2], str.96, v n�em�z

se p�redpokl�ad�a, �ze i-t�a slo�zka �(j) (v j-t�e epo�se m�e�ren��, tj. v �case tj), m�a

tvar

�i(tj) = bi;1 + bi;2'1(tj) + � � �+ bi;l'l�1(tj);

kde '1(�); : : : ; 'l�1(�) jsou zn�am�e line�arn�e nez�avisl�e funkce de�novan�e na R1

s vlastnost��

'r(t1) = 0; r = 1; : : : ; l � 1:

Observa�cn�� matici Y lze potom vyj�ad�rit ve tvaru

Yn;m = Xn;kBk;lZl;m + "; (1)

kde

B =

0B@ b1;1; b1;2; : : : ; b1;l
...

... : : :
...

bk;1; bk;2; : : : ; bk;l

1CA
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a

Z =

0BBB@
1; 1; : : : ; 1

'1(t1); '1(t2); : : : ; '1(tm)
...

... : : :
...

'l�1(t1); 'l�1(t2); : : : ; 'l�1(tm)

1CCCA :

Uva�zujme situaci, kdy je matice B v (1) rozd�elena do dvou blok�u:

blok B1 tzv. u�zite�cn�ych parametr�u, kter�e (nebo jejich funkce) maj�� b�yt

odhadnuty z matice pozorov�an�� Y,

blok B2 tzv. ru�siv�ych parametr�u, tj. situaci

Y = X(B1;B2)

�
Z1
Z2

�
+ ": (2)

C��lem tohoto �cl�anku je ( p�ri respektov�an�� struktury modelu (2) ) ur�cit

t�r��du takov�ych funkc�� u�zite�cn�ych parametr�u, jejich�z odhad ur�cen�y p�ri zaned-

b�an�� ru�siv�ych parametr�u z�ust�av�a nestrann�y i v �upln�em modelu. Analogicky

po�zadujeme, aby rozptyl odhadu funkce z uva�zovan�e t�r��dy byl stejn�y jak

v modelu s ru�siv�ymi parametry tak v modelu, kde jsou ru�siv�e parametry

zanedb�any. Ur�cen�� t�r��dy funkc�� u�zite�cn�ych parametr�u s uveden�ymi vlastnost-

mi m�a velk�y v�yznam pro praxi, proto�ze po�cet ru�siv�ych parametr�u v re�aln�ych

situac��ch m�u�ze b�yt �r�adov�e v�et�s�� ne�z po�cet u�zite�cn�ych parametr�u. V souladu

s prac�� [1] ozna�cme tuto t�r��du symbolem E0(I
�).

Necht' Rn ozna�cuje prostor v�sech n-rozm�ern�ych re�aln�ych vektor�u, up a Am;n

ozna�cuje re�aln�y sloupcov�y p-rozm�ern�y vektor a re�alnou matici rozm�erum�n.

Symboly A0;R(A);N(A); r(A) ozna�cuj�� transpozici, prostor vytvo�ren�y nad

sloupci matice A, nulov�y prostor a hodnost matice A. D�ale vec(A) ozna�cuje

sloupcov�y vektor (fAg0
:1; : : : ; fAg

0

:n
)0 vytvo�ren�y ze sloupc�u matice A. Sym-

bol A 
 B ozna�cuje Kronecker�uv (tenzorov�y) sou�cin matic A,B. Symbol

A� ozna�cuje libovolnou pseudoinverzn�� (g{inverzn��) matici k matici A, PA

resp. Q
A
ozna�cuje ortogon�aln�� projektor na R(A) resp. na R?(A) [R?(A)

ozna�cuje prostor v�sech vektor�u kolm�ych k R(A)], A? ozna�cuje libovolnou

matici, pro kterou R?(A) = R(A?).

2. Pozn�amky a pomocn�a tvrzen��.

Uva�zujme model (2)

Yn;m = Xn;k(B1;B2)

�
Z1
Z2

�
+ ":

kde B1 je matice typu k � r, B2 matice typu k � s, Z1 matice typu r �m,

Z2 matice typu s�m.

X;Z1;Z2 jsou zn�am�e nenulov�e matice libovoln�e hodnosti.
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P�redpokl�ad�ame, �ze pro sloupce observa�cn�� matice Y plat��

cov(Y(i);Y(j)) = O;8i 6= j; var(Y(j)) = �; 8j = 1; : : : ;m:

kde � je nejm�en�e pozitivn�e semide�nitn��.

Lema 1

Model (2) lze ekvivalentn�e vyj�ad�rit ve tvaru

vec(Y) = [Z01 
X;Z02 
X]

�
vec(B1)

vec(B2)

�
+ vec("): (3)

D�ukaz: v�ypo�ctem. 2

Pro varian�cn�� matici vec(Y) plat��

var[vec(Y)] = Im;m 
�n;n:

Ve shod�e s �cl�ankem [1] budeme studovat line�arn�� model s ru�siv�ymi parametry

Ma(I
�) =

�
vec(Y); (Z01 
X;Z02 
X)

�
vec(B1)

vec(B2)

�
; I
�

�
; (4)

a line�arn�� model bez ru�siv�ych parametr�u

M(I
�) =
�
vec(Y); (Z01 
X)vec(B1); I
�

�
: (5)

Budeme p�redpokl�adat, �ze je spln�ena podm��nka

R(Z01 
X;Z02 
X) � R(I
�): (6)

Tato podm��nka je ekvivalentn�� po�zadavku

R(X) � R(�); (7)

a zaru�cuje, �ze

P [vec(Y) 2 R(I
 �)] = 1:

Ozna�cen��

Ozna�cme (ve shod�e s �cl�ankem [1]) Ea resp. E t�r��du v�sech line�arn��ch funkcio-

n�al�u vektoru vec(B1), kter�e jsou odhadnuteln�e v modeluMa resp. v modelu

M.

(Index a v dal�s��m textu tedy zna�c��, �ze odhad je uva�zov�an v �upln�em modelu

Ma s ru�siv�ymi parametry.)
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Z�rejm�e

E = fp0vec(B1) : p 2 R(Z1 
X0)g: (8)

Pozn�amka 1

p = (p01; : : : ; p
0

r
)0, kde p

j
jsou k-rozm�ern�e vektory, j = 1; : : : ; r. Ozna�c��me-li

P0 = (p1; : : : ; pr), lze ps�at p
0vec(B1) = Tr(PB1).

Z vyj�ad�ren�� t�r��dy E vypl�yvaj�� n�asleduj��c�� ekvivalence

p 2 R(Z1 
X0), 9Am;n; p = (Z1 
X0)vec(A0), 9Am;n; P = Z1AX:

V�enujme se t�r��d�e

Ea = fp0vec(B1) : p 2 Rkr; 9L 2 Rnm;8vec(B1) 2 Rkr ;

8vec(B2) 2 Rks; Evec(B)

�
L0vec(Y)

�
= p0vec(B1)g:

Po�zadovan�a rovnost je 8vec(B1); vec(B2) spln�ena pr�av�e tehdy, kdy�z

p = (Z1 
X0)L ^ (Z2 
X0)L = 0;

co�z je ekvivalentn�� vztahu

p = (Z1 
X0)Q
Z
0

2

X

u; 8u 2 Rmn:

Po �uprav�e dostaneme v�ysledek

Ea = fp0vec(B1) : p 2 R(Z1QZ
0

2


X0)g: (9)

Pozn�amka 2

U�zit��m matice P lze ps�at

p 2 R(Z1QZ
0

2


X
0

), 9A takov�a, �ze P = Z1QZ
0

2

AX:

Ze vztah�u (8),(9) plyne, �ze

Ea � E:

Nav��c plat��

Lema 2

Ea = E , R(Z01 
X) \ R(Z02 
X) = f0g , R(Z01) \ R(Z
0

2) = f0g: (10)

D�ukaz:

Ea = E , R(Z1 
X0) = R(Z1QZ
0

2


X0), 0 = r(Z1 
X0)� r(Z1QZ
0

2


X0)
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= dim[R(Z01 
X) \ R?(I� PZ
0

2

 PX)] = dim[R(Z01 
X) \ R(Z02 
X)];

kde jsme u�zili rovnost (viz [1], Corollary 3.2)

r(A)� r(AB) = dim[R(A0) \R?(B)]:

Druh�a dokazovan�a ekvivalence plyne z p�redchoz��ch �uvah s u�zit��m toho, �ze

plat�� r(A
 B) = r(A)r(B). 2

V dal�s��m budeme p�redpokl�adat

R(Z01 
X) 6� R(Z02 
X):

Kdyby toti�z platilo R(Z01
X) � R(Z
0

2
X), potom by byloR(Z1QZ
0

2


X0) =

f0g:

Ozna�cme dp0vec(B1) resp. dp0vec(B1)a BLUEs funkc�� p0vec(B1) v modelu

M(I
 �) resp. v modelu Ma(I
�).

Lema 3

dp0vec(B1) = p0
�
(Z1Z

0

1)
�Z1 
 (X0��X)�X0��

�
vec(Y); je-li p0vec(B1) 2 E;

(11)

dp0vec(B1)a = p0
h
(Z1QZ

0

2

Z01)
�Z1QZ

0

2


 (X��X0)�X0��
i
vec(Y); (12)

je-li p0vec(B1) 2 Ea,

dvar[p0vec(B1)] = p0
�
(Z1Z

0

1)
�


 (X0��X)�
�
p; je-li p0vec(B1) 2 E; (13)

dvar[p0vec(B1)a] = p0
h
(Z1QZ

0

2

Z01)
�


 (X0��X)�
i
p; je-li p0vec(B1) 2 Ea:

(14)

D�ukaz: v modelu Ma je jednou z verz�� odhadu dvec(B1)advec(B2)a

!

= [(Z
0

1
X;Z02
X)0(I
�)�(Z
0

1
X;Z02
X)]�
�

Z1 
X0

Z2 
X
0

�
(I
�)�vec(Y)
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=

�
Z1Z

0

1 
X
0

��X; Z1Z
0

2 
X
0

��X

Z2Z
0

1 
X0��X; Z2Z
0

2 
X0��X

�
�
�

Z1 
X
0

��

Z2 
X0��

�
vec(Y)

=

"
U
W; �[UZ1Z

0

2(Z2Z
0

2)
�


W]

�[(Z2Z
0

2)
�Z2Z

0

1U
W]; (Z2Z
0

2)
�[I + Z2Z

0

1UZ1Z
0

2(Z2Z
0

2)
�]
W

#

:

�
Z1 
X0��

Z2 
X0��

�
vec(Y);

kde U = (Z1QZ
0

2

Z01)
�, W = (X0��X)� . (U�zili jsme Rohdeho formuli pro

g-inverzi blokov�e matice). Potom

dvec(B1)a = [(Z1QZ
0

2

Z01)
�Z1QZ

0

2


 (X0��X)�X0��]vec(Y):

dTr(PB1)a =
dp0vec(B1)a = p0fvec[(X0��X)�X0��YQ

Z
0

2

Z01(Z1QZ
0

2

Z01)
�]g

= Tr[P(X0��X)�X0��YQ
Z
0

2

Z01(Z1QZ
0

2

Z01)
�]:

D�ukaz zb�yvaj��c��ch tvrzen�� je z�rejm�y. 2

Pozn�amka 3

Tvrzen�� lematu 3 je mo�zno zapsat tak�e v n�asleduj��c��m tvaru

dTr(PB1) = Tr
�
P(X0��X)�X0��YZ01(Z1Z

0

1)
�

�
; je-li Tr(PB1) 2 E; (15)

dTr(PB1)a = Tr[P(X0��X)�X0��YQ
Z
0

2

Z01(Z1QZ
0

2

Z01)
�]; (16)

je-li Tr(PB1) 2 Ea,

dvar[Tr(PB1)] = Tr[P(X0��X)�P0(Z1Z
0

1)
�]; je-li Tr(PB1) 2 E; (17)

dvar[Tr(PB01)a] = Tr[P(X0��X)�P0(Z1QZ
0

2

Z01)
�]; je-li Tr(PB1) 2 Ea: (18)

3. Ur�cen�� t�r��dy E0(I
�)

Jak ji�z bylo v �uvodu �re�ceno, ozna�c��me symbolem E0(I
�) takovou podt�r��du

t�r��dy Ea, kter�a obsahuje v�sechny ty line�arn�� funkcion�aly p0vec(B1), jejich�z

BLUE za platnosti modelu Ma(I 
 �) m�a stejn�y rozptyl jako BLUE za

platnosti modelu M(I
�), tj.

E0(I
�) = fTr(PB1) 2 Ea : var[ dTr(PB1)] = var[ dTr(PB1)a]g:
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Vy�set�rme, kdy plat�� rovnost

var[ dp0vec(B1)] = var[ dp0vec(B1)a] pro p0vec(B1) 2 Ea:

Ze vztahu (9) v��me, �ze podm��nka p0vec(B1) 2 Ea je ekvivalentn�� s t��m, �ze

p = (Z1QZ
0

2


X
0

)u0 pro n�ejak�y vektor u0 2 Rmn. Rovnost v�yraz�u (17) a (18)

za t�eto podm��nky znamen�a, �ze

u00[QZ
0

2

Z01(Z1Z
0

1)
�Z1QZ

0

2


X(X0��X)�1X0]u0

= u00[QZ
0

2

Z01(Z1QZ
0

2

Z01)
�Z1QZ

0

2


X(X0��X)�1X0]u0;

tj. po �uprav�e

u00f(QZ
0

2

Z01[(Z1QZ
0

2

Z01)
�

� (Z1Z
0

1)
�]Z1QZ

0

2

)
X(X0��X)�X0gu0 = 0: (19)

V�enujme se matici, kter�a stoj�� v tenzorov�em sou�cinu nalevo.

U�zijeme-li n�asleduj��c�� tvrzen���
A; B

B0; C

�
p.s.d ) (A� BC�B0)� = A� +A�B(C� B0A�B)�B0A�;

na matici �
Z1Z

0

1; Z1Z
0

2

Z2Z
0

1; Z2Z
0

2

�
;

dostaneme

(Z1QZ
0

2

Z01)
� = (Z1Z

0

1 � Z1Z
0

2(Z2Z
0

2)
�Z2Z

0

1)
�

= (Z1Z
0

1)
� + (Z1Z

0

1)
�Z1Z

0

2(Z2QZ
0

1

Z02)
�Z2Z

0

1(Z1Z
0

1)
�:

V�yraz (19) m�a potom tvar

u00

nh
Q
Z
0

2

PZ0

1
Z02(Z2QZ

0

1

Z02)
�Z2PZ0

1
Q
Z
0

2

i



�
X(X0��X)�1X0

�o
u0 = 0;

Proto�ze matice Z2QZ
0

1

Z02 je pozitivn�e semide�nitn��, lze matici

(Z2QZ
0

1

Z02)
� zvolit pozitivn�e de�nitn��, tj. ve tvaru JJ0, kde J je regul�arn��.

Z p�redpokladu (7) vypl�yv�a, �ze tak�e matici (X0��X)� lze zvolit ve tvaru KK0,

kde K je regul�arn��.

Tedy

u00[(QZ
0

2

PZ
0

1
Z02JJ

0Z2PZ
0

1
Q
Z
0

2

)
XKK0X0]u0 = 0:

To je spln�eno pr�av�e tehdy, je-li

X0U00QZ
0

2

PZ0

1

Z02 = O; kde vec(U00) = u0: (20)
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T��m byla dok�az�ana n�asleduj��c�� v�eta:

V�eta 1

Jestli�ze p0vec(B1) 2 Ea, tj. existuje-li matice U0 takov�a, �ze plat��

P = Z1QZ
0

2

U0X, potom

p0vec(B1) 2 E0(I
�) , X0U00QZ
0

2

PZ0

1
Z02 = O:

D�usledek

Ea = E0(I
�) , Q
Z
0

2

PZ
0

1
Z02 = O:

Pozn�amka 4

Tvrzen�� v�ety je mo�zno ov�e�rit tak�e aplikac�� vztahu (2.12), lit.[1] na n�a�s mul-

tivari�atn�� p�r��pad. Podle tohoto vztahu plat��

dvar[p0vec(B1)] =
dvar[p0vec(B1)]a pro p0vec(B1) 2 Ea; (21)

pr�av�e tehdy, kdy�z

u0QZ
0

2

X(Z

0

1
X)[(Z1
X0)(I
��)(Z01
X)]�(Z1
X0)(I
��)(Z02
X) = o;

(22)

u 2 Rmn.
�Upravou posledn��ho vztahu, dosazen��m Q

Z
0

2

X

= I
I�PZ0

2


PX , dostaneme

n�asleduj��c�� ekvivalentn�� podm��nku pro spln�en�� rovnosti (21)

Q
Z
0

2

PZ
0

1
Z02 
X = O:

V�eta 2

E0(I
 �) = fTr(PB1) : P = Z1Z
0

1QZ1Z
0

2

AX0��X pro libovoln�e Ag:

D�ukaz: do t�r��dy E0(I 
 �) pat�r�� takov�e funkce p0vec(B1) 2 Ea (tj. funkce,

ve kter�ych podle (9) je p tvaru p = (Z1QZ
0

2


 X0)u = (Z1 
 X0)Q
Z
0

2

X

u,

u 2 Rmn), kter�e spl�nuj�� rovnost (21).

Ozna�cme q = Q
Z
0

2

X

u; u 2 Rmn. Ze vztahu (22) dostaneme, �ze

q ? Rf(Z01 
X)[(Z1 
X0)(I
��)(Z01 
X)]�(Z1 
X0)(I
��)(Z02 
X)g

= R(Z01 
X) \
�
Rf(I
 �)(Z01 
X)?g+R(Z02 
X)

�
:
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Posledn�� rovnost plyne z Lemmatu 2.1,[1].

Tedy

q 2

�
R
?(Z01 
X) +

h
R
?

f(I
�)(Z01 
X)?g \ R?(Z02 
X)

i�
:

U�zijeme-li p�ri �uprav�e v�yrazu v hranat�e z�avorce n�asleduj��c�� vztah (viz (2.16),

[1])

R(A) � R(S) ) R
?(SA?) = R(S�A; I� S�S);

zjist��me, �ze

N (I
�) �

h
R
?

f(I
�)(Z01 
X)?g \ R?(Z02 
X)

i
:

Uv�edom��me{li si, �ze R?(Z0
k

X) � N (I
�); k = 1; 2, dostaneme tvrzen��

q 2
�
R
?(Z01 
X)

+[N (I
�) + (R?

f(I
�)(Z01 
X)?g \ R?(Z02 
X) \R(I
�))]

�

=
h
R
?(Z01 
X) +

n
R
?

f(I
�)(Z01 
X)?g \ R?(Z02 
X) \ R(I
�)
oi

:

Ale pro ka�zd�e q 2 R?(Z01 
X) je p = (Z1 
X0)q = 0, tedy

E0(I
�) =

fp0vec(B1) : p = (Z1
X
0

)q; q 2 R?

f(I
�)(Z
0

1
X)
?

g\R
?

(Z
0

2
X)\R(I
�)g

(23)

Podle n�asleduj��c��ho tvrzen�� (viz (2.15), [1])

R(A) � R(S) ) R(SA?) = R
?(S�A) \ R(S);

plat�� pro vektor q z v�yrazu (23)

q 2 R[(I
 ��)(Z01 
X)] +R?(I
�):

Vzhledem k p�redpokladu (6) to znamen�a, �ze

p = (Z1 
X0)q = (Z1 
X0)(I
��)(Z01 
X)t; t 2 Rkr:

Z podm��nky q 2 R?(Z02 
 X) dostaneme, �ze t 2 R(Q
Z1Z

0

2

X0��X ). Odtud

plyne, �ze

p = (Z1Z
0

1 
X0��X)Q
Z1Z

0

2

X0��Xu; u 2 Rkr:
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Tedy

E0(I
�) = fp0vec(B1) :

p 2 R(Z1Z
0

1 
X0��X)Q
Z1Z

0

2

X0��X = R(Z1Z

0

1QZ1Z
0

2


X0��X)g:

Pomoc�� matice P zaveden�e v Pozn�amce 1 lze ps�at

E0(I
 �) = fTr(PB1) : P = Z1Z
0

1QZ1Z
0

2

AX0��X pro libovolnou matici Ag:

2
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