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Abstract: The characterization for class of functions of useful param-
eters which are estimable under the model with nuisance parameters and
under the model, where the nuisance parameters are neglected and estima-
tors of which have the same variance in both mentioned models, is given in
the paper.

Pesome: B crarbe yCTAaHOBJIEHHO TaKOe CEMEMCTBO (DYHKUMI I1O-
JIE3HBIX [IapaMeTpPOB, OLIEHKN KOTOPBIX HECMEIIEeHHbI KaK B MO AeJIN C Me-
oIamyIMM ImapamMerpamMu, Tak 1 B MOAeJ/In, B KOTOpOﬁ HE I[IpearioJyia-
FaIOTCS MEMIAIONMe TapAMeTPhl U OIEHKU KOTOPBIX B ODOMX MOIEJISIX

VMEIOT OAMHAKOBBIE OVCIIEDCUMN.

1. Uvod

Uvazujme multivariatni linedrni model
Y = X(ﬂ(l)a s 7ﬂ(m)) +57

kde Y = (Y(l), .. ,Y(m)) je matice pozorovani, X matice planu a
(8D, ..., (™) matice nezndmych parametri.

V deformaé¢nich méfenich s proménnymi parametry se setkdvame s tzv.
modelem rustovych kiivek (growth—curve model), viz lit.[2], str.96, v némz
se predpoklada, ze i-t4 slozka ) (v j-té epose méieni, tj. v case t;), ma
tvar

Bi(tj) = bix +bi2pi(ty) + -+ bipi—1(t)),

kde 1 (), ..., pi—1() jsou zndmé linedrné nezavislé funkce definované na R!
s vlastnost{
@r(tl) :0, r= 1,...,l— 1.

Observacni matici Y lze potom vyjadiit ve tvaru
Yn7m = kaBkJZl,m +e, (1)

kde
by, bi2, ..., biy
B =

br,iy br2, ..., bry



, , 1
p1(t1), pi(t2), .., @i(tm)

7 =

pi-1(tr), wi-a(tz), oy @-1(tm)
Uvazujme situaci, kdy je matice B v (1) rozdélena do dvou bloku:
blok B; tzv. uziteénych parametru, které (nebo jejich funkce) maji byt
odhadnuty z matice pozorovani Y,
blok By tzv. ruSivych parametru, tj. situaci

Y = X(By,B») ( % ) +eé. (2)

Cilem tohoto ¢lanku je ( pii respektovani struktury modelu (2) ) urcit
ttidu takovych funkci uziteé¢nych parametra, jejichz odhad urceny pii zaned-
bani rusivych parametri zistava nestranny i v iplném modelu. Analogicky
pozadujeme, aby rozptyl odhadu funkce z uvazované tiidy byl stejny jak
v modelu s rusivymi parametry tak v modelu, kde jsou rusivé parametry
zanedbdny. Urceni tfidy funkci uzite¢nych parametru s uvedenymi vlastnost-
mi md velky vyznam pro praxi, protoZze pocet ruivych parametri v redlnych
situacich muze byt fadové vétsi nez pocet uzitecnych parametria. V souladu
s praci [1] ozna¢me tuto tiidu symbolem & (I ® X).

Necht R™ oznacuje prostor viech n-rozmérnych redlnych vektora, u, a Ap,
oznacuje realny sloupcovy p-rozmérny vektor a redlnou matici rozméru m X n.
Symboly A’,R(A),N(A),r(A) oznacuji transpozici, prostor vytvoreny nad
sloupci matice A, nulovy prostor a hodnost matice A. Déle vec(A) oznacuje
sloupcovy vektor ({A}',...,{A},,)" vytvofeny ze sloupct matice A. Sym-
bol A ® B oznacuje Kroneckeruv (tenzorovy) soutin matic A,B. Symbol
A™ oznacuje libovolnou pseudoinverzni (g-inverzni) matici k matici A, P4
resp. Q4 oznacuje ortogondlni projektor na R(A) resp. na R(A) [R*(A)
oznaéuje prostor vech vektort kolmych k R(A)], AL oznacuje libovolnou
matici, pro kterou R-(A) = R(A™1).

2. Poznamky a pomocnd tvrzeni.

Uvazujme model (2)

y/
Yn,m = Xnd(Bl,BQ) < Z; > + €.

kde B; je matice typu k& x r, Bo matice typu k x s, Z; matice typu r x m,
Z-> matice typu s x m.

X, Z1,7Z5 jsou zndmé nenulové matice libovolné hodnosti.



Predpokldddme, Ze pro sloupce observa¢ni matice Y plati
cov(YO YD)y =0,Vi #j, var(YV)=3%,Vj=1,...,m.
kde ¥ je nejméné pozitivné semidefinitni.

Lema 1
Model (2) lze ekvivalentné vyjadrit ve tvaru

vee(Y) = [Z) © X, 7, @ X] ( ZEZEE;; ) + vec(e). (3)

Dukaz: vypoCtem. a
Pro varian¢ni matici vec(Y) plati

varfvec(Y)] = Ly m @ Xy p.
Ve shodé s ¢lankem [1] budeme studovat linedrni model s rusivymi parametry

M1 = |vee(Y), (Z, X, Z, @ X) ( zzzgg;; >,I®z}, (4)

a linedrni model bez rusivych parametra

MI®E) = [vee(Y), (2] @ X)vec(By),I® X] . (5)

Budeme ptedpokladat, ze je splnéna podminka
R(Zy ®X,Zy ®X) CR(I® ). (6)
Tato podminka je ekvivalentni pozadavku
R(X) C R(D), (7)

a zarucuje, ze
Plvec(Y) e RI® X)] = 1.

Oznaceni

Oznac¢me (ve shodé s ¢lankem [1]) &, resp. & tiidu vsech linedrnich funkcio-
nalu vektoru vec(By), které jsou odhadnutelné v modelu M, resp. v modelu
M.

(Index a v dalsim textu tedy znaéi, Zze odhad je uvazovan v tiplném modelu
M, s rusivymi parametry.)



Ziejmé
&= {p'vec(B1) : p € R(Z1 ® X")}. (8)

Poznamka 1
p=(p1,---,p;)’, kde p; jsou k-rozmérné vektory, j = 1,...,r. Oznacime-li
P' = (py,-.-,pr), lze psit p'vec(By) = Tr(PBy).

Z vyjadreni tiidy £ vyplyvaji nasledujici ekvivalence
pER(Z ®X')e A, p=(Z1 @ X' )vec(A") & JA,,.,, P=7ZAX.
Vénujme se ttide
&, = {p'vec(By) : p € R¥ 3L € R™™ Vvec(B,) € R,
Yvec(Bz) € R*,  E,ccp) [L'vec(Y)] = p'vec(B1)}.
Pozadovand rovnost je Yvec(B1), vec(B2) splnéna prave tehdy, kdyz
p=(Z1 X)L A (Zz®X)L=0,
coz je ekvivalentni vztahu
p=(Z1® X')QZQ(@Xu, Yu e R™".
Po upraveé dostaneme vysledek
Ea = {p'vec(B1) :p € R(Z1Qz ® X"} (9)
Poznamka 2
Uzitim matice P lze psat
p € R(Z1Qz ®X') & 3A takovd, ze P =Z;QzAX.

Ze vztahu (8),(9) plyne, ze
&, CE.

Navic plati
Lema 2
Ea=& ©R(Z, 2X)NR(Zy ® X) = {0} & R(Z}) N R(Z5) = {0}. (10)
Diikaz:

Ea=E& R(Z1®X') =R(Z1Qg ®X') & 0=1(Z1 ®X') = r(Z1Qz, ® X')



= dim[R(Z} ® X) N R*(I - Py, ® Px)] = dim[R(Z} ® X) N R(Z}, ® X)],

kde jsme uzili rovnost (viz [1], Corollary 3.2)
r(A) — r(AB) = dim[R(A") N R*(B)].

Druhé dokazovana ekvivalence plyne z pfedchozich Gvah s uzitim toho, ze
plati r(A ® B) = r(A)r(B). O

V dalsim budeme pfedpokladat
R(Z] ®X) ¢ R(Zy @ X).

Kdyby totiz platilo R(Z) ®X) C R(Z;®X), potom by bylo R(Z,Qz, ®X') =
{0}.

—

Oznatme p’ve/c?Bl) resp. p'vec(B1), BLUEs funkc{ p'vec(B;) v modelu
M(I® X) resp. v modelu M,(I® X).

Lema 3

—

p'vec(By) = p' [(Z12})7Z1 @ (X'S™X)"X'S 7] vec(Y), je-li p'vec(By) € €&,
(11)

—

p'vec(B1), = p' [(ZIQZézll)ileZé ® (XZ?XIYX’EF] vee(Y),  (12)
je-li p'vec(By) € &,,

—

var[p'vec(B1)] = p' [(Z12})” @ (X'S"X) | p, je-li p'vec(By) € &, (13)

var[p’@(Bl)a] =p [(ZlQZéZQY ® (X'E*X)*] p, je-li p'vec(By) € &,.
(14)
Diikaz: v modelu M, je jednou z verzi odhadu

()
vec(Ba),

Z, o X'
:[(Z’1®X,Z’2®X)’(I®E)(Z’1®X,Z’2®X)]( 1®

7y 0 X! > (I®X) wvec(Y)



2729 X'ES7X, 71Z59X'YX ] [ ZieX'E )
T | 72,7 9 X'SX, 7,7, 9 X'S~X 7, o X's— )¢
B U W, —[UZ1Z5(Z275)~ @ W]
| Bz BZiU @ W), (ZeZh)”[1+ 2,2 UZiZ5(2:Z5) " © W
7, © X'S-
. < Z, 0 X'S ) vec(Y),

kde U = (Z1Qy, Z))~, W = (X'27X)~ . (Uzili jsme Rohdeho formuli pro
g-inverzi blokové matice). Potom

—

vee(Bi)a = [(Z1QzZ1) Z1Qz @ (X'T7X) X'S Jvec(Y).

— —

Tr(PBy), = p'vec(B1), = p’{vec[(X'E*X)*X'E*YQZQZ'l(ZlQZéZ'l)*]}
= Tr[P(X'SX)"X'S7YQy, 24 (24 Qz 2) 7).
Dukaz zbyvajicich tvrzeni je zfejmy. |

Poznamka 3
Tvrzeni lematu 3 je mozno zapsat také v nasledujicim tvaru

—

Tr(PBy) = Tr [P(X'S™X)"X'S7YZ, (Z,1Z))7], je-li Tr(PBy) €&, (15)

Tr(PBy), = TT[P(X'E_X)_X'E_YQZéZ'l(ZlQZézll)_], (16)
je-li Tr(PBy) € &,,

—

var[Tr(PBy)] = Tr[P(X'S™X)"P'(Z,Z}) 7], je-li Tr(PBy) € €, (17)

—

var[Tr(PBy)o] = Tr[P(X'E7X) 7P (Z1Qy Z1) 7], jeli Tr(PBy) € &, (18)

3. Urceni tridy &I Y)

Jak jiz bylo v ivodu feteno, oznatime symbolem £ (I® X) takovou podtiidu
ti{dy &,, kterd obsahuje vSechny ty linedrni funkciondly p’vec(B;), jejichz
BLUE za platnosti modelu M, (I ® ¥) ma stejny rozptyl jako BLUE za
platnosti modelu M(I® X), tj.

— —

EI®XE)={Tr(PBy) € & :var[Tr(PB;)] = var[Tr(PBy),]}.



VySetime, kdy plati rovnost

— —

var[p'vec(B1)] = var[p'vec(B1),] pro p'vec(By) € &,.
Ze vztahu (9) vime, ze podminka p'vec(By) € &, je ekvivalentni s tim, ze
p = (Z1Q4 ®X")ug pro né&jaky vektor ug € R™". Rovnost vyrazi (17) a (18)
za této poéminky znamena, ze

up[Q 24 (21Z)) " 21Qz © X(X'S™X) X Jug

= uy[Qz, 21 (Z1Qz, 21) " 71 Qz @ X(X'E7X) X Tuy,

tj. po upravé
W{(Q 2 [(21Q 24) ™ = (2025)7]24Q ) © X(X'E™X) "X Jug = 0. (19)
Vénujme se matici, ktera stoji v tenzorovém soucinu nalevo.

Uzijeme-li nasledujici tvrzeni

< A, B > psd = (A—BC™B')” =A~ + A"B(C - B'AB)"B'A~,

B, C
W7, 7.7,
7o7h, 7,7h )7

(21QgyZy) " = (LhZ) — ThZy(ZoZ) ZoZy)~

na matici

dostaneme

= (L1 2))™ + (L1 Zy) " 1 2 (22Q 1 L) Lo 7o (T0 Z1) ™

Vyraz (19) mé potom tvar
ug) { [QZéPz; Z{z(Zzin Z;)_ZsziQZé} ® [X(XIZ_X)—lxl] } up = 0,

Protoze matice Zzin Z\, je pozitivné semidefinitni, lze matici
(Z2Qy; Z3)~ zvolit pozitivné definitni, tj. ve tvaru JJ', kde J je reguldrni.
Z predpokladu (7) vyplyvéa, ze také matici (X'E~X) ™ lze zvolit ve tvaru KK',
kde K je regularni.
Tedy
u{)[(QZéPZ£ Z;JJIZQPZi QZé) ® XKK’X’]UO =0.

To je splnéno pravé tehdy, je-li

X'UBQZéPZi Zy = 0, kde vec(Up) = up. (20)



Tim byla dokdzdna nasledujici véta:

Véta 1
Jestlize p'vec(B1) € &,, tj. existuje-li matice Uy takova, ze platf
P = ZlQZéU0X7 potom

pvec(B1) € &H(IvY) < X,UBQZéPZi Z; = 0.

Dusledek
E =61y < QZéPZ£Z'2 =0.

Poznamka 4
Tvrzeni véty je mozno ovéfit také aplikaci vztahu (2.12), lit.[1] na nds mul-
tivariatni pripad. Podle tohoto vztahu plati

— —

var[p'vec(B1)] = var[p'vec(B1)], pro p'vec(Bi) € &,, (21)

pravé tehdy, kdyz
WQz0x (21 @X)[(Z1@X)(I0X7)(Z) X)) (Z1eX)(I2X7)(Z,©X) = o,
(22)
ue RrRm™.

ijravou posledniho vztahu, dosazenim QZ;@X =I®1-Pz ®@Px, dostaneme
nésledujici ekvivalentn{ podminku pro splnén{ rovnosti (21)

QzPzZh ©X = 0.

Véta 2

Eo(I®X) = {Tr(PB1) : P = Z1Z1Qy, 5, AX'S™X pro libovolné A}.
Dukaz: do tiidy £ (I ® X) pati{ takové funkce p'vec(By) € &, (tj. funkce,
ve kterjch podle (9) je p tvaru p = (Z1Qz ® X')u = (Z1 ® X')Qzgxu,

u € R™"), které splituji rovnost (21).
Oznatme q = Qzrgxu, u€ R™". Ze vztahu (22) dostaneme, Ze

q L R{(Z ®X)[(Z1 @ X")(I® X7)(Z) @ X)] " (Z1 @ X')(I® X7)(Z; ® X)}

=R(Z; @ X) N [R{I® )(Z] @ X)*} + R(Zy ® X)] .



Posledni rovnost plyne z Lemmatu 2.1,[1].
Tedy

q€ (RHZ 9X) + [RH{109)(Z 0 )R, 0 X)) .
Uzijeme-li pfi Upravé vyrazu v hranaté zdvorce nasledujici vztah (viz (2.16),

(1])
R(A) CR(S) = RYSALH)=R(SA,I-SS),

zjistime, ze
N(I®¥) c [RH(1e)Z 9 X nR*(Z o X)|.
Uvédomime-1i si, 7e R (Z), ® X) DN(I® %),k = 1,2, dostaneme tvrzen{
L gt
g€ (R (Z, ®X)

VI %) + (RH{(Ie%)(Z @ X) N R (2, @ X) NR(I& X))

= [R+(Z, X) + {RL{(I 2 9)(Z, X)L NRE(Z, © X) NR(I® 2)}] .
Ale pro kazdé q € RH(Z), @ X) je p = (Z1 ® X')q = 0, tedy

SHI®X) =
{p'vec(By) : p = (2,2X')q, q € R{(I2X)(Z; X)L IR (Z0X)NR(IQX)}
Podle nésledujiciho tvrzeni (viz (2.15), [1]) >

R(A)CR(S) = R(SAY) =REHSA)NR(S),
plati pro vektor q z vyrazu (23)
qeR(I®E7)(Z) @ X)|+ R I X).
Vzhledem k piedpokladu (6) to znamend, ze
p=(Z1®X)q=(Z ®X)1®XL7)(Z, @ X)t, t € R,

Z podminky q € R*(Z, ® X) dostaneme, ze t € R(Qz, z10x5-x)- Odtud
plyne, ze
p= (212, ®X'S™X)Qyz, z70x5-x1, u € R,



Tedy
E(I®X) = {p'vec(By) :
p € R(Z:Zy @ X'T X)Qz, z1oxs-x = R(Z1Z1Qz, 7, ® X'E"X)}.

Pomoci matice P zavedené v Poznamce 1 lze psat
Eo(I®3) = {Tr(PBy) : P = Z1Z1Qyz, , AX'S" X pro libovolnou matici A}.
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