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Abstract: This paper deals with a fast splitting algorithm for building
tree-structured models. An original idea by Siciliano and Mola, who pro-
posed a version of the algorithm for particular types of classification and
regression trees, is generalized for a broad class of methods and splitting

criteria. Moreover, ammount of savings of computational cost is estimated.

Pesiome: B crarse usyuaercsa ¢ PpeKTUBHBIN aaroprdM IIOCTPpOSHUA
JIePEeBbEB B aHaJM3e NaHHbIX. Vnes aBropoB Cunuiamano u Mousa nis
HEKOTODBIX BUJOB }{J'Ia‘CCI/Iq)I/IKaI_II/IOHHBIX " DErpeCCrMOHHBIX [JE€PEBLEB
pa3BMUBaETCs TAKUM oOpa3om, uro ee 0600menHas popMa npeaIoKeHHA s
aBTOpaMu1 BTOI.}I CTaTh¥ IIPDVUMEHVMA, K MHOI'MM METOJaM aHAJIU3a OaH-
HBIX KCIOJb3YIONM JEPEBBLEB U K IINPOKOMY KJIACCY KPUTEPUEB OI-
TUMAJILHOCTU pa3BeTBieHusa. OOCYRIAIOTCA TOXKE KOJIUUECTBEHHBIE

ACII€eKTbl €KOHOMUVM BLI‘{I/ICJ'IeHI/II‘;I.
UVOD ANEB KDE VSUDE ROSTOU

Péstovani stromi neni jen jednim z oboru, které se vyucuji na hostitelské
fakultée ROBUSTu96. Je to také spoleény rys celé skupiny metod analyzy
dat. Nejzndméjsi z nich je asi CART popsany v knize Breimann et al. (1984),
o kterém jeden z autorud ob§irné referoval na ROBUSTu 88, blize viz An-
toch (1988). Z dalsich muzeme jmenovat tfeba AID, viz Morgan a Son-
quist (1963), FIRM, viz Hawkins (1990), pod hlavickou SPSS komeréné
sifeny CHAID nebo Ciampiho RECPAM, viz napf. Ciampi (1993, 1994).
Abychom ¢tendfe neunavovali opakovanymi opisy, budeme v dalsim textu
pro danou metodologii uzivat oznaceni stromové metody.

Kazdé ze stromovych metod pii aplikaci na konkrétni problém vytvaii
model, jehoz dilezitou souéésti pii grafickém zndzornén{ vysledkl je orien-
tovany graf tvaru bindrnfho stromu. List (koncovy uzel) stromu reprezen-
tuje ngjakou podmnozinu prostoru X moznych hodnot vektoru pozorovani.
Vsechny listy stromu urcuji rozklad X na disjunktni podmnoziny a vysledny
model je pak definovan po ¢astech odpovidajicich listim.

Uvedme nékteré typické piiklady téchto postupu.

— U Kklasifika¢nich stromi vytvofenych nap¥. metodou CART nebo CHAID
je listu pfifazena urc¢itd hodnota klasifika¢ni funkce.

— Regresni strom vypocteny metodou CART nebo AID definuje regresni
funkci, kterd je uvniti kazdé mnoziny odpovidajici listu konstantni.

1Tato prace byla podporovana granty GA CR. 102/95/1311 a GA UK 188/96.
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— Metoda RECPAM vytvéii, dle typu problému, model po ¢astech linedrn{
regrese, po Castech logistické regrese, po ¢dstech Coxiv model piezivani
atp.

Strom a odpovidajici rozklad prostoru X je vysledkem rekurzivniho vypo-
¢etniho procesu. Zaéing se kofenem?, tj. stromem o jediném uzlu, korespon-
dujicim s celym prostorem X. V prvém kroku se hled4, jak X v jistém smyslu
optimalné rozlozit na dvé podmnoziny. V nésledujicich odstavcich budeme
specifikovat, jaké zpusoby rozkladu pfichédzeji v dvahu. Zatim se spokojme
s tim, ze uvazovanych moznosti je kone¢né mnoho, ale obvykle velmi mnoho.
Optimélni rozklad X definuje dvojici uzla, které se piidaji ke stromu. Pro
kazdy z téchto uzli (resp. odpovidajicich podmnozin prostoru X) se pak
opét hledd optimdlni rozklad na dvé ¢asti. A tak dale. Kazda stromovi
metoda m4 pravidlo, podle néhoz se rozhoduje, zda uzel bude listem, nebo
ne (tzv. stopping rule). Toto pravidlo (je-li rozumné) mj. zarutuje, Ze proces
pfidavani{ uzll je koneény.

Optiméln{ rozklad pro dany uzel stromu se obvykle hledd zptisobem prin-
cipidlné jednoduchym, ale vypocetné naroénym. Zpravidla se mechanicky
proberou vSechny moznosti, pro kazdou z nich se z dat vypocte urcita statis-
tika (jakd — to zavisi na tom, o kterou metodu se jednd) a vybere se ten
rozklad, ktery tuto statistiku maximalizuje.

Potita¢um (ne uz tolik programdatortim) muze usetfit praci, umime-li néja-
kym vypocetné jednoduchym zpusobem ,uhodnout“, které z moznych roz-
klada p¥ipadné mohou, a které rozhodné nemohou byt optimdlni. Smyslem
tohoto pfispévku je ukdzat jeden zpusob, jak v fadé stromovych metod
lze urychlit péstovani stromu tim, Ze se pii optimalizaci rozkladu optimum
zbyteéné nehleds tam, kde nemize byt.

ROZKLAD ANEB Z CEHO ROSTOU

N4s vyklad bude z botanického hlediska ponékud zmateny. V tomto odstavci
pojedname o ,kompostu®, ze kterého se rodf vétve a listy (a v jistém smyslu
i plody) strom.

Zminili jsme se jiz o prostoru X moznych hodnot vektoru pozorovani,
zatajili jsme v8ak, jak tento prostor vypadd. Stejné tak jsme zatim zamléeli,
jaké rozklady prostoru X pfichdzeji v uvahu.

Ve standardni situaci se u kazdého pfipadu méii tytéz veliciny Xi, Xo, ...,
X}, nabyvajici hodnot z podmnozin X1, Xs, ..., X redlné piimky, takze X je
néjaks podmnozina k—rozmérného prostoru R*. Data tedy mohou byt uspo-
tfadana do klasické matice struktury pripady x veli¢iny. Hodnotu veli¢iny X;
u p-tého piipadu, tj. hodnotu v p-tém fadku a i-tém sloupci datové matice,
budeme znacit X;(p).

2i kdyz JK by zde radgji vidél ,pafez (pozn. JA)
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Nékteré z veli¢in Xy, Xs,..., Xy, napf. v CARTu vSechny s vyjimkou
jedné, totiz zavisle proménné, jsou vybrany jako velic¢iny, jejichz hodnoty
definuji mozné rozklady prostoru X. Kazdé takové veli¢iné X; piislusi mno-
Zina rozkladu zaloZengch na X;. Co tato mnoZina obsahuje, zdvisi na tom,
je-li X; veli¢ina numerického, nebo kategoridlniho typu3.

Hodnoty veli¢iny numerického typu lze smysluplné uspoiddat podle ve-
likosti. Rozklady zalozené na veli¢iné X; numerického typu jsou pak dvo-
jice mnozin (budeme také fikat tridy rozkladu) {X; < ¢} = {(21,...,zx) €
X;z; < ¢} aX \ {X; < ¢}, kde ¢ probih4 mnozinu vech hodnot veli¢iny X;
v datech s vyjimkou hodnoty minimalni.

Rozklady zalozené na veliciné X; kategoridlniho typu jsou tvaru {X; €
B} = {(21,...,2) € X;z; € B} aX \ {X; € B}, kde B je libovoln4 vlastn{
neprazdnd podmnozina mnoziny v§ech moznych hodnot X;.

Rozklady budeme znacit symbolem s. Mnozinu v§ech rozkladu zalozenych
na veli¢iné X; oznacime S(X;). Koneéné S bude sjednoceni mnozin S(Xj;)
pres viechny veli¢iny X; urcéené k tomu, aby rozklady definovaly, tj. mnozina
vsech rozkladu, které ptichédzeji v dvahu.

Kazdé podmnoziné prostoru X pfirozené odpovidd ¢ast datového souboru
tvofend témi piipady p, jejichz vektor méfeni (X1(p), ..., Xk(p)) je prvkem
dané podmnoziny. Bude jisté srozumitelné (aniz bychom uvédéli form&lni
definice) co znamend, ze uréité pozorovani patii do né&jakého uzlu stromu ¢
do nékteré tfidy rozkladu. Podobné nebudeme rozvadét, co myslime rozkla-
dem datového souboru nebo jeho ¢asti, je-li fe¢ o néjakém rozkladu prostoru
X.

Zavérem odstavce dvé okrajové poznamky. Za prvé, pii vybéru optimal-
niho rozkladu pro konkrétni uzel stromu se nékteré z vyse uvedenych roz-
kladu mohou dostat ,,mimo hru“. Napfiklad proto, Ze dana stromové metoda
vyzaduje, aby do kazdé ze tiid rozkladu pat¥il alesponl ur¢ity minimdlni pocet
pozorovani (z téch pfipadu, které patii do uzlu). Za druhé, nékteré stro-
mové metody umoziuji také leccos, co se uvedenému standardnimu schématu
vymykd. Mame na mysli mimo jiné tyto ,nadstandardni sluzby*:

— Lze naptiklad pracovat s daty, kde u ruznych pfipadi nejsou méfeny tytéz
veliciny.

— Ptipustné rozklady mohou byt definovéany zcela libovolné podle vécné pod-
staty problému.

— Rozklady mohou byt dany nejen hodnotami jednotlivych numerickych
veli¢in, ale i hodnotami linedrnich kombinaci vice numerickych veli¢in atd.

Nage ivahy se témito moznostmi stromovych metod nicméné nebudou zaby-
vat.

3Budeme se drzet terminologie bézné v literatufe o stromovych metodach, i kdy# by se
nam vice libilo mluvit o typu ordindlnim a nomindlnim.
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JAK VYBRAT NEJLEPS{ Z NEJLEPSICH

Kazd4 stromova metoda mé kritérium (splitting rule), podle kterého se po-
suzuje, ktery rozklad je pro dany uzel stromu optimélni. Popiipadé si lze
vybrat mezi vice takovymi kritérii.

Kritérium optimality rozkladu lze zpravidla popsat nasledujicim zpuso-
bem. Mame né&jakou statistiku ¢, kterd zavisi:
~ jednak na mnoziné piipadi P v tom smyslu, Ze se po¢itd z dat (X1 (p), ...,

Xk (p))a pe P;

— jednak na rozkladu s € S.

Hodnotu této statistiky budeme znacit ¢(P, s). Méjme né&jaky uzel stromu
a necht P je mnozina vsech piipadu z datového souboru, které do tohoto
uzlu patii. Pak optimdlnim rozkladem pro dany uzel bude ten rozklad s,
ktery maximalizuje (P, s) pfes véechna s € S.

Ukazeme nékolik piikladiu. Budeme pfitom vesmés piedpokladat, ze roz-
klad s prostoru X indukuje rozklad mnoziny n ptipadi P na mnoziny P (s)
a Py(s) o velikosti n1(s) a na(s).

Metoda CART, kterd fesi jak regresni, tak klasifika¢ni iilohy, pracuje s jed-
nou zavisle proménnou Y = X5, zatimco vSechny ostatni proménné definuji
mozné rozklady. Uloha regrese ma dveé klasické varianty. V piipadé varianty
nejmensich ¢tverci m4 statistika ¢ tvar

== Y (v -7,),

J=1 peP;(s)

kde

Varianta nejmengich absolutnich odchylek m3§ statistiku ¢ tvaru

e(Ps)==Y > [v(p) -7,

i=1peP;(s)

kde Y7, resp. s, je medidn hodnot Y (p) v mnoziné P, (s), resp. Py(s).

Pro klasifikaéni ilohu ma metoda CART nékolik moznych kritérii optima-
lity rozkladu. Pro jedno z nich, kritérium zalozené na tzv. Giniho indexu, lze
funkci ¢ vyjadrit nasledujicim zptsobem. Veli¢ina Y = X; nabyvd konecné
mnoha hodnot yi,...,yr. Ozna¢me nj(s) proj=1,2al=1,...,L pocet
pozorovani z Pj(s), pro kterd je Y (s) = y;. Potom
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2 L on(s
go(P, s) = Z Z ﬁ
— £ n;(s)
j=11=1

Jiné stromové metody (napi. RECPAM) pracuji s modely, jejichz parame-
try se v kazdém uzlu odhaduji pomoci dat, kterd do uzlu patii. Statistika ¢
pak zpravidla souvisi se ztratovou funkci, kterd je pouzitou metodou odhadu
minimalizovana.

Uvazujme napi. model mnohondsobné linedrni regrese pro zavisle pro-
ménnou Y = X; a nezdvisle proménné X, ..., X, ko < k. Rozklady jsou
definovdny pomoci veli¢in X;, kg < i < k, ale pfipadnéi pomoci nékterych, ¢i
dokonce v§ech veli¢in vystupujicich v modelu linearni regrese v roli nezavisle
proménnych. Odhaduji-li se parametry metodou nejmensich ¢tvercu, lze
ztratu v j-té t¥idé rozkladu, j = 1,2, vyjadfit rezidudlnim souétem &tvercu

N N 2
RSS(P() = S (Y(5) = Ai(Pi(s) = 3 Bi(P() Xiw) )
pEPj (S) =2
kde B; (Pj(s)),i =1,...,ko jsou odhady parametri zalozené na pozorové-

nich z Pj(s). Statistika ¢ pak bude

o(Prs) = =3 RSS(Py(s)).

Obdobné lze pracovat s néjakym modelem pro vektor velicin Y = (X, ...,
Xko), ko < k, jehoz vektor parametri 8 € © se odhaduje metodou maximélni
vérohodnosti, napf. s modelem logistické regrese. Pfedpokladdme-li u vek-
toru Y hustotu f(y,0) a zdroven nezdvislost pozorovani, je vérohodnostn{
funkce pro t¥fdu rozkladu P;(s), j = 1,2, ddna vztahem

L(6,Pi(s)) = [ f(¥@).0)
PEP;(s)

a jeji maximum je

ML(P;(s)) = max L(6, Pj(s)).

Statistika ¢ pak bude

2
o(P,s) = ][ ML(P;(s)).
j=1
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Zaveérem jeSté prizname, ze schéma nalrtnuté v tomto odstavci se ne-
uplatiiuje ve stromovych metodach bez vyjimky. Metoda RECPAM napf.
umoznuje zavést tzv. globdlni doprovodné proménné. Pokud je tato moznost
vyuzita, musi byt odhady nékterych parametru (totiz koeficientd u globalnich
doprovodnych proménnych) stejné ve vsech listech stromu, takze vybeér op-
timalntho rozkladu pro dany uzel zavisi i na datech, kterd do uzlu nepatii.

Musi TO VSECHNO BYT?

Pt#imocary, ale vypocetné ndrotny zpusob maximalizace statistiky ¢ pro dany
uzel stromu spociva v tom, Ze se prosté vyzkouseji véechny mozné rozklady,
tj. statistika ¢ se postupné vypocte pro vSechna s € S.

Nasi neapolsti pratelé Roberta Siciliano a Francesco Mola pfisli s napa-
dem, jak se d& ¢dst vypoctl usetfit. Statistika ¢(P,s) se pro v8echny roz-
klady s € S(X;) zalozené na téze veli¢ing X; shora odhadne ¢islem (P, X;).
Pokud zndme néjaky rozklad s* € S \ S(X;) takovy, ze p(P, s*) > ¢(P, X;),
nemusime uz pro rozklady s € S(X;) statistiku ¢ pocitat, protoze vime, ze
maximum je ur¢ité nékde jinde. Tuto myslenku vyuzivad tzv. algoritmus
FAST*, ktery popiseme v néasledujicim odstavci.

Siciliano a Mola (1996, 1997) publikovali konstrukei horntho odhadu %
a algoritmus FAST vyuzivajici tento horni odhad pro nékolik specidlnich
pfipad stromovych metod, resp. statistik ¢. V této praci uvedeme obecnou
formulaci podminek, za nichz je myslenka pouzitelné.

Horn{ odhad 1ze mnohdy ziskat relativné snadno. Necht veli¢ina X; naby-
v4 hodnot v, . ..,v,. Oznaéme s(X;) rozklad prostoru X na m podmnozin
{X; = v;} = {(z1,...,21) € X;z; = v;}. N&s horni odhad pak dostaneme
jako

(P, X;) = p(P,s(X;)).

Totiz zpét. Nedostaneme, protoze s(X;) je rozklad na tolik mnozin, ko-
lik je hodnot veli¢iny X;, zatimco statistika ¢, tak jak jsme o nf dosud
mluvili, je definovdna jen pro rozklady s € S, tedy vesmés rozklady na
dvé podmnoziny. Horni odhad v tedy dostaneme podle uvedeného vzorce,
jestlize definici funkce ¢ rozsifime na obecné m-arni rozklady, m > 2. Pocho-
pitelné se nemuze jednat o zcela libovolné rozsifeni. Potfebujeme jesté jednu
vlastnost, kter by zaruéila, ze (P, s(X;)) nebude mensi nez ¢(P,s) pro
zadny rozklad s zaloZeny na Xj;.

4Toho, kdo by nas podeziral, Ze nedovedeme pielozit slovo ,,fast“ do cestiny, ujistujeme,
ze nechceme. Siciliano a Mola toto oznaceni zavedli jako jméno — pravda s presvédcenim,
ze se jednd také o vystizny ptivlastek.
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Rekneme, 7e m,-arni rozklad s; prostoru X je zjemnénim ms-arniho roz-
kladu ss, jestlize kazd4 tfida rozkladu s; je podmnozinou nékteré tiidy roz-
kladu s3. O funkci ¢ fekneme, Ze je neklesajici vaéi zjemnéni, pokud plati
p(P,s1) > (P, s2), kdykoli je s; zjemnénim ss.

Nyni jiz mizeme v8e upfesnit. Funkce ¢(P, X;) definovana vyse uvedenym
zpusobem je pozadovanym hornim odhadem, pokud funkce ¢ je dodefinovana
pro obecné m-arni rozklady tak, ze je neklesajici vuci zjemnéni. Je to ziejmé
z toho, ze s(X;) je spolecnym zjemnénim v§ech bindrnich rozklada z S(X;).

Ukazme konstrukci horniho odhadu ¢ na piikladech. Pouzijeme k tomu
funkce ¢ definované v piedchdzejicim odstavci. Budeme pfitom pfedpoklé-
dat, ze rozklad s(X;) prostoru X indukuje rozklad mnoziny n pfipadi P na
m mnozin P;(s(X;)) velikosti n;(s(X;)), j = 1,...,m. Kde je to mozné,
zachovavame znaceni z predchdzejiciho odstavce.

Pro regresi metodou CART ve varianté nejmensich étvercti® je

pPX)=-3 T (¥m) -7,

J=1 peP;(s(Xi))
kde

— 1
Y, =—— Y (p), ji=1,...,m.
7 (s(X3)) per(Zs(Xi))

Pro variantu nejmensich absolutnich odchylek je

P(PX)==-> Y Y-V,
J=1 peP;(s(Xy))
kde Y je pro j = 1,...,m median hodnot ¥ (p) v mnoziné P; (s(X;)).
Pro klasifikaci metodou CART s vyuzitim kritéria zalozeného na Giniho
indexu lze funkci v vyjadfit jako

m n2 (s(X;
$(PX:) =33 7”75?3) ),

j=11=1 J

kde nj (S(Xi)) proj=1,....mal=1,...,L je pocet téch pozorovani
z P (S(Xi)), pro kterd Y (s) = y;.

5Pro kategoriéln{ veliciny X; je v programu CART implementovan jiny zpiisob redukce
poctu provéfovanych rozkladu. Plati, ze sta¢i sefadit t¥idy rozkladu s(X;) podle velikosti
prumeéru 7]- a pro ruznd c ,,dat k sobé“ ttidy s 73- <cas ?j > ¢. (To se d4 udélat m — 1
zplisoby.) Bindrni rozklad maximalizujici ¢ v S(X;) mezi takto vytvofenymi bindrnimi
rozklady jisté bude.
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V situaci, kdy se v uzlech stromu odhaduji parametry modelu mnohoné-
sobné linedrni regrese, mame

o(Px) =~ 3RS (R060)),

kde RSS(P;(s(X;))) je pro j = 1,...,m rezidudlni soucet &tverci dosazeny
pii samostatném zpracovani dat z P;(s(X;)).

Koneténé v piipadé modelu, jehoz parametry se odhaduji metodou ma-
ximalni vérohodnosti, mame pro tiidu rozkladu P; (s(Xi)), ji=1,...,m,
vérohodnostni funkci

r(6.P(s(x)) = II f(¥®).0)

PEP; (5(X5))

S maximem

ML(P;(s(X)) = max (0, Py (s(X)) )-

Horni odhad 9 pak je

$(P,X;) = f[ML(Pj (s(X2)))-

VZHURU NA STROMY!

Maéame tedy ideu nepoéditat statistiku ¢ pro rozklady zalozené na néjaké
veli¢ing, pokud horni odhad vy ukéze, Ze optimdlni rozklad mezi nimi nemize
byt, a umime také mnohdy takovy horni odhad vypocitat. Teoreticky se
muZze tato myslenka uplatnit u libovolné veli¢iny X;, kterd m4 definovat roz-
klady. Na prvni pohled ale vidime, ze to nic nepfinese, pokud X; nabyva jen
dvou hodnot, nebot s(X;) pak obsahuje jediny rozklad a vypocet odhadu 1
je totozny s vypoctem statistiky ¢ pro tento rozklad. Na druhy pohled také
vidime, zZe idea nebude p#ili§ uziteénd ani pro numerické veli¢iny. Odhad
bude pfi velkém poctu hodnot velic¢iny X;, a tedy velkém poétu t¥id rozkladu
s(X;) vypotetné relativné ndroény, a pfitom bude ¢asto vysoce nadhodno-
ceny, tj. bude o pfFilis§ mnoho vyssi nez maximum statistiky ¢ v S(X;).
V dusledku toho se stejné ziidka zabrani tomu, aby se statistika ¢ pocitala
pro vSechny rozklady zalozené na X;. Doporucujeme tedy aplikovat uvede-
nou my§slenku jen na kategorialni veli¢iny nabyvajici nejméné ti{ hodnot.
Rozdélme dale veli¢iny, které maji definovat rozklady, na dvé skupiny.
Prvou skupinu budou tvofit veliciny kategoridlni se tfemi a vice hodnotami
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(nebo obecnéji veli¢iny, na néz se rozhodneme aplikovat trik s hornim odha-
dem). Veli¢iny v této skupiné oznatime Yi,...,Yy,. Zbylé veli¢iny, které
budou tvotit druhou skupinu, oznaéime 7, ..., Zy,. Predpokladejme, ze do
néjakého uzlu t stromu patii mnozina pozorovani P, kritérium optimality
rozkladu je zaloZeno na maximalizaci statistiky ¢, a ze umime ¢(P,s) pro
s € S(Y;) shora odhadnout funkef ¢ (P,Y;), i =1,...,k;.

Algoritmus FAST, resp. jeho prazskd varianta, potom bude pracovat
takto.

(1) Jestlize ko > 0, vypotte se
¢*= max max ¢(P,s)
i=1,...,k2 s€S (Z;)
a za s* se vezme (néktery) rozklad, pro ktery ¢(P,s*) = ¢*.
Pokud k2 = 0, polozi se ¢p* = —o0 a s* se nedefinuje.
(2) Proi =1,...,k se vypocte gb(P,s(Yi)). Veli¢iny Yi,...,Ys, se
uspotddaji do posloupnosti Y(y),...,Y(,) tak, aby pro ¢ > j platilo
(3) Polozisei=1.
(4) Pokud jei > ki, nebo pokud je i < k; a plati ¢ (P, Y(;)) < ¢*, pfijme
se s* za optimalni rozklad pro uzel ¢ a vypocet kondci.
(5) Vypocte se
p; = max ¢@(Ps
bseS(v) (P2)

a za s} se vezme (néktery) rozklad, pro ktery ¢ (P, s}) = ¢} .
Pokud ¢} > ¢*, polozi se s* = s} a ¢* = ¢}.
(6) Index i se zvysi o 1 a algoritmus se vraci k bodu 4.

Princip algoritmu FAST, jak vidime, je jednoduchy. Rozklady se probirajf
jeden za druhym, dokud se neukdze, zZe mezi zbylymi rozklady s ohledem na
horn{ odhady ¥ uz nic k nalezeni nenf. Déje se tak samoziejmé v rozumném
potradi, které dava nadéji, ze se vypocet zastavi relativné brzy.

Poc¢iTA, co MU TO ...

V tomto odstavci se budeme vénovat spekulacim o tom, kolik vypoéti mize
aplikace algoritmu FAST uSetfit.

V prvnim piiblizeni mtzeme tusporu méfit pocétem rozkladd, pro které se
nemusi pocitat statistika . Bude to zfejmé zaviset na mnoha okolnostech.
Mimo jiné na tom, jak ,strmy“ ¢i ,plochy“ priabéh bude funkce ¢ mit, tj.
zda vysokych hodnot statistiky ¢ dosahuji jen rozklady zalozené na nékolika
malo veli¢inach, nebo zda je mnoho rozkladd s hodnotami ¢ blizkymi maxi-
mu. Za samostatnou studii by stéla také otdzka, jak mnoho (a v zévislosti
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na ¢em) odhad 9 nadhodnocuje maximum ¢ pro rozklady zalozené na urcité
veli¢iné; Uspora zjevné bude tim vétsi, ¢im je horni odhad 1 ,tésnéjsi“. Zde
tyto problémy analyzovat nebudeme. Siciliano a Mola (1996) aplikovali algo-
ritmus FAST v tdloze shodné s variantou regrese metodou nejmensich ¢tvercu
v metodé CART. Pfi zpracovani redlnych dat dosdhli dspory cca 75 procent,
tj. bylo nutno ,propocitat® jen asi kazdy ¢tvrty rozklad.

Je tu ale prvni ale: Vypocet horni hranice i také néco stoji. Piedpo-
klddejme pro jednoduchost, ze zhruba tolik, co vypocet statistiky ¢ pro je-
den rozklad. CtenaF muze posoudit, nakolik realisticky je tento pfedpoklad
v situaci dfive uvedenych piikladu.

V dalsim se omezime na zkoumdni dspory vypoétu tykajicich se rozklada
zalozenych na jedné pevné kategoridlni veli¢iné nabyvajici m hodnot. Pocet
riznych bindrnich rozkladi zalozenych na takové veli¢ing je r(X) = 2m~1—1.
V kazdém uzlu stromu, ktery neni bez vypocti prohldsen za list, nastane
jedna ze dvou variant.

— Budto se bude pocitat jen hornf odhad 1, coz je dle pfedpokladu ekviva-

lentn{ vypoctu ¢ pro jeden rozklad.

— Nebo se kromé v bude muset pocitat také ¢ pro r(X) rozklada.

Druh4 varianta je tedy vypocetné (r(X) + 1)-krdt drazsi. S velkou licenci
budeme na druhou variantu pohlizet jako na ndhodny jev s pravdépodobnosti
m(X). Kdykoli to budeme v dalgim textu potfebovat, budeme navic predpo-
klddat, Ze stejnd pravdépodobnost 7(X) ,funguje“ soucasné ve vsech uzlech
stromu.

Stiedni vypocetni ndklady spojené s rozklady zaloZzenymi na X pak lze
vyjadrit jako

costpast =1 —m(X) + n(X)(r(X) +1) =1+ 7(X)r(X).
Pokud se algoritmus FAST nepouZzije, bude se s pravdépodobnosti jedna
pocitat 7(X) hodnot statistiky ¢, tj. ndklady budou
costpgz = T(X)

Relativni Uspora pak je

RS — costggz — costg AsT —1—n(X)— 1 )
CcOStBEZ r(X)

V§imnéme si, ze pro m = 2 nic nevydélame. Pro m = 3 algoritmus spiSe
pom&hd nez skodi pro m(X) < 2/3. Pro vétsi m se relativni tspora nelisi
dramaticky od 1—7(X), tedy hodnoty, k niz dojdeme, ignorujeme-li ndklady
na vypodet horniho odhadu . Prvni ale tedy neni zvl4st z4vaznéS.

SPocet hodnot veli¢iny X se oviem do tspor promitne jesté jinak, nez je ze vzorci na
prvni pohled patrné. Bude totiZz mit pravdépodobné vliv i na to, jak nadhodnoceny je
horni odhad 1. To zfejmé ovlivni i hodnotu = (X).
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Druhé ale bude daleko horsi. Dosavadni analyza uspor vychézela z toho,
ze naklady na vypocet horni hranice ¢ a na vypocet statistiky ¢ pro jed-
notlivé rozklady jsou vesmés aditivni. To bude platit tehdy, kdyz kazda
z téchto hodnot se pocitad zvlast z dat. Najdou se jisté situace, kdy se nic
lepsiho délat neda. Pokud vime, je tomu tak napt. tehdy, kdyz se v uzlech
odhaduji parametry modelu logistické regrese, pficemz model obsahuje spo-
jité nezavisle proménné veli¢iny. Casto ale lze vypotty optimalizovat tak, ze
se z dat vypocte maly pocet ddaju, z nichz se pak uz déd odvodit v8echno os-
tatni: jak v, tak véechny hodnoty ¢. Témto tdajum budeme Fikat pomocné
statistiky.

Vratime-li se k prikladim z pfedminulého odstavce, vidime, Ze tento zpu-
sob vypoctu vyuzivajici pomocnych statistik se hodi pro nasledujici t¥i pfipa-
dy.

— V regresni tloze fesené metodou CART ve varianté nejmensich ¢tvercl
staci z dat spocitat pro jednotlivé tiidy P; (s(X)),j =1,...,m rozkladu

s(X) statistiky
Y. Ypa Y. Y

PEP; (s(X)) PEP; (5(X))

a poéty pozorovani.

— V klasifikaci metodou CART s vyuzitim kritéria zaloZzeného na Giniho in-
dexu je obdobné v8e dal3f funkei frekvenci ny,j=1,...,m, I =1,...,L.

— V situaci, kdy se v uzlech odhaduji parametry modelu mnohondsobné
linedrni regrese, staéi ke véem dalsim vypoctim pomocné statistiky pro
tiidy P;j(s(X)),j = 1,...,m rozkladu s(X), jak je vidét z ndsledujic
uivahy. Odhad B metodou nejmensich &tverca v regresni tloze y = UB+e
je B = (U'U)"U'y, tj. je uréen matici U'U a vektorem U'y. Tymiz
statistikami je urcen i rezidualni soucet Ctvercu. Jsou-li k dispozici tyto
statistiky vypoctené zvlast pro nékolik nepiekryvajicich se datovych sou-
boru, 1ze analogické statistiky pro soubor vytvofeny spojenim téchto sou-
boru ziskat jako soucet statistik pro jednotlivé diléi soubory.

Ptipad regrese metodou CART ve varianté nejmen§ich absolutnich od-
chylek je piikladem situace ,nékde mezi“. Znalost medidnu a souctu abso-
lutnich odchylek od medidnu ve t¥iddch P;(s(X)),j = 1,...,m, rozkladu
s(X) by se zfejmé dala vyuZzit k ponékud efektivnéjsimu vypoctu obdobnych
charakteristik pro tfidy binarnich rozkladu zaloZenych na X, nez je vypocet
»od nuly“.

Po téchto pripravach muzeme koneéné prikrocit k jaddru naseho druhého
ale. Uvazujme situaci, kde je efektivni vyuzivat vySe naznaCenym zpusobem
pomocné statistiky. Stromové metody se typicky aplikuji na velké datové
soubory. Jsou-li vypocty dobfe organizovany — a jen tehdy ma zfejmé smysl
chlubit se dalsim zvy8enim efektivity — padne naprosta vétsina vypocetnich
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nakladd na vypocet pomocnych statistik, a to stejnych statistik, at se algo-
ritmus FAST aplikuje, nebo ne. Podtrzeno a secteno, v uvedengch situacich
neprinese algoritmus FAST prakticky nic.

Nagtésti mame v zdloze jesté tieti ale, kontra-ale proti ale druhému.
Nase tivaha byla pfeci jen povrchni. Stromové metody se sice typicky aplikuji
na velké datové soubory, ale do nékterych uzli stromu pat#{ malo pozorovani
— a takovych uzli je mnohdy vétSina. Abychom to objasnili, musime néco
vice Fici o stromovych metodach.

Strom, ktery je kone¢nym vysledkem aplikace stromové metody na realnd
data, ma casto jen nékolik mélo uzli. Nékteré stromové metody, zvlasté
starsi (napf. AID), tento vysledny strom vytvafeji relativné jednoduse. Maji
dosti pfisnd pravidla urcujici, kdy je pridani dalgiho uzlu jesté dostateénym
pfinosem. Ke stromu se pfiddvaji uzly, dokud dalsi rist neni zakdzan; pak

Ry

a vypocetné naro¢néjsi ptistup. V prvé fizi se zdmérné uplatiiuji velmi mirn4
pravidla pro zastaveni ristu. Typicky se za list prohldsi uzel, do kterého
patif méné nez 5 ¢i 10 pozorovani. Timto zpusobem se vypéstuje tzv. velky
strom. V dal3{ fézi se velky strom prorezdvd, tj. nékteré (zpravidla skoro
viechny) uzly se odstraiuji. Teprve profezidvanim vznikne strom pFiméfené
velikosti (right-sized tree, honest tree), ktery je koneénym vysledkem apli-
kace metody. Pfi profezavani se bézné péstuji dalsi pomocné velké stromy.
Protoze se nyni zabyvame vypocetnimi aspekty stromovych metod, neni pro
nas tak dilezité, jak vypadd vysledny strom po profezdvéni, ale co se dgje
pii péstovan{ velkého stromu. A o velkych stromech skuteéné skoro vzdy
plati, Ze do vétginy jejich uzld pati{ malo pozorovini.

Pokusme se tedy o hrubou kvantifikaci dspor pii pouziti algoritmu FAST
v situaci, kdy se efektivni vypoCty opiraji o pomocné statistiky. Budeme
opét uvazovat kategoridlni veli¢inu X nabyvajici m hodnot a budeme od-
hadovat vypocetni ndklady spojené s rozklady zalozenymi na X v celém
procesu péstovani velkého stromu. Pro jednoduchost budeme studovat jen
pfipad, kdy naklady vypoctu pomocnych statistik jsou pfimo imérné poétu
pozorovani v uzlu. Zavedeme parametr b, ktery udava, kolikrat narocnéjsi
je vypocitat z pomocnych statistik jednu hodnotu ¢ nebo 1 nez zpracovat
jedno pozorovani pii vypoétu pomocnych statistik.

Néklady na vypocty v uzlu ¢, do kterého patii IVy pozorovani, budou bez
pouziti algoritmu FAST

costgrz(t) = Ny + br(X),
zatimco s jeho pouzitim dostaneme

costpasT(t) = Ny + b (1 + W(X)T(X)) .
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Pro cely strom pak plati

costggz = v+ br(X)r

costpast =v +b (14 n(X)r(X))7,

kde 7 je pocet uzli, kterych se vypocty tykaji, tj. zpravidla vSech uzla kromé
listd, a v je celkovy pocet pozorovani ve viech téchto uzlech. Relativni dspora
tentokrat vychézi po jednoduchych upravach jako

1
1—7n(X)—
RS = costpgz — COStFAST m(X) r(X)
- costBgz B 14 v/T
br(X)

Je zfejmé, ze poroste-li pofet pozorovani v souboru nade vSechny meze,
poroste podil v/7 do nekone¢na. Jinymi slovy, pfi zpracovani nesmirné
velkych soubort aplikace algoritmu FAST skutecné skoro nic neusetii (viz ale
¢. 2). Prakticky zajimavé ale je, jak rychle podil v/7 do nekoneéna roste. Na
to nemame univerzalni odpovéd. Pro strom na obr. 1 plati v/7 = nlog, %,
coz by mohlo byt .,k zivotu“. Naproti tomu pro ,zvrhly“ strom na obr. 2
v/t =~ & - gkoda slov.

Algoritmus FAST tedy mize byt k nééemu i k nicemu. Piiklady naznaéuji,
ze podstatné bude, jak symetricky ¢i asymetricky budou optimalni rozklady
v uzlech stromu rozdélovat pozorovani. Dokonald symetrie vede k uspoko-
jivym vysledkim, krajni asymetrie ke katastrofe.

Pokusme se pfiblizit jakémusi ,spravedlivému stfedu“ mezi krajnostmi
zndzornénymi na obr. 1 a 2. Pfedstavme si, ze pocty pozorovani v uzlech
spliiuji nasledujici predpoklady.

— Uzel je listem, pravé kdyz do néj patif nejvyse n pozorovani.
— Necht uzel t obsahuje N; > n pozorovani, kterd tvoifi mnozinu P, a op-
timalnf rozklad P vytvoif podmnoziny P; a P,. Potom pocet pozorovani

v P, je realizaci ndhodné veli¢iny s rovnomérnym rozdélenim na {1,2,...,

Nt — 1}

Lze snadno odvodit, Ze potom

"1 N
v/T R . —-
/T (n+1) Z -~ (n+1)In—
i=n+1
Zéavislost na N je podobné jako v piikladu z obr. 1 ,jen“ logaritmicka. Je
to pouze diléi vysledek, pfece jen vSak v nds budi umirnény optimismus.
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Miuzeme shrnout:

— UsSetiime 0 néco méné, nez se zdalo, kdyz jsme ignorovali moznost pracovat
s pomocnymi statistikami.

- stpora je, coz nepiekvapi, tim vétsi, ¢im vice hodnot veli¢ina X nabyva
(ale pozor na soucasny vliv na 7(X)!), ¢im ndro¢néjsi jsou vypocty z po-
mocnych statistik ve srovnani s vypocty z dat, a zpravidla také tim, ¢im
méné pozorovani je v jednotlivych listech.

AN AN

n N | = eccecccccccccccnns n n

Obr.1. V uzlech vyznaceny pocty pozorovani.

N

Obr.2. V uzlech vyznaceny poéty pozorovani.
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- I’Jspora se zmens§uje s rostoucim celkovym pocétem pozorovani N. Zatimco
ale tento pokles bude ¢asto velmi pomaly, zavislost na poc¢tu pozorovani
v listech bude daleko vyraznéjsi.
Zavérem povazujeme za nutné pripustit, ze o skute¢nych isporach rozhod-
ne jeden dulezity strom, ktery je, jak pravi klasik, na rozdil od nasi teorie
zeleny.

POROSTOU NAM STROMY RYCHLEJI?

Autorim v nejbliz§{ dobé sotva — nechystaji se momentalné zidnou stro-

movou metodu programovat. Tomu, kdo se chystd, by nicméné rychleji rust

mohly. A diavodu pro programétorské hritky se stromy se zatim najde dost.

— Vyvoj metod neni uzavieny (k radosti téch, kdo o nich chtéji badat, k zou-
falstvi toho, kdo je potfebuje pouzit; vyzkouseno obé).

— Co je popsdno v literatufe, ¢asto neni v komerénich verzich software
(viz CART a uzivatelem definovang kritéria optimality rozkladu). Nekdy
dokonce komeréni verze vibec chybi (viz RECPAM).

— To, co se tvaif jako standardni program, muze byt soubor chyb (viz stromy
v S+; vdééné vzpominame a ,,dékujeme* za ztratu Casu).

— Atd. atd.

Takze hodné zdaru.

Nemuzeme se ale ubrdnit jistym pochybnostem. Nebylo by byvalo pfeci
jen lepsi péstovat stromy na zahradé a cekat?

Zde kongZi text, ma kterém byli autoTi schopni se shodnout.
Jejich pTedstavy o tom, na co by snad byvalo bylo lepdi cekat
a pro¢, se natolik Tozesly, ze nastal Tozklad autorského tymu.
Nezbylo proto, nez zaver definovat po castech.

JK JA

V dobé, kdy jsme se zacali Ostatné kolegové v Lednici

o problematiku tohoto ¢lanku to umi, podobné jako vino,
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