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Abstrakt. V ¢lanku se studuji testy pro nalezeni zmény v jednoduché
linedrni regresi za predpokladu spojité regresni funkce, kde ¢as hraje roli
nezdvisle proménné. Problém byl motivovan snahou nalézt zmény v meteo-

rologickych méfenich.

Abstract: Tests for detection of a change in simple linear regression are
studied assuming the regression function is continuous at the change-point
and the independent variable is equally spaced. Problem was motivated by
effort of meteorologists to discover a change in meteorological measurements.

Pezrome: B 310l crarbe mpemiaralOTCs TECThI [JIsS HAXOMKICHUS
pa3JiafKy B MOJEIN JIMHEWHOM perpeccuy, KOTOPAs HEIPEPLIBHA B TO-
yke pasJagru. IIpobiiema BBIXOAUT M3 AHAJIN3A METEOPOJIOIUMYECKUX

JTAHHBIX.

1. Uvop.

Uvazujeme problém testovani posloupnosti nezavislych stejné rozdélenych
nadhodnych velicin proti alternativé, ze v neznamém cCase dojde ke spojité
zméné ve stfedni hodnoté takové, ze po okamziku zmény bude stiedni hod-
nota rust linedrné s casem. Presnéji feceno to znamenad, ze chceme testovat
nulovou hypotézu Hy proti alternativé A:

Hy:X;=p+e;, 1=1,..,n,
A Jke{0,..,n-1} takové, ze
X; = p+ e, i=1,..k (1.1)

Xi=p+b-(i —k)+e, i=k+1,..,n,
kde e;, i = 1,...,n jsou nezavislé stejné rozdélené, pricemz Ee; = 0, Ee? = o?
a Ele;|?t% < 0o (6 > 0). Alternativa miize byt jednostrannd, jestlize b > 0
(resp. b < 0), nebo oboustrannd, jestlize b # 0.

2. PRIPAD ZNAMEHO pu.

Nejprve studujme piipad, kde parametry p a o? jsou zndmé. Bez tjmy
na obecnosti mizeme piedpokladat, ze p = 0. Kdybychom uvazovali situaci,
kde ¢as zmény k je v modelu (1.1) zndmy, pak statistika
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7 E?=k+l )(l(z - k)
bk = o kD G (2.1)
6

je odhadem parametru b metodou nejmensich ¢tvercu. V piipadé, ze Cas
zmény neznd-me, pak je prirozené pouzit pro testovani nulové hypotézy proti
jednostranné alternativé b > 0 statistiku

Ogin%§71 by /o, (2.2)

kde " )
b, = Zi:k+1 Xi(i — k)
\/(nfk)(nfk+1)(2n72k+l)
6

(2.3)

Poznamenejme, ze tato statistika je ekvivalentni s pomérem vérohodnosti,
jestlize chyby e;, ¢ = 1,...,n jsou normalné rozdélené. Pro oboustrannou
alternativu muzeme pouzit obdobné

o |br|/ o (2.4)

Ziejmeé plati R R
Ebk = 0, Varbk = 0’2,
(nfl)(nfl+é)(2(nfl)+l) + (l _ k?) (nfl)(;lfl+1)

\/(n—k)(n—k+1)(2(n—k)+1)\/(n—l)(n—l+1)(2(n—z)+1)’
6 6

Corr (b, by) = k<l

(2.5)

Rozdéleni statistiky maxo<i <n—1 i)k/U (resp. maxo<p <n—1 |l~)k|/0) je vel-

mi komplikované, a proto je ptirozené studovat asymptotické rozdéleni této

statistiky pro velkd n. Na intervalu (0,1) definujme proces b,(t), t € (0,1)

tak, ze I;n(t) = lNJ[nt]. Tento proces pro kazdé T < 1 konverguje v distribuci
na D(0,T) ke standardizovanému gaussovskému procesu

i = (W(l)(:f)Va(S))ds IAC ‘(1’*)::5”5), te (0,1).  (2.6)

3 3

(W (t),t > 0 oznacuje Wieneriiv proces.) Plat{ lim;_,; IW () = 0 s.j., stejné
jako lim,, o maxo<k <n—1 i)k/U = 00 8.j. Abychom dostali nedegenerované
limitni rozdéleni, je tieba zkoumat pfekroceni hranice, kterd s n roste nade
v8echny meze.

Plati
lim P ( max 15k/0 > un> =1—exp(—e), (2.7)

n—00 0<k <n—
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- 7 1 _ _o,—T
nll)n;oP (0<1€n2§1 |b| /o > un> =1—exp(—2e77), (2.8)

1 V3
Up =V2lnlnn+ ——|In—+2x |, z€R;. 2.9
" v2Inlnn ( 4 > ! (2:9)

Pokud parametr ¢ nezndme, je mozno jej nahradit odhadem
6% = \/ZXE /n

max bk/ﬁk
0<k <n—-1

nebo uvazovat statistiku

kde 6 = /(S X7 —82)/(n—1). Limitnf vztahy (2.7) a (2.8) zistanou
v platnosti.

Jind moznost se nabizi v ptipadé, kdy vime jisté, ze ke zméné nemohlo
dojit v poslednich (1—a)100% tasovych okamzikach. Pak je vhodné uvazovat
statistiku maxo<p <[(1—a)n] Bk/a. Kritické hodnoty je mozno odvodit pomoci
aproximace limitnim procesem

P ( max ]Bk/a > m) =P ( max W (t) > m) : (2.10)

0<k <[(1—a)n 0<t<(1—a)

pricemz

3¢(x), 1
P W ~4/=-——1In— 2.11
(s, 00> = [S520 0 ey
kde ¢(x) je hustota N(0,1) rozdéleni.

3. PRIPAD NEZNAMEHO p.

Jestlize parametr p nezname, je odhadem b metodou nejmensich ¢tverca
v modelu (1.1)

b S (X = X)(i = k)
k= k) (n—k+1)(2n—2k+1) _ (n—k)2(n—k+1)?
6 4n .

(3.1)

Ptirozenou testovou statistikou pro jednostrannou alternativu b > 0 je

max By/o, (3.2)

resp. pro oboustrannou alternativu b # 0,

ocmax | [Bil/o, (3.3)
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kde _ P
5 n X;— X)(i —
By = Zz:k+1( )(i ) (3.4)
\/(n—k)(n—k+1)(2n—2k+1) _ (n—k:)251n—k+1)2
6 n °

Opét budeme zkoumat rozdéleni téchto statistik pro velkd n. Na intervalu
(0,1) definujeme proces By, (t), t € (0,1) tak, ze By (t) = B[nt]. Pro kazdé
T < 1 proces B,,(t) konverguje v distribuci na D(0, T') ke standardizovanému
gaussovskému procesu

Lo §) (1) b
IB(t):ff(s t)th)(a) (T/t(;) 2 e (0,1). (3.5)

3

Vzhledem k tomu, Ze opét plati lim, . maxo<p <n—1 Bk/a = o0 S.j., je
tteba pro ziskdni nedegenerovaného rozdéleni uvazovat pravdépodobnosti
meze prekroceni, kterd jde s rostoucim n do nekonecna. Plati

lim P < max 1Bk/a > un> =1-—exp (—e_w) , (3.6)

n—00 0<k <n

. N _ _ _ -
nh_}n;OP <0§in%§—1 |Bi|/o > un> =1 exp( 2e ) , (3.7)

1 V3
Uy, =V2lnlnn+ ——=|In—+2), x€R;.
vV2Inlnn ( dr ) !

Pokud parametr ¢ nezndme, je mozno jej nahradit odhadem

nebo uvazovat statistiku
max Bk /6k y
0<k <n—1

kde

o1 =/ (X = X)? = BY)/(n - 2).

Limitn{ vztahy (3.6) a (3.7) zustanou v platnosti.

Tabulka 1 porovnédv4 kritické hodnoty statistiky maxo<r <n—1 Bk/ 0 pro
nékteré hodnoty n spoctené z asymptotického rozdéleni (3.7) s kritickymi
hodnotami ziskanymi simulaci. Simulované kritické hodnoty byly odhadnuty
odpovidajicimi kvantily empirické distribu¢ni funkce statistiky

max By/é
0<k <n-1 K/
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vytvorené na zakladé 100 000 realizaci.

5% kritické hodnoty ' 1% kritické hodnoty
n by (3.7) simul. n by (3.7) simul.
100 2.71 2.63 100 3.64 3.21
200 2.75 2.65 200 3.64 3.22
300 2.77 2.65 300 3.64 3.22
500 2.79 2.68 500 3.64 3.22

Tabulka 1. Nékolik pifkladi 5% and 1% kritickych hodnot statistiky
maxXo<i <n-1 | B| /01 spottenych pomoci (3.7) a odhadnutych ze simulace.

V piipadé, kdy vime jisté, ze ke zméné nemohlo dojit v poslednich (1 —
@)100% casovych okamzikdch, mizeme uvazovat statistiku maxo<y <[(1—a)n]

By, /o. Kritické hodnoty je mozno odvodit pomoci aproximace limitnim pro-
cesem

P <0§k Sm[?lx_a)n] Bi/o > :13) =P (0552;(15(_&) IB(t) > :13) , (3.8)
pricemz
P (052?1)<_a) IB(t) > :z:) ~(1-®(z))+
+ (? log <11_\/7\/g> — arctan/3(1 — a)) e;;/z- (3.9)
4. PRIKLAD.

Piikladem postupné linedrni zmény muze slouzit postupné zmenSovani
mnozstvi srdzek v oblasti Sahelu. Obrézek 1 ukazuje vyvoj standardizo-
vanych ro¢nich srazkovych odchylek pro obdobi 1901 -1990 (zs_j, i=1,..,
90) sestaveny Nicolsonem (1993).
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Obrazek 1.Standardizované ro¢nf srazkové odchylky v Sahelu, 1901 — 1990.

Statistickd analyza prokazuje linedrni ubytek srazek, pficemz zména na-
stala kolem roku 1960. Hodnota statistiky maxo<r <p—1 |Bk|/6k = 6.4452
vysoko piekracuje 1% kritickou hodnotu 3.64 ziskanou z (3.7). Hodnoty
autoregresni funkce spoctené z residui pro nékolik prvnich zpozdéni jsou:
ar(l) = 0.21,ar(2) = 0.13,ar(4) = 0.9,ar(5) = 0.13,ar(6) = —0.03, ar(7) =
—0.01 ... Zda se tedy, Ze by puvodni veli¢ciny mély byt spi§ modelovany
néjakou ARMA posloupnosti. Vzhledem k tomu, ze hodnoty autoregresni
funkce nejsou prilis vysoké, zaveér o statisticky vyznamném snizeni mnozstvi
srazek zustane v platnosti, viz Antoch et al (1995).
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