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Abstract: A posterior distribution in the Bayesian estimation can be
approximated by a density of the exponential type with a similar asymptotic
behaviour.

PezoMme: ArmocrepuopHOe paclpeelsieHre B 3aaaue BaecoBCKOro
OLIEHVBAHUS [TI03BOJISIET IPUDIMyKEHNE IIPY [TIOMOIIY PACIIPE/IeJICHUS DK~
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CBOMCTBA.

1 Uvod

V bayesovské uloze odhadu parametru je stézejnim problémem vycisleni
aposteriorniho rozdéleni parametru. V pripadé velkého mnozstvi dat a ome-
zeného Casu i prostoru na jejich zpracovani, coz je typické napf. v problema-
tice Tizeni, je vhodné, jestlize aposteriorni rozdéleni zavisi na datech pouze
prostiednictvim rekurzivné aktualizovatelné postacujici statistiky. Pokud
tomu tak neni, napt. neni-li parametrickd rodina exponencidlniho typu, je
vhodné pokusit se o projekci do rodiny exponencidlniho typu pfi zachovani
zdkladnich asymptotickych vlastnosti (Kulhavy (1996), kapitola 4).

Ukéazeme, ze tento postup lze bezprostiedné zobecnit i pro zavisla po-
zorovani, a navic odvodime velmi obecny postup, jak exponencidlni aproxi-
mace konstruovat.

2 Aposteriorni distribuce

Uvazujme parametrickou rodinu

{40}966

pravdépodobnostnich rozdéleni na kone¢né mnoziné X. Pro jednoduchost
budeme také mnozinu parametru © povazovat za koneénou. (Tento predpo-
klad ma v8ak pouze teoreticky vyznam, prakticky bude mnozina © obvykle
velikd.) Predpokldddme déle, ze je ddno apriorn{ rozdélen{
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na mnoziné ©.
Potom bude aposteriorni rozdéleni, ziskané na zakladé ndhodného vybéru

L1y---5Lp

rovno
[1i=y 90 () p(9)
>reo iy a-(zi) p(7)

Podivejme se nejprve na asymptotické chovani aposteriorni distribuce. Je-
li splnéna elementdrni podminka identifikace, tj. ' = 6% je ekvivalentni
S gp1 = qp2, a oznacime-li gg° piislusnou soucinovou miru, snadno ukdzeme,
ze

POl ... wn) =

p(Olx1,...,xn) — 60 =6°) s.j. [q5%]

pro kazdé 8, 8° € ©.
Plati totiz (podle silného zakona velkych ¢isel)

nt Zl —H(goolqo) s-J- [a0]
i—1 1100
kde H(-|-) je I-divergence (Kullback—Leiblerova vzdalenost), dand vyrazem

H(qgo|q9) = Z Og qoo(z) 2 0

s rovnosti pravé tehdy, kdyz 6 = 6°.
Dostaneme tedy pftiblizny asymptoticky vyraz
e_nH(qso |q9) p(e)

p(0|$1, .. ,xn) = 27—69 e—nH(qgo lg-) p(r) ’

odkud vidime, ze p(f|z1,...,7,) konverguje k 6(f = 6°) exponenciélné rych-
le.

Ke stejnému vysledku dospéjeme, jestlize si uvédomime (viz napt. Kul-
havy (1996), formule 2.24), ze plati

e~ H(G"|as) p(0)
ETG(“) e—nH({"|gr) p(T) ’

kde ¢™ je empirickd distribuce z{skand z datového souboru (z1,...,z,), tj-

p(Blzy,...,zn) =



pro kazdé y € X.
Jelikoz

H{(-lg0)

je pro miry na kone¢né mnoziné X spojita funkce a opét podle silného zdkona
velkych ¢isel plati
gn — ggo S.] [qgl())],

mame tedy asymptoticky pfiblizné

H(q"|qe) = H(gpo|g0)

a vyse uvedeny vysledek plati.

3 Exponencidlni projekce

Aposteriorni distribuce, jak byla vyjadiena v predchozi ¢asti, zavisi na datech
prostiednictvim vyrazi

H(q"|q0)

pro viechna # € ©. Z divodu casovych i pamétovych je vsak zadouci (viz
opét napt. Kulhavy (1996), kapitola 1), aby se tato zavislost realizovala
pouze prostiednictvim kone¢né rozmérné statistiky

kde
ﬁ?:/hjd(j” proj=1,...,d
a
hi,...,hg: X > R
jsou vhodné zvolené redlné funkce (1, hq,...,hq jsou linedrné nezavislé).

To je ovSsem mozné zejména tehdy, je-li

{qg}eee

exponencidlni rodina pravdépodobnostnich rozdéleni, tj. ® = R? a

g (x) = c(8) exp(8, h(z)} go(2),
kde go(z) je “pocétecni rozdéleni” a

-1

c(0) = | Y exp(0, h(z)) go(x)

zeX



je normaliza¢ni konstanta.
Potom obdrzime

c(8)" e OR") p(9)
> eo cl(r)m er(mh™) p(r)

pricemz asymptotické vysledky piedchozi ¢dsti zustdvaji pro tento specidlni
pripad v platnosti.

Pokud vsak mame obecnou parametrickou rodinu {gs}sco s obecnou
mnozinou parametru © a pfitom jsme schopni z dat efektivné extrahovat
pouze statistiku

POz, n) = p(O]h") =

nn
",
muzeme se pokusit aproximovat “skuteénou” aposteriorni distribuci

p(Blz1,...,zn)
“exponencidlni projekci”

C(e)n en(A(0) ,h™) ?(0)
% co e(r)" O p(r)’

kde ¢(f) € R a Af) € R? jsou konstanty, které zaviseji na pivodnim
parametru § € O. Problém zde ovSsem spocivd ve vhodné volbé konstant
(c(8), A(0)) € RIHL,

Na rozdil od Kulhavého (1996), ktery zvolil na zdkladé geometrickych
predstav pfistup zalozeny na projekci empirické distribuce ¢" postupné pro
kazdé 6 € © vzdy do exponencidlni rodiny s poc¢ate¢nim rozdélenim gg, my
zde budeme naopak projektovat kazdou teoretickou distribuci

p(OIR") =

de

do exponencidlni rodiny
h
{aX}reras

kde pro kazdé 6 € © projekce qf(o) minimalizuje vzdéalenost danou [-diver-
genci, tj.

: h
A(0) € atgmin H(qglqy).

Potom ¢(f) = ¢(A(0)) je prislusnd normalizacni konstanta exponencidlniho
rozdéleni qf(e). Je zndmo, ze pokud A(f) existuje, potom vzdy

/hdqg(e) :/hdqg =h'.



Potom téZz muzeme psat
e ™ H(q" |Qf\L(9)) p(e)

PO =
Treoe "B p(r)

Jelikoz
A" — hY = /hdqﬁ(e) s.j. [a55],

méame asymptoticky pfiblizné

67n H(q,;(go) |‘1f\L(9)) p(e)

poIR") = .
Zeoe "l p(r)
Odtud obdrzime
N Tn 0(0 € Myo . oo
o) — L) g

exponencialné rychle, kde
Mgo = {0 € ©;h% = n'},

Pokud Mgo = {#°}, tedy h? staéi na identifikaci parametru § € ©, obdrzime
samoziejmeé

00 e M
O € Man) _ g _ g0y,
| Mol
Maéame tedy v zédkladnim kvalitativnim smyslu chovani exponencidlni projekce
p(OIR")
obdobné jako “skute¢né” aposteriorni hustoty p(6|z1,...,z,).

Snaha o co “nejlepsi” chovani v kvantitativnhim smyslu vede k iloze
“maximalizovat” rychlost H (qf((}ﬂ) |q§(0)), piicemz jediny “volny parametr” je
pocatecni rozdéleni exponencialni rodiny, tedy qo. Dulezité je odlisit zejména
“blizké” hodnoty A(f), pficemz plat{

.1
H(qyolghoa) = 5 AT Dy (A) A,
kde Dy, (A) je Hessidan funkce
—log ey, (A) =log Y exp(X, h(z)) qo().

zeX

Pro nékteré tiidy lze nalézt takové go, které maximalizuje Dy, (A()) stej-
nomérné pro viechna § € © (Kulhavy (1996)).



4 Zobecnéni pro ndhodné procesy

Uvazujme nyni parametrickou rodinu

{as}oco
pravdépodobnostnich rozdélenf na X%, Z = (...,—1,0,1,...), tj. néhod-
nych procesu. Budeme predpokladat, ze tyto procesy jsou staciondrni a er-

godické.
Jestlize je opét dédno négjaké apriorni rozdéleni p(f), dostaneme aposteri-
orni rozdéleni

qg (@1, ..., xn) p(6)
TEO q:?(ml.a te 7mn)p(7—) ’

p(Blzy,...,zn) = 5

kde g je pfislusné margindlni rozdéleni pfisluSného procesu.
Za urcitych podminek (splnénych okamzité napf. pro Markovovy procesy
libovolného fadu — viz napt. Follmer (1973)) plat{

qg(mla"'amn)

—1
n " log
qgo(:nl,...,xn)

— —H(qggolgs) s.]. [gpo]

kde N
H(qgo|gp) = lim nil/logqinodqgo

je asymptotickd I-divergence (relativn{ rychlost entropie).
Obdobné jako pro nezavisly piipad mame

ean(qso ‘QG) p(e)
0 PR 1) = )
p(0]x: Tn) o e Alalar) p(r)

a pokud H(ggo|ge) = 0 prave kdyz 0° = 6, potom také
pBz1,...,z,) — 50 =60°) s.j. [qgeo].

Jestlize chceme i nyni opét pouzit myslenku exponencidlni projekce, musi-
me nejprve definovat zobecnéni exponencidlniho rozdéleni pro ndhodné pro-
cesy. Definujme nejprve zobecnéni empirického rozdéleni, tedy empiricky
proces ¢ odvozeny z dat 1,...,,. Oznatme 2" € XZ periodické prod-
louzen{ vektoru (@1,...,%,) (tj. (2")s = Z[s—1modn] + 1 Pro s > 0), a gt
jeho posunuti o t € Z (tj. (2™%)s = (2")ss¢). Nynf miZeme pro kazdou
omezenou funkci f : XZ — R polozit

rm o __ An_l - A1,
pr=frar =13 06,



Vsimnéme si, ze takto definovany empiricky proces ¢" je staciondrni.
Zvolme nyni
g, hi,....,ha: X% 5 R,

pricemz predpokldadejme, ze vSechny tyto funkce zaviseji pouze na soufad-
nicich 1,...,m (tj. napf. existuje ¢g* : X[b™ = R tak, ze g(zy) =
g*(x1,...,2m,) pro véechna z7 € X7, atd.).

Definujme nyn{ ndhodny proces g% predpisem

1 _
HE log g™ — g™ — (A, h™) — log c(/\)H — 0 pron — oco.

o0

Takto jsou obecné definovana Gibbsova nahodnd pole ve statistické fyzice
(Preston (1976)). Za nasich predpokladii je ¢ vzdy ddno jednoznaéné a navic
je to Markovuv fetézec radu m.
Jelikoz plati priblizné
q;lyn = en[g"+()\,ﬁn] X C(A)n

?

1 . _
logc(A) = — lim —log/e”[g O] ggh

n—o00 N

muzeme toto rozdéleni vskutku povazovat za exponencidlni rozdéleni. (Zde
e"7" m4 funkci “pocatecniho rozdéleni”.)
Nyn{ plati analogicky vsechna tvrzeni predchozi ¢ésti. Definujme A()

tak, ze
/hdqg(e) :/hdqg =hn?,

cA))" OO p(6)
ETG@ C(A(T))n en{X(r),hm) p(r) :

Jelikoz jsou vsechny ¢y ergodické, plati

a polozme

P71, ..., z,) = pOR") =

B = b s [geo),
a tudiz priblizné
ean(qz(go)“I’;(g)) p(e)

ZTG(") €

p(O|A"™) =
( | ) 7nH(q};(Gg)“1’;(,))p(T)

nebot

M (q§(90)|q§(g)) =log —~—< + </\(90) = A(6), h00> :



Méme tedy vysledek naprosto analogicky jako pro ptipad nezdvislych
pozorovani, tj. B
POIR") — 6(0 = 6°)

pokud H (qf(00)|q§f(9)) = 0 pravé kdyz #° = 6. Problém muze nastat
s vyéislovanim konstanty ¢(A()) (viz vyse). Tomu se pokusime celit v né-
sledujici ¢asti.

5 Obecn4 exponencidlni aproximace
Meéjme nadale tiidu ergodickych ndhodnych procest
{ao}oco

a hledejme aproximaci aposteriorni distribuce v exponencidlnim tvaru

enl(AB).A™) —b(A®)] (9
3 o €[OO AT p(7)”

p(olR") =
Vime, ze
B = B s [geo),
predpokladame
0t _ 107 Lo s ol _ p2

h® =h praveé kdyz 6° = 64,
a pozadujeme, aby platilo

POIR") — 6(0 = 6°) .. [apo],

pricemz tato konvergence by méla byt exponencialni s co nejvétsi rychlosti.
Tento pozadavek znamend

b(A(6)) = bA()) = (A(B) — A(8°), By >0
pro @ # 0°, coz bude splnéno zejména pokud
b:R* - R

bude striktné konvexn{ funkce a A(f) pro kazdé # € © je urceno tak, aby
vektor h? byl diferencidlem funkce b pravé v bodé A(6), tedy

h? = V b(\(8)).
Ptimo z definice striktné konvexni funkce je totiz

b(A) —b(A%) — (A =A%, Vb(\%)) >0



pro kazdé X # \°. .
Jestlize je tedy V b(A(8°)) = h?", mame
b(A) — b(A(B°)) — (A — A(8°), h?°) > 0

pro kazdé X # A(A°) a tim spise pro A(#), 6 # 6°, pokud je ovem funkce
b hladkd. Kdyby totiz hladkd nebyla, mohlo by se stat hf', h?* € Vb(\°)
pro néjaké A', 82 € © a 2° € R?. Potom bychom ztratili schopnost mezi §'
a 62 rozligit. (Toto se muze piihodit pii postupu z piedchozi ¢4sti pouzitém
na ndhodnd pole, kde mohou nastat fdzové prechody (Preston (1976)). Pak
0! a 6% mohou reprezentovat dvé ruzné fize, mezi kterymi pfi exponencidlni
projekci nelze rozhodnout.)
Vzhledem ke ziejmé aproximaci

b+ A) —b(N\) — (A, Vb(N)) = %AT VZb(\) A

pro “mald” A, je tieba pozadovat, aby funkce f byla dokonce silné kon-
vexni, coz zajisti VZb(A\) > 0 a rychlost konvergence zlistdvéa exponencidlni
s kladnym koeficientem.

Shriime nyni navrhovany postup:

I. Uvazujeme rodinu ergodickych ndhodnych procest {gp}gco spliujicich
01 = 62 prave kdyz h? = h®". Piedpokladame, ze h? pro 8 € © jsme
schopni vy¢islit.

II. Zvolime silné konvexni hladkou funkci
b:R' R
tak, aby {h’}sce C {Vb(A)}reRe-
II1. Pro kazdé 6 € © najdeme \(f) € R? tak, aby
h? =V b(\(8)).

IV. Polozime

Ol — enl(NO)E")=bAO))] (g
P 3o €O EI B p(r)’

Za vyse uvedenich piredpokladu jsme dokazali nasledujici

Tvrzeni: Plati -
BOIR") —> 56 = 6%) 5.5, [qo]

pro kazdé 0°, 0 € O, pficemz tato konvergence je exponencidlni.
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