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Abstract: A posterior distribution in the Bayesian estimation can be

approximated by a density of the exponential type with a similar asymptotic

behaviour.

Rez�me: Aposteriornoe raspredelenie v zadaqe Baesovskogo

ocenivani� pozvol�et pribli�enie pri pomowi raspredeleni� �k-

sponencial~nogo tipa u kotorogo analogiqnye asimptotiteskie

svo�stva.

1 �Uvod

V bayesovsk�e �uloze odhadu parametru je st�e�zejn��m probl�emem vy�c��slen��

aposteriorn��ho rozd�elen�� parametru. V p�r��pad�e velk�eho mno�zstv�� dat a ome-

zen�eho �casu i prostoru na jejich zpracov�an��, co�z je typick�e nap�r. v problema-

tice �r��zen��, je vhodn�e, jestli�ze aposteriorn�� rozd�elen�� z�avis�� na datech pouze

prost�rednictv��m rekurz��vn�e aktualizovateln�e posta�cuj��c�� statistiky. Pokud

tomu tak nen��, nap�r. nen��-li parametrick�a rodina exponenci�aln��ho typu, je

vhodn�e pokusit se o projekci do rodiny exponenci�aln��ho typu p�ri zachov�an��

z�akladn��ch asymptotick�ych vlastnost�� (Kulhav�y (1996), kapitola 4).

Uk�a�zeme, �ze tento postup lze bezprost�redn�e zobecnit i pro z�avisl�a po-

zorov�an��, a nav��c odvod��me velmi obecn�y postup, jak exponenci�aln�� aproxi-

mace konstruovat.

2 Aposteriorn�� distribuce

Uva�zujme parametrickou rodinu

fq�g�2�

pravd�epodobnostn��ch rozd�elen�� na kone�cn�e mno�zin�e X . Pro jednoduchost

budeme tak�e mno�zinu parametr�u � pova�zovat za kone�cnou. (Tento p�redpo-

klad m�a v�sak pouze teoretick�y v�yznam, prakticky bude mno�zina � obvykle

velik�a.) P�redpokl�ad�ame d�ale, �ze je d�ano apriorn�� rozd�elen��

p(�)
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na mno�zin�e �.

Potom bude aposteriorn�� rozd�elen��, z��skan�e na z�aklad�e n�ahodn�eho v�yb�eru

x1; : : : ; xn

rovno

p(�jx1; : : : ; xn) =

Qn
i=1 q�(xi) p(�)P

�2�

Qn
i=1 q� (xi) p(�)

:

Pod��vejme se nejprve na asymptotick�e chov�an�� aposteriorn�� distribuce. Je-

li spln�ena element�arn�� podm��nka identi�kace, tj. �
1 = �

2 je ekvivalentn��

s q�1 = q�2 , a ozna�c��me-li q1� p�r��slu�snou sou�cinovou m��ru, snadno uk�a�zeme,

�ze

p(�jx1; : : : ; xn) �! �(� = �
0) s. j. [q1�0 ]

pro ka�zd�e �; �0 2 �.

Plat�� toti�z (podle siln�eho z�akona velk�ych �c��sel)

n
�1

nX
i=1

log
q�(xi)

q�0(xi)
�! �H(q�0 jq�) s. j. [q1�0 ]

kde H(�j�) je I-divergence (Kullback{Leiblerova vzd�alenost), dan�a v�yrazem

H(q�0 jq�) =
X
x2X

log
q�0(x)

q�(x)
q�0(x) � 0

s rovnost�� pr�av�e tehdy, kdy�z � = �
0.

Dostaneme tedy p�ribli�zn�y asymptotick�y v�yraz

p(�jx1; : : : ; xn)
:
=

e
�nH(q

�0 jq�) p(�)P
�2� e

�nH(q
�0 jq� ) p(�)

;

odkud vid��me, �ze p(�jx1; : : : ; xn) konverguje k �(� = �
0) exponenci�aln�e rych-

le.

Ke stejn�emu v�ysledku dosp�ejeme, jestli�ze si uv�edom��me (viz nap�r. Kul-

hav�y (1996), formule 2.24), �ze plat��

p(�jx1; : : : ; xn)
:
=

e
�nH(q̂njq�) p(�)P

�2� e�nH(q̂njq� ) p(�)
;

kde q̂n je empirick�a distribuce z��skan�a z datov�eho souboru (x1; : : : ; xn), tj.

q̂
n(y) =

1

n

nX
i=1

�(y = xi)
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pro ka�zd�e y 2 X .

Jeliko�z

H(�jq�)

je pro m��ry na kone�cn�e mno�zin�eX spojit�a funkce a op�et podle siln�eho z�akona

velk�ych �c��sel plat��

ĝ
n ! g�0 s. j. [q1�0 ];

m�ame tedy asymptoticky p�ribli�zn�e

H(q̂njq�)
:
= H(q�0 jq�)

a v�y�se uveden�y v�ysledek plat��.

3 Exponenci�aln�� projekce

Aposteriorn�� distribuce, jak byla vyj�ad�rena v p�redchoz�� �c�asti, z�avis�� na datech

prost�rednictv��m v�yraz�u

H(q̂njq�)

pro v�sechna � 2 �. Z d�uvod�u �casov�ych i pam�et'ov�ych je v�sak �z�adouc�� (viz

op�et nap�r. Kulhav�y (1996), kapitola 1), aby se tato z�avislost realizovala

pouze prost�rednictv��m kone�cn�e rozm�ern�e statistiky

�hn = (�hn1 ; : : : ;
�hnd )

>
;

kde

�hnj =

Z
hj dq̂

n pro j = 1; : : : ; d

a

h1; : : : ; hd : X ! R

jsou vhodn�e zvolen�e re�aln�e funkce (1; h1; : : : ; hd jsou line�arn�e nez�avisl�e).

To je ov�sem mo�zn�e zejm�ena tehdy, je-li

fqh� g�2�

exponenci�aln�� rodina pravd�epodobnostn��ch rozd�elen��, tj. � = R
d a

q
h
� (x) = c(�) exph�; h(x)g q0(x);

kde q0(x) je \po�c�ate�cn�� rozd�elen��" a

c(�) =

"X
x2X

exph�; h(x)i q0(x)

#�1
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je normaliza�cn�� konstanta.

Potom obdr�z��me

p(�jx1; : : : ; xn) = p(�j�hn) =
c(�)n enh�;

�hni
p(�)P

�2� c(�)n enh�;�h
ni p(�)

p�ri�cem�z asymptotick�e v�ysledky p�redchoz�� �c�asti z�ust�avaj�� pro tento speci�aln��

p�r��pad v platnosti.

Pokud v�sak m�ame obecnou parametrickou rodinu fq�g�2� s obecnou

mno�zinou parametr�u � a p�ritom jsme schopni z dat efektivn�e extrahovat

pouze statistiku
�hn;

m�u�zeme se pokusit aproximovat \skute�cnou" aposteriorn�� distribuci

p(�jx1; : : : ; xn)

\exponenci�aln�� projekc��"

~p(�j�hn) =
c(�)n enh�(�);

�hni
p(�)P

�2� c(�)n enh�(�);
�hnip(�)

;

kde c(�) 2 R a �(�) 2 R
d jsou konstanty, kter�e z�avisej�� na p�uvodn��m

parametru � 2 �. Probl�em zde ov�sem spo�c��v�a ve vhodn�e volb�e konstant

(c(�); �(�)) 2 R
d+1.

Na rozd��l od Kulhav�eho (1996), kter�y zvolil na z�aklad�e geometrick�ych

p�redstav p�r��stup zalo�zen�y na projekci empirick�e distribuce q̂n postupn�e pro

ka�zd�e � 2 � v�zdy do exponenci�aln�� rodiny s po�c�ate�cn��m rozd�elen��m q�, my

zde budeme naopak projektovat ka�zdou teoretickou distribuci

q�

do exponenci�aln�� rodiny

fqh�g�2Rd ;

kde pro ka�zd�e � 2 � projekce qh
�(�)

minimalizuje vzd�alenost danou I-diver-

genc��, tj.

�(�) 2 argmin
�2Rd

H(q�jq
h
�):

Potom c(�) = c(�(�)) je p�r��slu�sn�a normaliza�cn�� konstanta exponenci�aln��ho

rozd�elen�� qh
�(�)

. Je zn�amo, �ze pokud �(�) existuje, potom v�zdy

Z
h dqh�(�) =

Z
h dq� = h

�
:
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Potom t�e�z m�u�zeme ps�at

~p(�j�hn) =
e
�nH(q̂njqh

�(�)
)
p(�)P

�2� e
�nH(q̂njqh

�(�)
)
p(�)

;

Jeliko�z

�hn ! h
�0 =

Z
h dqh�(�) s. j. [q1�0 ];

m�ame asymptoticky p�ribli�zn�e

~p(�j�hn)
:
=

e
�nH(qh

�(�0)
jqh
�(�)

)
p(�)P

�2� e
�nH(qh

�(�0)
jqh
�(�)

)
p(�)

:

Odtud obdr�z��me

~p(�j�hn) �!
�(� 2 M�0)

jM�0 j
s. j. [q1�0 ]

exponenci�aln�e rychle, kde

M�0 = f� 2 �;h� = h
�0g:

PokudM�0 = f�0g, tedy h
� sta�c�� na identi�kaci parametru � 2 �, obdr�z��me

samoz�rejm�e
�(� 2M�0)

jM�0 j
= �(� = �

0):

M�ame tedy v z�akladn��m kvalitativn��m smyslu chov�an�� exponenci�aln�� projekce

p̂(�j�hn)

obdobn�e jako \skute�cn�e" aposteriorn�� hustoty p(�jx1; : : : ; xn).
Snaha o co \nejlep�s��" chov�an�� v kvantitativn��m smyslu vede k �uloze

\maximalizovat" rychlostH(qh
�(�0)

jqh
�(�)

), p�ri�cem�z jedin�y \voln�y parametr" je

po�c�ate�cn�� rozd�elen�� exponenci�aln�� rodiny, tedy q0. D�ule�zit�e je odli�sit zejm�ena

\bl��zk�e" hodnoty �(�), p�ri�cem�z plat��

H(qh�0 jq
h
�0+�)

:
=

1

2
�>

Dq0(�
0)�;

kde Dq0(�) je Hessi�an funkce

� log cq0(�) = log
X
x2X

exph�; h(x)i q0(x):

Pro n�ekter�e t�r��dy lze nal�ezt takov�e q0, kter�e maximalizuje Dq0(�(�)) stej-

nom�ern�e pro v�sechna � 2 � (Kulhav�y (1996)).
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4 Zobecn�en�� pro n�ahodn�e procesy

Uva�zujme nyn�� parametrickou rodinu

fq�g�2�

pravd�epodobnostn��ch rozd�elen�� na X
Z
; Z = (: : : ;�1; 0; 1; : : :), tj. n�ahod-

n�ych proces�u. Budeme p�redpokl�adat, �ze tyto procesy jsou stacion�arn�� a er-

godick�e.

Jestli�ze je op�et d�ano n�ejak�e apriorn�� rozd�elen�� p(�), dostaneme aposteri-

orn�� rozd�elen��

p(�jx1; : : : ; xn) =
q
n
� (x1:; : : : ; xn) p(�)P

�2� qn� (x1:; : : : ; xn) p(�)
;

kde qn� je p�r��slu�sn�e margin�aln�� rozd�elen�� p�r��slu�sn�eho procesu.

Za ur�cit�ych podm��nek (spln�en�ych okam�zit�e nap�r. pro Markovovy procesy

libovoln�eho �r�adu { viz nap�r. F�ollmer (1973)) plat��

n
�1 log

q
n
� (x1; : : : ; xn)

q
n
�0
(x1; : : : ; xn)

�! �H(q�0 jq�) s. j. [q�0 ]

kde

H(q�0 jq�) = lim
n!1

n
�1

Z
log

q
n
�0

q
n
�

dq�0

je asymptotick�a I-divergence (relativn�� rychlost entropie).

Obdobn�e jako pro nez�avisl�y p�r��pad m�ame

p(�jx1; : : : ; xn)
:
=

e
�nH(q

�0 jq�) p(�)P
�2� e

�nH(q
�0
jq� ) p(�)

;

a pokud H(q�0 jq�) = 0 pr�av�e kdy�z �0 = �, potom tak�e

p(�jx1; : : : ; xn) �! �(� = �
0) s. j. [q�0 ]:

Jestli�ze chceme i nyn�� op�et pou�z��t my�slenku exponenci�aln�� projekce, mus��-

me nejprve de�novat zobecn�en�� exponenci�aln��ho rozd�elen�� pro n�ahodn�e pro-

cesy. De�nujme nejprve zobecn�en�� empirick�eho rozd�elen��, tedy empirick�y

proces q̂n odvozen�y z dat x1; : : : ; xn. Ozna�cme x̂
n 2 X

Z periodick�e prod-

lou�zen�� vektoru (x1; : : : ; xn) (tj. (x̂n)s = x[s�1modn] + 1 pro s > 0), a x̂
n;t

jeho posunut�� o t 2 Z (tj. (x̂n;t)s = (x̂n)s+t). Nyn�� m�u�zeme pro ka�zdou

omezenou funkci f : XZ ! R polo�zit

�fn =

Z
f dq̂n =

1

n

nX
t=1

f(x̂n;t):
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V�simn�eme si, �ze takto de�novan�y empirick�y proces q̂n je stacion�arn��.

Zvolme nyn��

g; h1; : : : ; hd : X
Z ! R;

p�ri�cem�z p�redpokl�adejme, �ze v�sechny tyto funkce z�avisej�� pouze na sou�rad-

nic��ch 1; : : : ;m (tj. nap�r. existuje g
� : X

[1;m] ! R tak, �ze g(xZ) =

g
�(x1; : : : ; xm) pro v�sechna xZ 2 X

Z , atd.).

De�nujme nyn�� n�ahodn�y proces gh� p�redpisem



 1
n
log q

h;n
� � �gn � h�; �hni � log c(�)






1

�! 0 pro n!1:

Takto jsou obecn�e de�nov�ana Gibbsova n�ahodn�a pole ve statistick�e fyzice

(Preston (1976)). Za na�sich p�redpoklad�u je qh� v�zdy d�ano jednozna�cn�e a nav��c

je to Markov�uv �ret�ezec �r�adu m.

Jeliko�z plat�� p�ribli�zn�e

q
h;n
�

:
= e

n[�gn+h�;�hn] � c(�)n;

kde

log c(�) = � lim
n!1

1

n
log

Z
e
n[�gn+h�;�hi] dqh� ;

m�u�zeme toto rozd�elen�� vskutku pova�zovat za exponenci�aln�� rozd�elen��. (Zde

e
n �gn m�a funkci \po�c�ate�cn��ho rozd�elen��".)

Nyn�� plat�� analogicky v�sechna tvrzen�� p�redchoz�� �c�asti. De�nujme �(�)

tak, �ze Z
h dqh�(�) =

Z
h dq� = h

�
;

a polo�zme

~p(�jx1; : : : ; xn) = ~p(�j�hn) =
c(�(�))n enh�(�);

�hni
p(�)P

�2� c(�(�))n enh�(�);�h
ni p(�)

:

Jeliko�z jsou v�sechny q� ergodick�e, plat��

�hn ! h
�0 s. j. [q�0 ];

a tud���z p�ribli�zn�e

~p(�j�hn)
:
=

e
�nH(qh

�(�0)
jqh
�(�)) p(�)P

�2� e
�nH(qh

�(�0)
jqh
�(�)

)
p(�)

nebot'

H
�
q
h
�(�0)jq

h
�(�)

�
= log

c(�(�0))

c(�(�))
+
D
�(�0)� �(�); h�

0
E
:
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M�ame tedy v�ysledek naprosto analogick�y jako pro p�r��pad nez�avisl�ych

pozorov�an��, tj.

~p(�j�hn) �! �(� = �
0)

pokud H
�
q
n
�(�0)jq

n
�(�)

�
= 0 pr�av�e kdy�z �

0 = �. Probl�em m�u�ze nastat

s vy�c��slov�an��m konstanty c(�(�)) (viz v�y�se). Tomu se pokus��me �celit v n�a-

sleduj��c�� �c�asti.

5 Obecn�a exponenci�aln�� aproximace

M�ejme nad�ale t�r��du ergodick�ych n�ahodn�ych proces�u

fq�g�2�

a hledejme aproximaci aposteriorn�� distribuce v exponenci�aln��m tvaru

~p(�j�hn) =
e
n[h�(�);�hni�b(�(�))]

p(�)P
�2� en[h�(�);

�hn]�b(�(�)) p(�)
:

V��me, �ze
�hn ! h

�0 s. j. [q�0 ];

p�redpokl�ad�ame

h
�1 = h

�2 pr�av�e kdy�z �1 = �
2
;

a po�zadujeme, aby platilo

~p(�j�hn) �! �(� = �
0) s. j. [q�0 ];

p�ri�cem�z tato konvergence by m�ela b�yt exponenci�aln�� s co nejv�et�s�� rychlost��.

Tento po�zadavek znamen�a

b(�(�)) � b(�(�0))� h�(�) � �(�0); h�
0

i > 0

pro � 6= �
0, co�z bude spln�eno zejm�ena pokud

b : Rd ! R

bude striktn�e konvexn�� funkce a �(�) pro ka�zd�e � 2 � je ur�ceno tak, aby

vektor h� byl diferenci�alem funkce b pr�av�e v bod�e �(�), tedy

h
� = r b(�(�)):

P�r��mo z de�nice striktn�e konvexn�� funkce je toti�z

b(�)� b(�0)� h�� �
0
; r b(�0)i > 0
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pro ka�zd�e � 6= �
0.

Jestli�ze je tedy r b(�(�0)) = h
�0 , m�ame

b(�)� b(�(�0))� h�� �(�0); h�
0

i > 0

pro ka�zd�e � 6= �(�0) a t��m sp���se pro �(�); � 6= �
0, pokud je ov�sem funkce

b hladk�a. Kdyby toti�z hladk�a nebyla, mohlo by se st�at h�
1

; h
�2 2 r b(�0)

pro n�ejak�e �1; �2 2 � a x
0 2 R

d. Potom bychom ztratili schopnost mezi �1

a �
2 rozli�sit. (Toto se m�u�ze p�rihodit p�ri postupu z p�redchoz�� �c�asti pou�zit�em

na n�ahodn�a pole, kde mohou nastat f�azov�e p�rechody (Preston (1976)). Pak

�
1 a �

2 mohou reprezentovat dv�e r�uzn�e f�aze, mezi kter�ymi p�ri exponenci�aln��

projekci nelze rozhodnout.)

Vzhledem ke z�rejm�e aproximaci

b(�+�)� b(�)� h�; r b(�)i
:
=

1

2
�>r2

b(�)�

pro \mal�a" �, je t�reba po�zadovat, aby funkce f byla dokonce siln�e kon-

vexn��, co�z zajist�� r2
b(�) > 0 a rychlost konvergence z�ust�av�a exponenci�aln��

s kladn�ym koe�cientem.

Shr�nme nyn�� navrhovan�y postup:

I. Uva�zujeme rodinu ergodick�ych n�ahodn�ych proces�u fq�g�2� spl�nuj��c��ch

�
1 = �

2 pr�av�e kdy�z h�
1

= h
�2 . P�redpokl�ad�ame, �ze h� pro � 2 � jsme

schopni vy�c��slit.

II. Zvol��me siln�e konvexn�� hladkou funkci

b : Rd ! R

tak, aby fh�g�2� � frb(�)g�2Rd .

III. Pro ka�zd�e � 2 � najdeme �(�) 2 R
d tak, aby

h
� = r b(�(�)):

IV. Polo�z��me

~p(�j�hn) =
e
n[h�(�);�hni�b(�(�))]

p(�)P
�2� en[h�(�);

�hni�b(�(�))] p(�)
:

Za v�y�se uveden��ch p�redpoklad�u jsme dok�azali n�asleduj��c��

Tvrzen��: Plat��

~p(�j�hn) �! �(� = �
0) s. j. [q�0 ]

pro ka�zd�e �0; � 2 �, p�ri�cem�z tato konvergence je exponenci�aln��.
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