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Abstract: Geometric moments are defined as expectations of the k-th
power of a newly introduced ”geometric function” of distribution. They are
alternative numerical characteristics of distributions which generally exist
and are expressed by means of simple formulas. Parametric estimates based

on empirical geometric moments are discussed.

Pesome: Baenena “reomerpuueckas” (yHKIUA pacHpeneaeHus.
MaremMaTuyeckre OKUIAHUSA €€ K-TOW CTeleHrW Mbl Ha3bIBaeM [eOMEeT-
pudeckuMu MomeHTaMu. IIokazaHO, UTO OHM CYHIECTBYIOT U IAaHbBI
HpocTbIMM (OPMyJIaMU. BBeneHbl M AUCKY TUPOBAHbI OLEHKU OCHOBAH-

HbI€ Ha reOMeTpUUYEeCKUX MOMEHTaX.

I. Uvob.

Bud T C R otevieny interval v redlné pfimce a By jeho borelovskd o-
algebra. Bud Il mnozina vSech absolutné spojitych rozdéleni Py na By
s hustotami p, které pro jednoduchost predpokldddme na T" spojité diferen-
covatelné. Budu nepotrddné tikat "rozdéleni p € II7” nebo i "rozdéleni p”
misto "rozdéleni Pr € Il s hustotou p”. Bud ® C R™ konvexni mnozina.
Budeme uvazovat obvykly parametricky model ndhodného experimentu

,ng = {T7 BT,p(u|9) 10 € 6}7
reguldrni v Cramer-Raové smyslu. Funkce 6 pro pevné u € T,

Ologp(ul|d .
sufp) = LD Gy, )
J

nazyvame vérohodnostnimi skory parametru ;.

V modelu P = {R, Br,p(z — i) : p € R} je vérohodnostni skér parame-
tru polohy p v bodé p = 0 totozny pro pevné z s hodnotou skérové funkce

s(z) = _p'(.r)' (2)

Podobné Fisherova informace o parametru p, E,s?, je v bodé u = 0 totoznd
s Fisherovou informaci rozdélend, definovanou napi. v (Cover, Thomas 1991)
jakozto

I,=E,s* = /Rs2 (x)p(z)dx. (3)



(2) a (3) charakterizuji rozdéleni v pocdtku parametrického prostoru a je
mozno je povazovat za jisté prototypy vérohodnostnich skéru parametru
(souradnicovych funkef statistické variety P%) a Fisherovy informaéni matice
I,(0) = (Epsjsk)T* (metrického tenzoru variety). Protoze plati

Jr s'(x)p(x)dx = I, je funkce s(x)/I, totozna s vlivovou (influenéni) funkei
maximalné vérohodného estimdtoru parametru g v bodé p = 0. Funkce
s?(z) je nezdpornd, je rovna nule v bodé x = 0 s minimaln{ informaci (kde
p'(0) = 0) a jeji stfedn{ hodnota mé vyznam informace. Lze ji tedy patrné
interpretovat jako relativni informaci pfitazenou bodu x € R rozdélenim p .
licin studovanych v teorii odhadu. Zdalo by se tedy celkem ptirozené priradit
vybérovému prostoru T' = R geometrii ve smyslu pseudometriky

d(z1,22) = |s(22) — s(z1)]. (4)

Bud X = (z1,...,2,) ndhodny vybér z rozdéleni p. Pisme (zde i v dalsim
textu) > misto > . ;. Pseudometrika (4) ”doporucuje” hledat ”vybérové
t8zi5t&” souboru X jakozto z* : n~ 1Y s(z; — x*) = 0, definovat vybérovou

informaci obsazenou v X jako I, = n™'3 s*(z; — 2*) nebo vybérovou
vzdjemnou informaci X a Y jako pxy = n7'Y s.(@; — 2%)s,(vi — y*).

Charakteristiky datovych souboru, v nichz namisto ”syrovych” dat x; vy-
stupuji (tfeba i latentni) hodnoty skérové funkce, s(x;) nebo s(z;|6), nazveme
geometrické charakteristiky ndhodnych vybéru.

Je ziejmé, ze geometrické charakteristiky zohlediiuji charakter rozdéleni.
Je-li napi. p ~ e~ 1®l (rozdéleni s tézkymi chvosty), je pro |z| = oo
|s| = O(1), takze geometrické charakteristiky jsou robustni. Pro rozdéleni
s malou pravdépodobnost{ vyskytu odlehlych hodnot (ostré rozdélenf), na
pi. p ~ e, je pro |z] = oo s(x) = O(z) a geometrické charakteri-
stiky jsou k pripadnym odlehlym hodnotam citlivé. To je pravé piipad
normélniho rozdéleni, pro néz s(z) = z a geometrické charakteristiky se
shodujf s tradiénimi elementarnimi statistickymi charakteristikami (vybérova
informace je zde rovna rozptylu). Vidéno z opa¢ného konce, tradién{ chara-
kteristiky nahodnych vybéru jsou §ité na miru vybéru z normalniho rozdéleni,
nepfihlizeji k povaze rozdéleni skutecného ¢i predpokladaného a proto casto
nedavaji pouzitelné vysledky a je nutno uzivat ruznych umélych postupu
(s vyjimkami jako metoda maximaln{ vérohodnosti).

Duvod, pro¢ se ve statistice geometrické charakteristiky dat explicitné
nepouzivaji je samoziejmé padny: vse co bylo fe¢eno o modelu Pf skuteéné
funguje jen v piipadé rozdéleni s kladnou pravdépodobnostni mirou na celé
redlné primce. Je-li T # R, nejsou hodnoty s(z) v zddném bodé 6§ € © shodné
s hodnotami jakéhokoli vérohodnostnitho skéru, (3) nemusi byt (a neni) in-
formaci a geometrické charakteristiky davaji nesmyslné hodnoty.

Tento problém je snad vyfeSen v nasledujici kapitole, kde je definovana



funkce, kterou je tfeba pro konstrukci geometrickych charakteristik pouzit.
Nazyvame ji geometrickou funkci rozdéleni. V pripadé T = R je to skérovd
funkce, piipadé T' # R je to funkce, kterd ma vlastnosti obdobné vlast-
nostem skérové funkce na T = R. Uvidime, ze to je funkce pro vétsinu
parametrickych rozdéleni vlastné znam4 a prakticky pouzivana. Jeji ana-
lytické vyjadreni pro holé rozdéleni bez parametru vsak doneddvna (Fabiin
1994) znamo nebylo, snad pro svou koncepéni nezvyklost (je zdvislé na T').
Vhodngjsi nazev geometrické funkce by asi byl wvlivovd funkce rozdéleni,
termin je v8ak jiz obsazen.

2. GEOMETRICKA FUNKCE ROZDELENTI.

Mnozinu II7 v§ech pripustnych rozdéleni na 7' budeme povazovat za obraz
mnoziny IIg zprostfedkovany néjakym zobrazenim ¢ : R — T', monoténnim
a dostatecné hladkym. Kazdé rozdéleni p € Il ma tak v Ig svij vzor, ktery
oznac¢ime pg. Pro pifslusné distribuéni funkee plati F'(u) = Fr(p~!(u)) a pro
odpovidajici hustoty, polozime-li z = ¢~ (u), plati

_dF(u) dFgr(xz)dx  pgr(x)

p(w) du dr  du  L(u)’ 5)

kde L(u) = ¢'(¢~1(u)) je jakobian transformace ¢ : R — T.

Definice. Bud ¢ : R — T vhodné zobrazeni, bud rozdéleni p € Il
a s skérova funkce jeho vzoru pr € Ig. Geometrickou funkci rozdéleni p
definujeme jako obraz skérové funkce vzoru pii zobrazeni ¢, t.j. vztahem

q(u) = (™" (w)). (6)

Vyjadieni ¢ pomoci p a ¢ podava

Véta 1. L4
q(u) = o) 7 ("L (w)p(w)). (7)
Diikaz. Podle (2) a (5) je
1 d 1 d
q(u) = _pR(ﬂf) %(pR(m)) = _L(u)p(u) @(L(u)p(u)) L(U)
|
Véta 2. E,q = 0.

Dikaz. Oznatme ¢; = inf{u : u € T}, ¢; = sup{u : u € T'}. Podle (7)
a (5),

Eyq = / " gwpu) du = ~L(wp(w) o = Pr(2)[Z = 0.

C1



Geometrickou funkci parametrického rozdéleni definujeme jako
1 d
—(-L 0)). 8
ald) 7o (L W)p(ulf)) (8)

Lze snadno ukazat, ze pro (8) plati vztah (6) (s parametrickou skérovou
funkei s(z|0) = —p;' (#|0)0pr(z]0)/0z) a Véta 2.

q(ulf) =

Pro 8 € ®© C R™ méame ted namisto m vérohodnostnich skéri jedinou
funkci charakterizujici pomeéry ve vybérovém prostoru za vlady rozdéleni p.
To mize byt vyhoda pii studiu vzdédlenosti v T v bodé p(-|d) variety P,
kterou lze definovat obdobné jako v (4), t.j. vztahem
d(zy,x210) = |s(xz2]0) — s(z1]6)| (porovnejte s obludnou konstrukei vzda-
lenosti pomoci vérohodnostnich skéra v (Oller 1989)), ale je to nevyhoda pfi
konstrukci odhada pro m > 1. Uvidime, ze tato nevyhoda muze byt nékdy
vyvézena uzitim linedrné nezavislych funkei ¢* (ulf),k = 1,..., m.

Zavedeme transformovany parametr polohy vztahem v = p(u). Pak plati

Véta 3.
q(ulv) = L(v)si (u|v)
where s is given by (1). Diukaz. Polozme r = z — . Plati
1 dp(uly) _ L(u) d(L™ (w)pr(r)) d(z —¢~'(v))

s1(ulv) = =

plulv) dv  pg(r) d(r) dv

B(r) —1
— P s = s =)L) = L Gatuly)

podle (5) a véty o derivaci inverzni funkce. |

Podle Véty 3 je tedy geometricka funkce rozdéleni pro vétsinu parame-
trickych rozdéleni vérohodnostnim skérem nejzajimavéjsiho parametru. Uva-
zime-li i Vétu 2, ma ¢ na T vlastnosti obdobné vlastnostem s na R. Pro
ruznd ¢ : R — T dostdvame ovSem ruzna g, lisici se jakobidnem zobrazeni.
Sortiment ¢ v8ak neni moc Siroky. Pro pr : R — R je vhodné zvolit identické
zobrazeni (geometricka funkce parametrického rozdéleni je pak parametrickd
skorova funkce). Pro pgr+ : R — (0,00) je také asi jedind rozumnd volba,

2= pp(z) =€, 9)

které lognormalnimu rozdéleni piifazuje jako vzor rozdéleni normalni a log-
Cauchyovu rozdéleni Cauchyovo. Pak je ¢=1(z) = Inz, L(z) = z a geome-
trickd funkce rozdéleni je ddna vztahem

q(z) = zs(2) - 1, (10)



kde s = —p'/p. Zvolime-li oviem pevné g+, je geometrickd funkce rozdéleni
na (a,b) uz jednoznacéné uréena. Pro zobrazeni ¢, : R — (a,b) by mélo
totiz platit

lim 7 (1) = 7k (2): (11)

a—0
b— oo

Obecné zobrazeni spliiujici (11) pii pr+ zvoleném v (9) je

(b—c)(w—a)
(c—a)(b—w)’

-1

(pab (w) = 111 (12)

kde a < ¢ < b a kde pfipadné ¢ = ¢(a, b) za podminky liH% c(a,b) = 1. Jezto
b— oo
vSak y b
Lot w) =L Y (w) = ——2— &
dw ((pab ('lU)) ('LU) (w _ a)(b . 'LU) )

nezavisi L na c a libovolnd z transformaci (12) definuje tutéz geometrickou
funkci rozdéleni ve tvaru

q(w) = [(w = a)(b— w)s(w) + 2w — (b + a)]/(b - a). (13)
Pro T = (0,1) se (13) redukuje na
g(w) = w(l —w)s(w) + 2w — 1. (14)

Zobrazeni ¢yt (w) = In(w/(1 — w)) je logit transformace.

Poznamenejme, Ze za uvazovanych piedpokladu je vztah mezi hustotou
a geometrickou funkei vzajemné jednoznacny.

3. GEOMETRICKE MOMENTY.

3.1. Hold rozdélent.

Definice. Momentum geometrické funkce g rozdéleni p,
M = [ ¢t pu)da (15)
T

budeme tikat geometrické momenty.

Véta 4. Geometrické momenty rozdéleni na 7' # R jsou shodné s geome-
trickymi momenty vzoru.

Diikaz. Podle (6) a (5)

/ " o (w)p(u)du = / " k(o (wpre™ (W)L (u)du = /R * (2)pr()d.

Cc1 C1



Je zndmo, 7ze obvyklé (EBuklidovské) momenty my = E,z* rozdélen{ s téz-
kymi chvosty ¢asto neexistuji (z rozdéleni dale zminiovanych je to Cauchyovo,
extrémni hodnoty 11, log-logistické a log-Cauchyovo, viz ptiklad 1). Naproti
tomu v8echny geometrické momenty za rozumnych pfedpokladi existuji.
To je evidentni pravé v piipadech rozdéleni s tézkymi chvosty, kterd maji
omezenou geometrickou funkci. Tvrzeni pro rozdéleni s neomezenou ¢ staci
na zakladé Véty 4 vyslovit pro piipad T = R.

Veéta 5. Bud s skérova funkce rozdéleni pr. Bud |s(z)| > |z]|*, « > 0 pro
|z| > 1. Necht existuje takové x1, Ze pro |z| > x1 plati s?(x) > k s'(z) . Pak
integrdl My = E,,s* konverguje.

Diikaz. Ziejme plati Q(z) = [ s(x)dz > x/(a + 1). Podle (2) je

g () = s*(x)pr(z) = cs* (x)e ),

Staci uvazovat faoo gr(xz)dz. Pro z > x; je g, klesajici, nebot
gi () = ce Q@ L () ks (@) — 5% (2)] < 0.

Ziejmé tedy lze nalézt bod x5 > 0, pro né&jz gr(z2) < k*. Zvolme
a = max(1l,z1,22). Protoze pak

1 d _. k d _.
_ — (2 —%Qx) < _ 2 o—wQ@)
ckk Ik (@) ( dz > =@ ’

integral [ gi(z)dz < —ckFe #R|® < co. 0

Podminka Véty 5 je pro hladkd rozdéleni typu |s(z)] > |z|*,a > 0
splnéna.

M; = 0 podle Véty 2. Hodnota u* : ¢(u*) = 0 je tak, vedle stiedn{

souboru U = (uy, ..., u,) odhadovat jako u* : n= Y g(u;|u*) = 0. Konkrétné,
proT = Rjez* =n=1> s(u;), pro T = (0,00) je

P nt Z q(zi]z*) =n"t Z s(ln(z;/2%)) =0
aproT =(0,1)
(1 —w*)
- = 2 =w))
w Y s (n(l_wi)w*
s je skérova funkce vzoru. V piipadé lognormaélnitho rozdéleni je z* obvykly

malné vérohodnym odhadem zobecnéného parametru polohy.



Piekvapive, u* : ¢(u*) = 0 je zdroven bodem, v némz je relativni in-
formace o rozdéleni p minimdlni (ackoli pro T' # R neni p(u*) maximem
p(u)). Podle (5) je totiz p(u) podilem dvou ¢lentu, z nichz jakobidn zo-
brazeni ¢ je spoletny vsem rozdélenim na T" a nenese tudiz ziddnou informaci
o p. Nejméné informativnim bodem rozdeéleni je tedy bod, v némz je clen
pr(¢~" (u)) maximalni. Podle (5) a (7)

d

—pnlp (w)

d

T du

(L(w)p(w)) = —q(u)p(w),

takze to je prave bod u* : g(u*) = 0. Funkce ¢*> mé tedy minimum v bodé
s minimdlni informaci, je nezdpornd a jeji stfedni hodnota ma vyznam in-
formace. ¢?(u) je tedy asi mozno interpretovat jako funkci popisujici re-
lativn{ informaci obsaZenou v pozorovani u € T. My = E,q* lze pak zfejmé
povazovat za stfedni informaci spojitého rozdéleni.

V piipadé diskretniho rozdéleni p = {p;} je neurcitost ndhodného expe-
rimentu vyjadiena Shannonovu entropii H, = > —Inp; - p;. Jeji obdobu pro
absolutné spojitd rozdélent, diferencidlni entropii hs = [ —Inp(u) p(u) du,
podobné interpretovat nelze, protoze muze byt zapornd. Z tabulky piikla-
du 2 je patrné, ze rozdeélen{ s tézkymi konci (jisté vice neurcitd nez ostrd
rozdéleni) maji mensi hodnoty M> nez ostrd rozdéleni. Domnivam se, ze
prevracend hodnota stiedni informace rozdéleni

hp = M; ", (16)
které v prikladeé 4 ifikam Fisherova entropie, by mohla byt chdpéna jako mira
neurcitosti spojitych rozdéleni.

Rekneme, 7e rozdéleni na T' je @-symetrické, je-li jeho vzor symetrické
rozdéleni. Pro ¢-symetrické rozdéleni plati M3 = 0. Na T = (0,00) je p-
symetrické rozdéleni dano vztahem

p(1/2) = 2 'pr(—z) = 2 'pr(z) = 2 ?p(2).
Konecné, moment My mé piiblizné opacny smysl nez my.
3.2. Parametrickd rozdélent.

Geometrickymi momenty rozdéleni p(u|@) jsou v parametrickém piipadé
integraly

M46) = [ d(ulB)p(ul6) du. (a7
T
Ptekvapivym vysledkem vypoctu geometrickych momentu pro ruznd rozdéle-

ni je fakt, ze vysledné vzorce obsahuji pouze parametry, a ne ruzné neele-
mentarni funkce parametru, jak tomu casto byva v pripadé Euklidovskych



momentui. Nejen z duvodu, ze existuji, se tedy geometrické momenty zdaji
byt ptrirozenéjsimi numerickymi charakteristikami rozdéleni nez Euklidovské
momenty (viz ptiklad 5).

Empirickych geometrickych momentt lze pouzit pro odhady parametri
rozdéleni na zdkladé ndhodného vybéru U z rozdéleni p(u|f) € II7. Odhady
0 urcené z rovnic

~

fc n> " qF (uilbe) = My(bc), k=1,..,m
i=1

budeme nazyvat G-odhady. D& se otekdvat a je mozna dokdzano (Fabidn
1996), ze pii existenci kone¢nych ;i (0) = Eg[0(gr (u|f) — My (8))/0¢;] a plat-
nosti podminky

Det(rjx (0))1" # 0 (18)

pro kazdé 6 € O jsou G-odhady silné konzistentni a asymptoticky normaélni.
V citované praci byla studovana asymptotickd vydatnost G-odhadu. Ukéazalo
se, ze zavisi na charakteru geometrické funkce rozdéleni. Pro ¢ ~ p(z?),

a > 1 jsou vydatnosti G-odhadu nizsi nez vydatnosti Euklidovych momen-
tovych (EM) odhadi. Ozna¢me N neomezenou a O omezenou geometrickou
funkci. Pro typy O-N (zleva O, zprava N) a N-O je zpravidla asymptotickd
relativni vydatnost (ARV) odhadu zobecnéného parametru polohy pomérné
blizkd k jedné, ARV ostatnich parametru je nizkd. Rozdéleni typu O — O
vykazuji ARV G-odhadi hodnoty blizké k jedné. G-odhady jsou v tomto
pripadé jednodussi alternativou maximalné vérohodnych (ML) odhada. ML
i G-odhady jsou pro tato rozdéleni robustni vzhledem k parametru polohy;
G-odhady jsou vsak robustni i vzhledem k parametru meéfitka a je docela
mozné, ze jim pro tuto tiidu rozdéleni lze pred odhady typu ML dat prednost
(piiklad 7). Poznamenejme, Ze tento zaveér neplati pro rozdéleni s redescentn{
geometrickou funkci: pro Cauchyovo rozdéleni neni splnéna podminka (18).

4. NEKOLIK PRIKLADU.

Priklad 1. Zobecnéné skérové funkce nékterych holych rozdéleni jsou
uvedeny v tabulkdch 1-3 pro T' = R, (0,00) a (0, 1).



TABULKA 1.

Skorové funkce

a hustoty nekterych rozdéeleni na R

typ s(x) pr(x) rozdélen{

N-N sinh z ﬁ(l)e*ms"h v

N-N x \/% e=e’/2 normaln{

O-N e’ —1 ete ¢ dvojité exponencialni
N-O 1—e® e"%e™¢ extremni hodnoty I
0-0 tgh(z/2) m logistické

0-0 2z/(1 + 2?) L1+t Cauchyho

kde Ky je Besselova funkce III. druhu.

TABULKA 2.
Geometrické funkce a hustoty rozdéleni na (0,00) se vzory v Tab. 1

typ q(2) p(z) rozdeélen{
“1t1/-
N-N 1z —1/2) 2K01(1) —e 21( 21/ ) Waldovo
N-N ln 2z \/% 26*51“ z lognormalni
O-N z—1 e * exponencidlni
N-O 1-1/z z2e"1/% extr. hodn. IT
0-0 (z=1)/(z+1) 1/(z+1)? log-logistické
0-0 21n z/(1+1n’z) = (1+In%z)! log-Cauchyho
TABULKA 3.

Geometrické funkce a hustoty rozdéleni na (0,1) se vzory v Tab 1.

typ q(w) p(w)
2w—1 _wi_wil/2
N-N %fu(l—w)) SR W= © “’2(1_“”
—=In
N-N ln% \/ﬁwl(lfw)e PR
O-N S (171111)26 o
N-O 2ww—1 #e—l—T‘"
0-0 2w —1 1
w 2 w 2 w N




V tabulce 3 je druhé z rozdéleni typu N-N Johnsonovo Ug rozdéleni (Patil
1984) a prvni z O-O rozdélen{ rovnomeérné. Ostatni nejsou myslim zndma.
Z tabulek je patrné, ze popis rozdéleni pomoci geometrické funkce je vétsinou
jednodussi nez popis pomoci hustoty.

Priklad 2. Geometrické momenty rozdéleni z tabulek 1-3 jsou uvedeny
v tabulce 4.

TABULKA 4.
typ M, Ms3 M,y
N-N 1.430 0 11.578
N-N 1 0 3
O-N 1 2 9
N-O 1 -2 9
0-0 1/3 0 1/5
0-0 1/2 0 3/8

Priklad 3. Rozdéleni extrémni hodnoty II (Tab.1l). Stfedni hodnota
rozdéleni neexistuje, hodnota medidnu je 0.693 a médu 0.5. Z rovnice

Priklad 4. Rovnomérné rozdéleni na T' = [0,b]. Diferencialni entropie
rozdélen{ je hs(b) = logb a jeji hodnota a dokonce znaménko zavis{ na zvo-
lené délkové jednotce. Geometrickd funkce rozdéleni je g(w|b) = 2w/b —1
a My(b) = b3 fob(2w —b)? dw = 1/3. Fisherova entropie (16) rozdéleni je
hp = 3 nezdvisle na délce intervalu.

Rovnomérné rozdéleni je rozdélenim s maximalni diferencidlni entropii na
intervalu; diferencidlni entropie libovolného jiného rozdéleni na T' = (0,1) je
tedy zaporna. Uvazujme rozdéleni beta s hustotou

1
p(wla, f) = =——w* (1 —w)?~ w € [0,1],a,8 >0,
B(a, B)
kde B je beta funkce. Toto rozdéleni nemé transformovany parametr polohy,
takze piislusnd geometrickd funkce g(w|a, 8) = (o + B)w — a neni umérnd
zaddnému z vérohodnostnich skéru. Plati

af

Ms(a, B) = ﬁ /0 [(a+ B)w — aPw* (1 —w)?~! dw = o

Hodnoty Fisherovy entropie rozdéleni beta zachycuje nasledujici tabulka.
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Fisherova entropie je ovSem kladnd, z tabulky je v8ak patrné, ze rovnomérné
rozdélen{ neni rozdélenim s maximdlni neurcitost{, méreno pomoci (16). To
ale muze byt rozumny vysledek. Vztah hp > 3 plati pro malé hodnoty
parametri, kdy je hustota rozdéleni beta antimodalni. Vysledek pozorovani
je tedy ve Fisherové smyslu vice neurcity, kdyz je ocekdvan v jedné ze
dvou témeér oddélenych oblasti, nez kdyz je ocekdvan se stejnou relativni
pravdépodobnosti na celém intervalu.

Priklad 5. Méjme model

Pg,oo = {(ano)ag(o,m)ap(zhj:ﬂ:)\) : V:ﬂaA € (0,00)}

kde

A B
P(elw, B, ) = fr?» (Z)" e, (19)

Rodina (19) vznikla zavedenim moznych parametri do geometrické funkce
q(z) = z — 1 exponenciilniho rozdéleni, s vysledkem

q(Z|I/,ﬂ,)\) = )\ﬂ[(z/y)ﬁ - 1]7

ktery byl pouzit pfi integraci rovnice (10). Cleny rodiny (19) jsou napi.
rozdéleni Weibullovo, Maxwellovo, gamma, Erlangovo ¢i chi-kvadrat. Pii
vypoctu obou typu momentu se pouZzije integral

/ 22 temr gy = l7“7’)‘/’3F(oz/ﬂ).
0 B

Oznagime-li u = z/v, plati

VEMB % et o, Vs T+ E/B)
F(/\)/o ukt e du—(/\l/ﬁ) Ty

mp =

_ )\k—i—)\ﬂk—i-l 00 I
My, = W/o (u? — 1)k te=2" dy

S (R TL(k = )8+ A8)/B)]
=8N ()"

V piipadé geometrickych momentt se v argumentu gamma funkce zkrati g,
takze vysledek je neuvétitelné jednoduchy:

M, =0, M,=X3%  Ms;=2)\3> M;y=3\)+2)3%



Obecné, geometrické momenty nezdvisi na transformovaném parametru
polohy. Podle Véty 3 je Fisherova informace o parametru v rovna
I,(v) = M, /v?. Pro zajimavost, diferencidlni entropie rozdéleni (19) je ddna
vyrazem

hs(v,B,\) = —log S —Alog A+1logT'(A\) +log v+ (A —1/8)(log A — (A)) + A.

Poznamenejme jesté, ze rozdéleni p—symetrické k (19) podle osy z = 1
(jeho vzor je symetricky podle osy x = 0 se vzorem (19)), md geometrické
momenty My, = (—1)*Mj,. Jeho Euklidovské momenty jsou ddny vzorcem

r LA —k/B)

e = (vAY/P) ey

a existuji jen pro k < BA.

Priklad 6. Méjme specialni piipad Lomaxova rozdéleni s hustotou a geo-
metrickou funkci

A Az —1
pr(z|A) = ma qr(z|A) = -+ 1
a Gumbelovo zobecnéni logistického rozdéleni
1 21 z—1
pa(zlh) = BOLA) (1 +2)22 16z A) = A7
Rovnice pro EM, ML a G-odhady jsou
Lomax Gumbel
EM: 1% =1/0p-1) LS zi=As/(Ap —1)
ML: LY log(l+z)=1/Ar %Y log i =2[h(Ar) — ¥(2AL)]
G: ATl =0 LEER? = 1@ + 1)

kde v = I'"/T. EM plati pro A > 1. V piipadé Gumbelova rozdéleni bylo
nutno pouzit 2. geometricky moment. Odvozené vzorce pro asymptotické
rozptyly odhadu jsou

Lomax Gumbel
~ _ 2 _ 2 _
Var As )\(i\_;) AN 1}\)_(22>\ 1)
Var A, X2 2('(\) — 2¢'(2X))
N A(A+1)2 A(2A+1)2
Var Aa (>\+2) (2>\+3)

a plati v pripadé EM odhadu pro A > 2. V nasledujici tabulce jsou uvedeny
asymptotické relativni vydatnosti e5, = (VarAg/VarAr)'/? odhadi typu
EM a e = (VarAa/VarAy)'/? G-odhadi, které jsou blizké jedné.



TABULKA 5.

Lomax Gumbel
)\ 65\13 e;\G 65\13 65\G
1 - 0.750 - 0.782
2 - 0.889 - 0.906
3 0.8 0.938 0.258 0.948

Priklad 7. Bylo generovano 30 ndhodnych vybéru o délce 200 vzorku
z logistického rozdeéleni 1(0, 1), kde

z—p
e -

(7 + 1)

Up,0) = p(z|p,0) =

a z kontaminovaného rozdéleni I.. = (1 — €)I(0,1) + €l(0, ¢).

Oznatme y = (x — p)/o. Skérova funkce rozdéleni I(p, o) je
s(z|lp,0) = o71(e — 1)/(e¥ + 1). Rovnice pro vypocet ML a G-odhadu
parametru jsou

ML G
>.5(¥ri) =0 > s8(Jci) =0
2 (Gris(r) —1/61) =0 3(s*(Jai) — 1/36%) =0,
kde gr; = (z; — ﬂL)/?L) a podobné pro G. Stfedni hodnoty odhadnutych

parametri 6 = Z?il 6;/30 uvddime v nésledujici tabulce.
TABULKA 6.
€ c Ay, e oL oG
0 0.0846 0.0849 1.0111 1.0160

0.05 ) 0.0538 0.0558 1.2318 1.0930
0.05 10 0.0632 0.0802 1.5402 1.1234

Z tabulky je patrné ze, na rozdil od ML odhadu, je G-odhad parametru
o malo ovlivnén odlehlymi hodnotami v generovanych datech.

PODEKOVANT.
Dékuji vsem, kteri jste docetli az sem, zejména pak tém z vés, ktefi mi

sdéli svuj nazor a zvlasté tém, ktefi pii tom dodrzi zdsadu fandi, ale zustan
clovékem.
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