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Abstract: Geometric moments are de�ned as expectations of the k-th

power of a newly introduced "geometric function" of distribution. They are

alternative numerical characteristics of distributions which generally exist

and are expressed by means of simple formulas. Parametric estimates based

on empirical geometric moments are discussed.

Rez�me: Vvedena \geometriqeska�" funkci� raspredeleni�.

Matematiqeskie o�idani� ee k-to� stepeni my nazyvaem geomet-

riqeskimi momentami. Pokazano, qto oni suwestvu�t i dany

prostymi formulami. Vvedeny i diskutirovany ocenki osnovan-

nye na geometriqeskih momentah.

I. �Uvod.

Bud' T � R otev�ren�y interval v re�aln�e p�r��mce a BT jeho borelovsk�a �-

algebra. Bud' �T mno�zina v�sech absolutn�e spojit�ych rozd�elen�� PT na BT
s hustotami p, kter�e pro jednoduchost p�redpokl�ad�ame na T spojit�e diferen-

covateln�e. Budu nepo�r�adn�e �r��kat "rozd�elen�� p 2 �T " nebo i "rozd�elen�� p"

m��sto "rozd�elen�� PT 2 �T s hustotou p". Bud' � � Rm konvexn�� mno�zina.

Budeme uva�zovat obvykl�y parametrick�y model n�ahodn�eho experimentu

P
�
T = fT;BT ; p(uj�) : � 2 �g;

regul�arn�� v Cramer-Raov�e smyslu. Funkce � pro pevn�e u 2 T ,

sj(uj�) =
@ log p(uj�)

@�j
; j = 1; :::;m; (1)

naz�yv�ame v�erohodnostn��mi sk�ory parametru �j .

V modelu P
�
R = fR;BR; p(x��) : � 2 Rg je v�erohodnostn�� sk�or parame-

tru polohy � v bod�e � = 0 toto�zn�y pro pevn�e x s hodnotou sk�orov�e funkce

s(x) = �
p0(x)

p(x)
: (2)

Podobn�e Fisherova informace o parametru �, Eps
2
1, je v bod�e � = 0 toto�zn�a

s Fisherovou informac�� rozd�elen��, de�novanou nap�r. v (Cover, Thomas 1991)

jako�zto

Ip = Eps
2 =

Z
R

s2(x)p(x)dx: (3)
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(2) a (3) charakterizuj�� rozd�elen�� v po�c�atku parametrick�eho prostoru a je

mo�zno je pova�zovat za jist�e prototypy v�erohodnostn��ch sk�or�u parametr�u

(sou�radnicov�ych funkc�� statistick�e variety P�
T ) a Fisherovy informa�cn�� matice

Ip(�) = (Epsjsk)
m
1 (metrick�eho tenzoru variety). Proto�ze plat��R

R
s0(x)p(x)dx = Ip, je funkce s(x)=Ip toto�zn�a s vlivovou (in
uen�cn��) funkc��

maxim�aln�e v�erohodn�eho estim�atoru parametru � v bod�e � = 0. Funkce

s2(x) je nez�aporn�a, je rovna nule v bod�e x = 0 s minim�aln�� informac�� (kde

p0(0) = 0) a jej�� st�redn�� hodnota m�a v�yznam informace. Lze ji tedy patrn�e

interpretovat jako relativn�� informaci p�ri�razenou bodu x 2 R rozd�elen��m p .

Sk�orov�a funkce je vlastn�e jak�ymsi z�arodkem nejd�ule�zit�ej�s��ch funkc�� a ve-

li�cin studovan�ych v teorii odhadu. Zd�alo by se tedy celkem p�rirozen�e p�ri�radit

v�yb�erov�emu prostoru T = R geometrii ve smyslu pseudometriky

d(x1; x2) = js(x2)� s(x1)j: (4)

Bud' X = (x1; :::; xn) n�ahodn�y v�yb�er z rozd�elen�� p. Pi�sme (zde i v dal�s��m

textu)
P

m��sto
Pn

i=1. Pseudometrika (4) "doporu�cuje" hledat "v�yb�erov�e

t�e�zi�st�e" souboru X jako�zto x� : n�1
P
s(xi � x�) = 0; de�novat v�yb�erovou

informaci obsa�zenou v X jako �Ip = n�1
P
s2(xi � x�) nebo v�yb�erovou

vz�ajemnou informaci X a Y jako ��XY = n�1
P
sx(xi � x�)sy(yi � y�):

Charakteristiky datov�ych soubor�u, v nich�z nam��sto "syrov�ych" dat xi vy-

stupuj�� (t�reba i latentn��) hodnoty sk�orov�e funkce, s(xi) nebo s(xij�), nazveme

geometrick�e charakteristiky n�ahodn�ych v�yb�er�u.

Je z�rejm�e, �ze geometrick�e charakteristiky zohled�nuj�� charakter rozd�elen��.

Je-li nap�r. p � e�jxj (rozd�elen�� s t�e�zk�ymi chvosty), je pro jxj ! 1

jsj = O(1), tak�ze geometrick�e charakteristiky jsou robustn��. Pro rozd�elen��

s malou pravd�epodobnost�� v�yskytu odlehl�ych hodnot (ostr�e rozd�elen��), na

p�r. p � e�x
2

, je pro jxj ! 1 s(x) = O(x) a geometrick�e charakteri-

stiky jsou k p�r��padn�ym odlehl�ym hodnot�am citliv�e. To je pr�av�e p�r��pad

norm�aln��ho rozd�elen��, pro n�e�z s(x) = x a geometrick�e charakteristiky se

shoduj�� s tradi�cn��mi element�arn��mi statistick�ymi charakteristikami (v�yb�erov�a

informace je zde rovna rozptylu). Vid�eno z opa�cn�eho konce, tradi�cn�� chara-

kteristiky n�ahodn�ych v�yb�er�u jsou �sit�e na m��ru v�yb�eru z norm�aln��ho rozd�elen��,

nep�rihl���zej�� k povaze rozd�elen�� skute�cn�eho �ci p�redpokl�adan�eho a proto �casto

ned�avaj�� pou�ziteln�e v�ysledky a je nutno u�z��vat r�uzn�ych um�el�ych postup�u

(s v�yjimkami jako metoda maxim�aln�� v�erohodnosti).

D�uvod, pro�c se ve statistice geometrick�e charakteristiky dat explicitn�e

nepou�z��vaj�� je samoz�rejm�e p�adn�y: v�se co bylo �re�ceno o modelu P
�
R skute�cn�e

funguje jen v p�r��pad�e rozd�elen�� s kladnou pravd�epodobnostn�� m��rou na cel�e

re�aln�e p�r��mce. Je-li T 6= R, nejsou hodnoty s(x) v �z�adn�em bod�e � 2 � shodn�e

s hodnotami jak�ehokoli v�erohodnostn��ho sk�oru, (3) nemus�� b�yt (a nen��) in-

formac�� a geometrick�e charakteristiky d�avaj�� nesmysln�e hodnoty.

Tento probl�em je snad vy�re�sen v n�asleduj��c�� kapitole, kde je de�nov�ana
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funkce, kterou je t�reba pro konstrukci geometrick�ych charakteristik pou�z��t.

Naz�yv�ame ji geometrickou funkc�� rozd�elen��. V p�r��pad�e T = R je to sk�orov�a

funkce, p�r��pad�e T 6= R je to funkce, kter�a m�a vlastnosti obdobn�e vlast-

nostem sk�orov�e funkce na T = R. Uvid��me, �ze to je funkce pro v�et�sinu

parametrick�ych rozd�elen�� vlastn�e zn�am�a a prakticky pou�z��van�a. Jej�� ana-

lytick�e vyj�ad�ren�� pro hol�e rozd�elen�� bez parametr�u v�sak doned�avna (Fabi�an

1994) zn�amo nebylo, snad pro svou koncep�cn�� nezvyklost (je z�avisl�e na T ).

Vhodn�ej�s�� n�azev geometrick�e funkce by asi byl vlivov�a funkce rozd�elen��,

term��n je v�sak ji�z obsazen.

2. Geometrick�a funkce rozd�elen��.

Mno�zinu �T v�sech p�r��pustn�ych rozd�elen�� na T budeme pova�zovat za obraz

mno�ziny �R zprost�redkovan�y n�ejak�ym zobrazen��m ' : R! T , monot�onn��m

a dostate�cn�e hladk�ym. Ka�zd�e rozd�elen�� p 2 �T m�a tak v �R sv�uj vzor, kter�y

ozna�c��me pR. Pro p�r��slu�sn�e distribu�cn�� funkce plat�� F (u) = FR('
�1(u)) a pro

odpov��daj��c�� hustoty, polo�z��me-li x = '�1(u), plat��

p(u) =
dF (u)

du
=
dFR(x)

dx

dx

du
=
pR(x)

L(u)
; (5)

kde L(u) = '0('�1(u)) je jakobi�an transformace ' : R! T .

De�nice. Bud' ' : R ! T vhodn�e zobrazen��, bud' rozd�elen�� p 2 �T

a s sk�orov�a funkce jeho vzoru pR 2 �R. Geometrickou funkci rozd�elen�� p

de�nujeme jako obraz sk�orov�e funkce vzoru p�ri zobrazen�� ', t.j. vztahem

q(u) = s('�1(u)): (6)

Vyj�ad�ren�� q pomoc�� p a ' pod�av�a

V�eta 1.

q(u) =
1

p(u)

d

du
(�L(u)p(u)): (7)

D�ukaz. Podle (2) a (5) je

q(u) = �
1

pR(x)

d

dx
(pR(x)) = �

1

L(u)p(u)

d

du
(L(u)p(u)) � L(u):

2

V�eta 2. Epq = 0.

D�ukaz. Ozna�cme c1 = inffu : u 2 Tg, c2 = supfu : u 2 Tg. Podle (7)

a (5),

Epq =

Z c2

c1

q(u)p(u) du = �L(u)p(u)jc2c1 = pR(x)j
1
�1 = 0:
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Geometrickou funkci parametrick�eho rozd�elen�� de�nujeme jako

q(uj�) =
1

p(uj�)

d

du
(�L(u)p(uj�)): (8)

Lze snadno uk�azat, �ze pro (8) plat�� vztah (6) (s parametrickou sk�orovou

funkc�� s(xj�) = �p�1T (xj�)@pT (xj�)=@x) a V�eta 2.

Pro � 2 � � Rm m�ame ted' nam��sto m v�erohodnostn��ch sk�or�u jedinou

funkci charakterizuj��c�� pom�ery ve v�yb�erov�em prostoru za vl�ady rozd�elen�� p.

To m�u�ze b�yt v�yhoda p�ri studiu vzd�alenosti v T v bod�e p(�j�) variety P �
T ,

kterou lze de�novat obdobn�e jako v (4), t.j. vztahem

d(x1; x2j�) = js(x2j�) � s(x1j�)j (porovnejte s obludnou konstrukc�� vzd�a-

lenosti pomoc�� v�erohodnostn��ch sk�or�u v (Oller 1989)), ale je to nev�yhoda p�ri

konstrukci odhad�u pro m > 1. Uvid��me, �ze tato nev�yhoda m�u�ze b�yt n�ekdy

vyv�a�zena u�zit��m line�arn�e nez�avisl�ych funkc�� qk(uj�); k = 1; :::;m:

Zavedeme transformovan�y parametr polohy vztahem � = '(�). Pak plat��

V�eta 3.

q(uj�) = L(�)s1(uj�)

where s1 is given by (1). D�ukaz. Polo�zme r = x� �. Plat��

s1(uj�) =
1

p(uj�)

dp(uj�)

d�
=

L(u)

pR(r)

d(L�1(u)pR(r))

d(r)

d(x� '�1(�))

d�

=
p0R(r)

pR(r)

�1

'0(�)
= s(x� �)L�1(�) = L�1(�)q(uj�)

podle (5) a v�ety o derivaci inverzn�� funkce. 2

Podle V�ety 3 je tedy geometrick�a funkce rozd�elen�� pro v�et�sinu parame-

trick�ych rozd�elen�� v�erohodnostn��m sk�orem nejzaj��mav�ej�s��ho parametru. Uv�a-

�z��me-li i V�etu 2, m�a q na T vlastnosti obdobn�e vlastnostem s na R. Pro

r�uzn�a ' : R ! T dost�av�ame ov�sem r�uzn�a q, li�s��c�� se jakobi�anem zobrazen��.

Sortiment ' v�sak nen�� moc �sirok�y. Pro 'R : R! R je vhodn�e zvolit identick�e

zobrazen�� (geometrick�a funkce parametrick�eho rozd�elen�� je pak parametrick�a

sk�orov�a funkce). Pro 'R+ : R! (0;1) je tak�e asi jedin�a rozumn�a volba,

z = 'R+(x) = ex; (9)

kter�e lognorm�aln��mu rozd�elen�� p�ri�razuje jako vzor rozd�elen�� norm�aln�� a log-

Cauchyovu rozd�elen�� Cauchyovo. Pak je '�1(z) = ln z; L(z) = z a geome-

trick�a funkce rozd�elen�� je d�ana vztahem

q(z) = zs(z)� 1; (10)
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kde s = �p0=p. Zvol��me-li ov�sem pevn�e 'R+ , je geometrick�a funkce rozd�elen��

na (a; b) u�z jednozna�cn�e ur�cena. Pro zobrazen�� 'ab : R ! (a; b) by m�elo

toti�z platit

lim
a!0
b!1

'�1ab (w) = '�1
R+(z): (11)

Obecn�e zobrazen�� spl�nuj��c�� (11) p�ri 'R+ zvolen�em v (9) je

'�1ab (w) = ln
(b� c)(w � a)

(c� a)(b� w)
; (12)

kde a < c < b a kde p�r��padn�e c = c(a; b) za podm��nky lim
a!0
b!1

c(a; b) = 1. Je�zto

v�sak
d

dw
('�1ab (w)) = L�1(w) =

b� a

(w � a)(b� w)
;

nez�avis�� L na c a libovoln�a z transformac�� (12) de�nuje tut�e�z geometrickou

funkci rozd�elen�� ve tvaru

q(w) = [(w � a)(b� w)s(w) + 2w � (b+ a)]=(b� a): (13)

Pro T = (0; 1) se (13) redukuje na

q(w) = w(1� w)s(w) + 2w � 1: (14)

Zobrazen�� '�101 (w) = ln(w=(1� w)) je logit transformace.

Poznamenejme, �ze za uva�zovan�ych p�redpoklad�u je vztah mezi hustotou

a geometrickou funkc�� vz�ajemn�e jednozna�cn�y.

3. Geometrick�e momenty.

3.1. Hol�a rozd�elen��.

De�nice. Moment�um geometrick�e funkce q rozd�elen�� p,

Mk =

Z
T

qk(u)p(u)du; (15)

budeme �r��kat geometrick�e momenty.

V�eta 4. Geometrick�e momenty rozd�elen�� na T 6= R jsou shodn�e s geome-

trick�ymi momenty vzoru.

D�ukaz. Podle (6) a (5)

Z c2

c1

qk(u)p(u)du =

Z c2

c1

sk('�1(u)pR('
�1(u))L�1(u)du =

Z
R

sk(x)pR(x)dx:
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Je zn�amo, �ze obvykl�e (Euklidovsk�e) momenty mk = Epx
k rozd�elen�� s t�e�z-

k�ymi chvosty �casto neexistuj�� (z rozd�elen�� d�ale zmi�novan�ych je to Cauchyovo,

extr�emn�� hodnoty II, log-logistick�e a log-Cauchyovo, viz p�r��klad 1). Naproti

tomu v�sechny geometrick�e momenty za rozumn�ych p�redpoklad�u existuj��.

To je evidentn�� pr�av�e v p�r��padech rozd�elen�� s t�e�zk�ymi chvosty, kter�a maj��

omezenou geometrickou funkci. Tvrzen�� pro rozd�elen�� s neomezenou q sta�c��

na z�aklad�e V�ety 4 vyslovit pro p�r��pad T = R.

V�eta 5. Bud' s sk�orov�a funkce rozd�elen�� pR. Bud' js(x)j > jxj�; � > 0 pro

jxj > 1. Necht' existuje takov�e x1, �ze pro jxj > x1 plat�� s
2(x) > k s0(x) . Pak

integr�al Mk = EpRs
k konverguje.

D�ukaz. Z�rejm�e plat�� Q(x) =
R
s(x)dx > x=(�+ 1): Podle (2) je

gk(x) = sk(x)pR(x) = csk(x)e�Q(x):

Sta�c�� uva�zovat
R1
a
gk(x)dx. Pro x > x1 je gn klesaj��c��, nebot'

g0k(x) = ce�Q(x)sk�1(x)[ks0(x)� s2(x)] < 0:

Z�rejm�e tedy lze nal�ezt bod x2 > 0, pro n�ej�z gk(x2) � kk. Zvolme

a = max(1; x1; x2). Proto�ze pak

1

ckk
gk(x) =

�
�
d

dx
e�

1
k
Q(x)

�k
� �

d

dx
e�

1
k
Q(x);

integr�al
R1
a

gk(x)dx � �ckke�
1
k
Q(x)j1a <1. 2

Podm��nka V�ety 5 je pro hladk�a rozd�elen�� typu js(x)j > jxj�; � > 0

spln�ena.

M1 = 0 podle V�ety 2. Hodnota u� : q(u�) = 0 je tak, vedle st�redn��

hodnoty, medi�anu a m�odu, alternativn��m "t�e�zi�st�em" rozd�elen�� vzhledem ke

geometrii generovan�e rozd�elen��m. Lze tedy "geometrick�e v�yb�erov�e t�e�zi�st�e"

souboru U = (u1; :::; un) odhadovat jako u
� : n�1

P
q(uiju

�) = 0:Konkr�etn�e,

pro T = R je x� = n�1
P
s(ui); pro T = (0;1) je

z� : n�1
X

q(zijz
�) = n�1

X
s(ln(zi=z

�)) = 0

a pro T = (0; 1)

w� : n�1
X

s

�
ln
wi(1� w�)

(1� wi)w�

�
= 0:

s je sk�orov�a funkce vzoru. V p�r��pad�e lognorm�aln��ho rozd�elen�� je z� obvykl�y
geometrick�y pr�um�er. Podle V�ety 3 je "geometrick�e t�e�zi�st�e" toto�zn�e s maxi-

m�aln�e v�erohodn�ym odhadem zobecn�en�eho parametru polohy.
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P�rekvapiv�e, u� : q(u�) = 0 je z�arove�n bodem, v n�em�z je relativn�� in-

formace o rozd�elen�� p minim�aln�� (a�ckoli pro T 6= R nen�� p(u�) maximem

p(u)). Podle (5) je toti�z p(u) pod��lem dvou �clen�u, z nich�z jakobi�an zo-

brazen�� ' je spole�cn�y v�sem rozd�elen��m na T a nenese tud���z �z�adnou informaci

o p. Nejm�en�e informativn��m bodem rozd�elen�� je tedy bod, v n�em�z je �clen

pR('
�1(u)) maxim�aln��. Podle (5) a (7)

d

du
pR('

�1(u)) =
d

du
(L(u)p(u)) = �q(u)p(u);

tak�ze to je pr�av�e bod u� : q(u�) = 0. Funkce q2 m�a tedy minimum v bod�e

s minim�aln�� informac��, je nez�aporn�a a jej�� st�redn�� hodnota m�a v�yznam in-

formace. q2(u) je tedy asi mo�zno interpretovat jako funkci popisuj��c�� re-

lativn�� informaci obsa�zenou v pozorov�an�� u 2 T . M2 = Epq
2 lze pak z�rejm�e

pova�zovat za st�redn�� informaci spojit�eho rozd�elen��.

V p�r��pad�e diskretn��ho rozd�elen�� p = fpig je neur�citost n�ahodn�eho expe-

rimentu vyj�ad�rena Shannonovu entropii Hp =
P
� ln pi � pi: Jej�� obdobu pro

absolutn�e spojit�a rozd�elen��, diferenci�aln�� entropii hS =
R
T
� ln p(u) p(u) du;

podobn�e interpretovat nelze, proto�ze m�u�ze b�yt z�aporn�a. Z tabulky p�r��kla-

du 2 je patrn�e, �ze rozd�elen�� s t�e�zk�ymi konci (jist�e v��ce neur�cit�a ne�z ostr�a

rozd�elen��) maj�� men�s�� hodnoty M2 ne�z ostr�a rozd�elen��. Domn��v�am se, �ze

p�revr�acen�a hodnota st�redn�� informace rozd�elen��

hF =M�1
2 ; (16)

kter�e v p�r��klad�e 4 �r��k�am Fisherova entropie, by mohla b�yt ch�ap�ana jako m��ra

neur�citosti spojit�ych rozd�elen��.

�Rekneme, �ze rozd�elen�� na T je '-symetrick�e, je-li jeho vzor symetrick�e

rozd�elen��. Pro '-symetrick�e rozd�elen�� plat�� M3 = 0: Na T = (0;1) je '-

symetrick�e rozd�elen�� d�ano vztahem

p(1=z) = z�1pR(�x) = z�1pR(x) = z�2p(z):

Kone�cn�e, moment M4 m�a p�ribli�zn�e opa�cn�y smysl ne�z m4.

3.2. Parametrick�a rozd�elen��.

Geometrick�ymi momenty rozd�elen�� p(uj�) jsou v parametrick�em p�r��pad�e

integr�aly

Mk(�) =

Z
T

qk(uj�)p(uj�) du: (17)

P�rekvapiv�ym v�ysledkem v�ypo�ct�u geometrick�ych moment�u pro r�uzn�a rozd�ele-

n�� je fakt, �ze v�ysledn�e vzorce obsahuj�� pouze parametry, a ne r�uzn�e neele-

ment�arn�� funkce parametr�u, jak tomu �casto b�yv�a v p�r��pad�e Euklidovsk�ych
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moment�u. Nejen z d�uvodu, �ze existuj��, se tedy geometrick�e momenty zdaj��

b�yt p�rirozen�ej�s��mi numerick�ymi charakteristikami rozd�elen�� ne�z Euklidovsk�e

momenty (viz p�r��klad 5).

Empirick�ych geometrick�ych moment�u lze pou�z��t pro odhady parametr�u

rozd�elen�� na z�aklad�e n�ahodn�eho v�yb�eru U z rozd�elen�� p(uj�) 2 �T . Odhady

�̂G ur�cen�e z rovnic

�̂G : n�1
nX
i=1

qk(uij�̂G) =Mk(�̂G); k = 1; :::;m

budeme naz�yvat G-odhady. D�a se o�cek�avat a je mo�zn�a dok�az�ano (Fabi�an

1996), �ze p�ri existenci kone�cn�ych rjk(�) = E�[@(qk(uj�)�Mk(�))=@�j ] a plat-

nosti podm��nky

Det(rjk(�))
m
1 6= 0 (18)

pro ka�zd�e � 2 � jsou G-odhady siln�e konzistentn�� a asymptoticky norm�aln��.

V citovan�e pr�aci byla studov�ana asymptotick�a vydatnost G-odhad�u. Uk�azalo

se, �ze z�avis�� na charakteru geometrick�e funkce rozd�elen��. Pro q � '(x�);

� � 1 jsou vydatnosti G-odhad�u ni�z�s�� ne�z vydatnosti Euklidov�ych momen-

tov�ych (EM) odhad�u. Ozna�cme N neomezenou a O omezenou geometrickou

funkci. Pro typy O-N (zleva O, zprava N) a N-O je zpravidla asymptotick�a

relativn�� vydatnost (ARV) odhadu zobecn�en�eho parametru polohy pom�ern�e

bl��zk�a k jedn�e, ARV ostatn��ch parametr�u je n��zk�a. Rozd�elen�� typu O � O

vykazuj�� ARV G-odhad�u hodnoty bl��zk�e k jedn�e. G-odhady jsou v tomto

p�r��pad�e jednodu�s�s�� alternativou maxim�aln�e v�erohodn�ych (ML) odhad�u. ML

i G-odhady jsou pro tato rozd�elen�� robustn�� vzhledem k parametru polohy;

G-odhady jsou v�sak robustn�� i vzhledem k parametru m�e�r��tka a je docela

mo�zn�e, �ze jim pro tuto t�r��du rozd�elen�� lze p�red odhady typu ML d�at p�rednost

(p�r��klad 7). Poznamenejme, �ze tento z�av�er neplat�� pro rozd�elen�� s redescentn��

geometrickou funkc��: pro Cauchyovo rozd�elen�� nen�� spln�ena podm��nka (18).

4. N�ekolik p�r��klad�u.

P�r��klad 1. Zobecn�en�e sk�orov�e funkce n�ekter�ych hol�ych rozd�elen�� jsou

uvedeny v tabulk�ach 1-3 pro T = R; (0;1) a (0; 1).
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Tabulka 1.

Sk�orov�e funkce a hustoty n�ekter�ych rozd�elen�� na R

typ s(x) pR(x) rozd�elen��

N-N sinh x 1
2K0(1)

e�cosh x

N-N x 1p
2�
e�x

2=2 norm�aln��

O-N ex � 1 exe�e
x

dvojit�e exponenci�aln��

N-O 1� e�x e�xe�e
�x

extremn�� hodnoty I

O-O tgh(x=2) ex

(1+ex)2
logistick�e

O-O 2x=(1 + x2) 1
�
(1 + x2)�1 Cauchyho

kde K0 je Besselova funkce III. druhu.

Tabulka 2.

Geometrick�e funkce a hustoty rozd�elen�� na (0;1) se vzory v Tab. 1

typ q(z) p(z) rozd�elen��

N-N 1
2
(z � 1=z) 1

2K0(1) z
e�

1
2
(z+1=z) Waldovo

N-N ln z 1p
2� z

e�
1
2
ln2z lognorm�aln��

O-N z � 1 e�z exponenci�aln��

N-O 1� 1=z z�2e�1=z extr. hodn. II

O-O (z � 1)=(z + 1) 1=(z + 1)2 log-logistick�e

O-O 2 ln z=(1 + ln2z) 1
�z
(1 + ln2z)�1 log-Cauchyho

Tabulka 3.

Geometrick�e funkce a hustoty rozd�elen�� na (0; 1) se vzory v Tab 1.

typ q(w) p(w)

N-N 1
2

(2w�1)
w(1�w)

1
2K0(1) w(1�w)e

�w
2
�w+1=2

w(1�w)

N-N ln w
1�w

1p
2� w(1�w)e

� 1
2
ln2 w

1�w

O-N 2w�1
1�w

1
(1�w)2 e

� w

1�w

N-O 2w�1
w

1
w2 e

� 1�w
w

O-O 2w � 1 1

O-O 2 ln w
1�w=(1 + ln2 w

1�w )
1

�w(1�w)

�
1 + ln2 w

1�w

��1
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V tabulce 3 je druh�e z rozd�elen�� typu N-N Johnsonovo UB rozd�elen�� (Patil

1984) a prvn�� z O-O rozd�elen�� rovnom�ern�e. Ostatn�� nejsou mysl��m zn�ama.

Z tabulek je patrn�e, �ze popis rozd�elen�� pomoc�� geometrick�e funkce je v�et�sinou

jednodu�s�s�� ne�z popis pomoc�� hustoty.

P�r��klad 2. Geometrick�e momenty rozd�elen�� z tabulek 1-3 jsou uvedeny

v tabulce 4.

Tabulka 4.

typ M2 M3 M4

N-N 1.430 0 11.578

N-N 1 0 3

O-N 1 2 9

N-O 1 -2 9

O-O 1/3 0 1/5

O-O 1/2 0 3/8

P�r��klad 3. Rozd�elen�� extr�emn�� hodnoty II (Tab.1). St�redn�� hodnota

rozd�elen�� neexistuje, hodnota medi�anu je 0:693 a m�odu 0:5. Z rovnice

q(z�) = 0 dost�av�ame "geometrick�e t�e�zi�st�e rozd�elen��" v bod�e z� = 1.

P�r��klad 4. Rovnom�ern�e rozd�elen�� na T = [0; b]. Diferenci�aln�� entropie

rozd�elen�� je hS(b) = log b a jej�� hodnota a dokonce znam�enko z�avis�� na zvo-

len�e d�elkov�e jednotce. Geometrick�a funkce rozd�elen�� je q(wjb) = 2w=b � 1

a M2(b) = b�3
R b
0
(2w � b)2 dw = 1=3: Fisherova entropie (16) rozd�elen�� je

hF = 3 nez�avisle na d�elce intervalu.

Rovnom�ern�e rozd�elen�� je rozd�elen��m s maxim�aln�� diferenci�aln�� entropi�� na

intervalu; diferenci�aln�� entropie libovoln�eho jin�eho rozd�elen�� na T = (0; 1) je

tedy z�aporn�a. Uva�zujme rozd�elen�� beta s hustotou

p(wj�; �) =
1

B(�; �)
w��1(1� w)��1; w 2 [0; 1]; �; � � 0;

kde B je beta funkce. Toto rozd�elen�� nem�a transformovan�y parametr polohy,

tak�ze p�r��slu�sn�a geometrick�a funkce q(wj�; �) = (� + �)w � � nen�� �um�ern�a

�z�adn�emu z v�erohodnostn��ch sk�or�u. Plat��

M2(�; �) =
1

B(�; �)

Z 1

0

[(�+ �)w � �]2w��1(1� w)��1 dw =
��

�+ � + 1
:

Hodnoty Fisherovy entropie rozd�elen�� beta zachycuje n�asleduj��c�� tabulka.



G 59

� 4 2 1 0.5 0.25

hF (1; �) 1.5 2 3 5 9

Fisherova entropie je ov�sem kladn�a, z tabulky je v�sak patrn�e, �ze rovnom�ern�e

rozd�elen�� nen�� rozd�elen��m s maxim�aln�� neur�citost��, m�e�reno pomoc�� (16). To

ale m�u�ze b�yt rozumn�y v�ysledek. Vztah hF > 3 plat�� pro mal�e hodnoty

parametr�u, kdy je hustota rozd�elen�� beta antimod�aln��. V�ysledek pozorov�an��

je tedy ve Fisherov�e smyslu v��ce neur�cit�y, kdy�z je o�cek�av�an v jedn�e ze

dvou t�em�e�r odd�elen�ych oblast��, ne�z kdy�z je o�cek�av�an se stejnou relativn��

pravd�epodobnost�� na cel�em intervalu.

P�r��klad 5. M�ejme model

P
�
0;1 = f(0;1);B(0;1); p(zj�; �; �) : �; �; � 2 (0;1)g

kde

p(zj�; �; �) =
���

z�(�)

�z
�

���
e��(z=�)

�

: (19)

Rodina (19) vznikla zaveden��m mo�zn�ych parametr�u do geometrick�e funkce

q(z) = z � 1 exponenci�aln��ho rozd�elen��, s v�ysledkem

q(zj�; �; �) = ��[(z=�)� � 1];

kter�y byl pou�zit p�ri integraci rovnice (10). �Cleny rodiny (19) jsou nap�r.

rozd�elen�� Weibullovo, Maxwellovo, gamma, Erlangovo �ci chi-kvadr�at. P�ri

v�ypo�ctu obou typ�u moment�u se pou�zije integr�al

Z 1

0

z��1e�rz
�

dz =
1

�
r��=��(�=�):

Ozna�c��me-li u = z=�, plat��

mk =
�k���

�(�)

Z 1

0

uk+���1e��u
�

du = (
�

�1=�
)k

�(�+ k=�)

�(�)
;

Mk =
�k+��k+1

�(�)

Z 1

0

(u� � 1)ku���1e��u
�

du

= �k
kX
j=0

(��)j
�
k

j

�
�[((k � j)� + ��)=�)]

�(�)
:

V p�r��pad�e geometrick�ych moment�u se v argumentu gamma funkce zkr�at�� �,

tak�ze v�ysledek je neuv�e�riteln�e jednoduch�y:

M1 = 0; M2 = ��2; M3 = 2��3; M4 = 3�(�+ 2)�4:
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Obecn�e, geometrick�e momenty nez�avis�� na transformovan�em parametru

polohy. Podle V�ety 3 je Fisherova informace o parametru � rovna

Ip(�) =M2=�
2. Pro zaj��mavost, diferenci�aln�� entropie rozd�elen�� (19) je d�ana

v�yrazem

hS(�; �; �) = � log��� log�+log�(�)+ log �+(��1=�)(log�� (�))+�:

Poznamenejme je�st�e, �ze rozd�elen�� '�symetrick�e k (19) podle osy z = 1

(jeho vzor je symetrick�y podle osy x = 0 se vzorem (19)), m�a geometrick�e

momenty ~Mk = (�1)kMk. Jeho Euklidovsk�e momenty jsou d�any vzorcem

~mk = (��1=�)k
�(�� k=�)

�(�)

a existuj�� jen pro k < ��:

P�r��klad 6. M�ejme speci�aln�� p�r��pad Lomaxova rozd�elen�� s hustotou a geo-

metrickou funkc��

pL(zj�) =
�

(z + 1)1+�
; qL(zj�) =

�z � 1

z + 1

a Gumbelovo zobecn�en�� logistick�eho rozd�elen��

pG(zj�) =
1

B(�; �)

z��1

(1 + z)2�
; qG(zj�) = �

z � 1

z + 1
:

Rovnice pro EM, ML a G-odhady jsou

Lomax Gumbel

EM : 1
n

P
zi = 1=(�̂E � 1) 1

n

P
zi = �̂E=(�̂E � 1)

ML : 1
n

P
log(1 + zi) = 1=�̂L

1
n

P
log zi

1+zi
= 2[ (�̂L)�  (2�̂L)]

G : 1
n

P
�̂Gzi�1
zi+1

= 0 1
n

P
( zi�1
zi+1

)2 = 1=(2�̂G + 1)

kde  = �0=�. EM plat�� pro � > 1. V p�r��pad�e Gumbelova rozd�elen�� bylo

nutno pou�z��t 2. geometrick�y moment. Odvozen�e vzorce pro asymptotick�e

rozptyly odhad�u jsou

Lomax Gumbel

V ar �̂E
�(��1)2
��2

�(��1)2(2��1)
��2

V ar �̂L �2 2( 0(�)� 2 0(2�))

V ar �̂G
�(�+1)2

�+2

�(2�+1)2

2�+3

a plat�� v p�r��pad�e EM odhadu pro � > 2. V n�asleduj��c�� tabulce jsou uvedeny

asymptotick�e relativn�� vydatnosti e�̂E = (V ar�̂E=V ar�̂L)
1=2 odhad�u typu

EM a e�̂G = (V ar�̂G=V ar�̂L)
1=2 G-odhad�u, kter�e jsou bl��zk�e jedn�e.
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Tabulka 5.

Lomax Gumbel

� e�̂E e�̂G e�̂E e�̂G

1 { 0.750 { 0.782

2 { 0.889 { 0.906

3 0.8 0.938 0.258 0.948

P�r��klad 7. Bylo generov�ano 30 n�ahodn�ych v�yb�er�u o d�elce 200 vzork�u

z logistick�eho rozd�elen�� l(0; 1), kde

l(�; �) = p(xj�; �) =
e
x��

�

(e
x��

� + 1)2
;

a z kontaminovan�eho rozd�elen�� l"c = (1� ")l(0; 1) + "l(0; c):

Ozna�cme y = (x� �)=�. Sk�orov�a funkce rozd�elen�� l(�; �) je

s(xj�; �) = ��1(ey � 1)=(ey + 1): Rovnice pro v�ypo�cet ML a G-odhad�u

parametr�u jsou

ML GP
s(ŷLi) = 0

P
s(ŷGi) = 0P

(ŷLis(ŷLi)� 1=�̂2L) = 0
P
(s2(ŷGi)� 1=3�̂2G) = 0;

kde ŷLi = (xi � �̂L)=�̂L) a podobn�e pro G. St�redn�� hodnoty odhadnut�ych

parametr�u � =
P30

j=1 �̂j=30 uv�ad��me v n�asleduj��c�� tabulce.

Tabulka 6.

" c �L �G �L �G

0 0.0846 0.0849 1.0111 1.0160

0.05 5 0.0538 0.0558 1.2318 1.0930

0.05 10 0.0632 0.0802 1.5402 1.1234

Z tabulky je patrn�e �ze, na rozd��l od ML odhadu, je G-odhad parametru

� m�alo ovlivn�en odlehl�ymi hodnotami v generovan�ych datech.

Pod�ekov�an��.

D�ekuji v�sem, kte�r�� jste do�cetli a�z sem, zejm�ena pak t�em z v�as, kte�r�� mi

sd�el�� sv�uj n�azor a zvl�a�st�e t�em, kte�r�� p�ri tom dodr�z�� z�asadu fandi, ale z�usta�n

�clov�ekem.
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