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Abstract: The mathematical modelling of haemopoietic processes is
closely connected with both the level of knowledges and the experimental
facilities in this area. In the past, a lot of cell proliferation-differentiation
models were developed (see [4], [5], [7], [21], ... ). In this contribution, the
stochastic multiple branching model is used for discrete-time simulation of
the process. The presented model scheme was derived recently from corre-
lations of lineages given in [15] and [16]. The basic assumption is that all
principal haemopoietic lineages originate from one common progenitor, the

stem cell.

Pezrome: MaTemaTnueckoe MOAEINPOBAHNE MEMOIOETUUECKUX IPO-
[IeCOB TE€CHO CBSI3aHO C yPOBHEM HAYKU U DKCIEPUMEHTAJIBLHBIX BO3MOYK-
HOCTel. B simTeparype 6GbIIO yyKe OOMCAHO MHOI'O MOJEJEel CBA3aHHBIX
¢ npoaupepanueil n audepeHnuanpeil KIeTOUHbIX Nomynanui (cMoTpu
nanpumep [4], [5], [7], [21], ...). B »T0ll crarbe 3aHMMaEMCs CTO-
XaCTUIIIECKOU MOJeJIell MHOMOMEPHOI'O BETBEHUSI, KOTOPAs U3I0JIHL30Ba-
HA IS CUMYJISIIIWI [IPOIeCa B AUCKPETHOM BPEMEHU. DTa MOIEJb BbI-
XOAWT U3 COBPEeMEHHBLIX paboT [15] u [16], B KOTOPBIX OCHOBHBLIM IIPE.-
IIOJIOYKEHMEM SABJIAETCA 4UYTO BCE I'eMOIIOeTHUYECKMEe JIMHUU BbIXOAAT U3

OAHOIO IPOr€HUTOPA, [JIEMEHHON KJIETKU.
,
Uvob

Matematické modelovani vyvoje biologickych systému je jiz dlouhou dobu
cilem védeckych snah fady autoru. Jeden z nejvyznamnéjsich matematickych
modelia — Malthustuv obecny model vyvoje populace — vznikl jiz v roce 1798.
Rada modelt vznikala v pribéhu 19. a poloviné 20. stoleti a byla spojena se
vS§eobecnym rozvojem védeckého zkoumani, predevsim matematiky, biologie
a mediciny. Rozvoj teorie stochastickych procesu ve 30. letech a matema-
tické kybernetiky v 50. letech tohoto stoleti stimulovaly druhou mohutnou
vlnu rozvoje matematickych modelu prakticky ve vech oblastech lidského
zkoumdni. TFet{ vyznamny nédrust poctu publikaci v této oblasti lze po-
zorovat v souvislosti s rozvojem vypocetni techniky a simula¢nich metod.



Pomoci pocitacové simulace 1ze modelovat i takové systémy, na nichz kla-
sicky analyticky postup selhava. V soucasné dobé jsou publikoviny i modely
vytvofené pomoci neuronovych siti (viz [17]).

Matematické modely rustu bunéénych populaci jsou nejcastéji spojovany
se dvéma oblastmi: $ifenim rakovinnych bunék a s procesem tvorby krevnich
bunék v souvislosti se zkoumanim poruch tohoto procesu. Matematické
modelovadni v tomto sméru je Uzce spjato s vyvojem znalosti o bunéénych
systémech a s moznostmi experimentovani v dané oblasti.

Muj prispévek se zabyva modelovanim procesu proliferace a diferenciace
kmenovych bunék. Existence kmenovych bunék byla dokazana v pocatku
60. let fadou experimentdlnich praci Tilla a McCullocha, kdy byl také
vytvoren (1964) jeden z prvnich stochastickych modelu proliferace a dife-
renciace kmenovych bunék. Tento model, formulovany jako proces zrodu
a zéniku ve spojitém ¢ase, byl déle rozvijen a zobeciiovan. Rada modela
je zalozena na popisu pomoci vicetypového vétviciho se procesu (multitype
branching process) — jednim z prvnich byl model Kornuv (1974). Nékteré
modely se zabyvaj{ dynamikou systému po jeho naruseni (zpravidla ozare-
nim).

PREHLED VYZNAMNYCH MODELU

Till a Mc Culloch (1964) vytvorili pruni stochasticky model prolifera-
ce a diferenciace bunék na zakladé analyzy experimentalnich dat, ziskanych
z jejich klasickych ,spleen colony assay“ ([20], [21])

Vysettovali detailné ¢etnostni rozlozeni CFC (colony forming cells). Zjis-
tili totiz, ze pocet CFC se méni kolem stf. hodnoty s mnohem vétsim
rozptylem, nez jaky by odpovidal pouhé vybérové chybé. Srovnavanim
s ruznymi rozlozenimi dosli k zdvéru, ze nejblize (z hlediska vyznamnosti)
je gamma rozlozeni. Aby pochopili, jak toto rozlozeni vznika, modelovali
mnozeni bunék jako proces zrodu a zaniku, spojity v case.
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@ C = Colony Forming Cell
p (©) (D) D = Differentiated Cell

@ p+qg=1
©—®

Zrozeni je zde chapéno jako vytvoreni dvou dalsich rodicovskych CFC
z jedné CFC. Zanik predstavuje ztrdtu schopnosti vytvoreni dalsich CFC
diky diferenciaci. Jind moznost neni (p + ¢ = 1).



Explicitn{ fesen{ modelu zrodu a zdniku obdrzel jiz Harris (1959) za
predpokladu, ze doby mezi udalostmi jsou ndhodné, nezavislé a exponencidl-
né rozlozené. Podle Harrisova tfeSeni, potet CFC md negativné binomické
rozlozeni, jehoz limitnim rozlozenim je gamma. Gamma rozlozeni lze také
ziskat Monte Carlo simulaci pfi konstantnich ¢asech a volbou p= 0.6 a g=
0.4.

Vogel a spol. (1969) publikovali prvni zobecnéni Tillova modelu v sou-
vislosti s tvorbou erythroidnich kolonif (¢ervenych krvinek) ([22], [23]).
V tomto modelu se mohou kmenové buiky reprodukovat asymetricky

C = Colony Forming Cell
D = Differentiated Cell
p+qg+r=1

Vogel spocital st¥. hodnotu a rozptyl poétu CFC jako funkci poc¢tu bunék
n. Na zakladé experimentélnich dat (from spleen colony assay) odhadl Vogel
pravdépodobnost obnovy kmenovych bunék, t.j. parametr p= 0.61(1 — r).
Pro model se symetrickym délenim (r=0, p=0.61) lze tyto hodnoty nalézt i
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v pozdgjsi literatufe.

Korn a spol. (1973). Autofi si vSimli velké variability ve slozeni spleen
colonies. Tak vznikl vicetypovy vétvici se proces (viz [5])

S = Stem Cell

E = Erythroid progenitor
FEyr = Mature Erythrocyte
G = Granulocyte progenitor

Gy = Mature Granulocyte
ptqg+r=1

Kinetika rustu prumérné kolonie byla zkouména za predpokladu fixniho
casu mezi délenfm pro kazdy typ bunék. Pro hodnotu p=0.61 (viz Vogel)
vysledky odpovidaji publikovanym experimentalnim vysledkam.



Nakahata a spol. (1982) v [8] identifikovali v klondlnich bunéénych
kulturach nediferencovatelné ”blast” cell, o kterych se domnivali, ze jsou
mnohem primitivngjsi nez tzv. CFU-GEMM (granulocyte—erythrocyte-ma-
krophage— megakaryocyte colony-forming unit). Aby tuto domnénku otesto-
vali, zformulovali model podobny Tillovu.

©
Oraey
©

S = Stem Cell
@ C = CFU -GEMM

©

Pouzitim fixniho ¢asu, ukazali, Ze tento model muze adekvitné popsat
data ziskand ze 16ti denniho experimentu. Odhadnutda hodnota p=0.589
odpovida hodnoté ziskané Vogelem.

Kurnit a spol. (1985) studovali in vitro rust erytroidnich kolonif lidské
periferidlni krve (viz [6]). Erythroidni linii lze snadno detekovat vizudlng,
nebot v buiitkach se objevuje hemoglobin. Kurnit a spol. se zaméfili na mo-
delovani doby do prvni premeény a velikosti kolonie v tento ¢as. Také odvodili
fomuli pro vypocet velikosti kolonie v dobé, kdy jsou preménény vSechny
puvodni (kmenové) buriky a pravdépodobnost, ze vsechny buiiky v kolonii
budou preménény. Byly vytvofeny dvé verze modelu s pevnou dobou. Obé
dovoluji asymetrické déleni. Prvni verze ptredpoklddad déleni kmenovych
bunék a s prpsti p vznikne erytroidn{ progenitor (predek, rodicovska burika).
Ve druhé verzi je obsaZena moznost piimé piemény (bez délen{) kmenové
bunky v erytroidni progenitor s pravdépodobnosti p. Pouzili rovnice z druhé
verze pro odhad p a zjistili, ze pii 27 experimentech hodnota p se pohybo-
vala mezi 0.4 az 0.63, pficemz 7 odhada bylo mensich nez 0.5. Kurnit a spol.
ukdzali, ze hranice p < 0.5 je podminkou pro neomezeny rust kolonie v tomto
modelu. Predpovédéli dva aspekty chovani kolonie: 1. rozsah preménéné
casti kolonie roste s klesajicim p, 2. existuje velkd variabilita ve velikosti
premeénéné casti kolonie pfi riznych hodnotach p.



U = Uncommited progenitor

E = Erythroid progenitor

©
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Pharr a spol. (1985) zjistili, Ze ”mast cells” tvoii vyjimku z pravidla,
podle néhoz maturované (vyzralé) bunky ztriceji schopnost mnozeni. V [18]
vytvorili diskrétni model na zdkladé studie ”in vitro clonal assay”. V ném se
"mast cell” muze s prpsti p rozdélit na dvé rodi¢ovské bunky nebo s prpsti
q zemiit (zmizet) piipadné s prpsti 1 — p — g rozdélit na dvé ddle nedélitelné
bunky, z nichz kazda opét s prpsti ¢ zmizi nebo s prpsti 1 — ¢ neudéld
nic. Kolonie jsou iniciovdny jedinou rodicovskou bunkou. Kazdé kolonii
je prifazen parametr p z dvouparametrického rozlozeni Sp Johnsonova typu
(viz. [19]). Simulace Monte Carlo modelu s fixnim casem vedly k urceni
pravdépodobnosti ¢ a parametru rozlozeni pro uiceni p. Protoze model
zahrnuje i nedélitelné bunky, modeluje (Uspésné) situace, kdy rozlozeni ve-
likosti kolonie m4 silny chvost ¢i je dokonce bimodalni. Model také ukazuje,
ze relativni pocet rodicovskych bunék je vétsi ve velkych koloniich. To bylo
otestovano i experimentdalné.
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q
P = Proliferating Cell

D N = Non-proliferating Cell

p (~) - ‘
@m{ D = Cell Disappearance
™

D

Nedelman a spol. (1987) popisuji ve své préci [14] mnohem obecnéjsi
model mnozeni bunék. Uvazuje tii typy bunék - inicializa¢ni (kmenovou),
rodicovské a buiky dale se nedélici (zralé, maturované). Kromé toho uvazuje
i zédnik bunék. Rodicovské a kmenové buriky maji stejnou prpst déleni, ale
v piipadé kmenovych bunek je predpoklddan ndhodny ¢as do jejich rozdéleni.
Na konci kazdého bunééného cyklu se predpokladd, ze kmenova ¢i rodicovskd
buitka vyprodukuje dva potomky, z nichz je 0, 1 nebo 2 rodicovské builky
a zbyvajici je dale nedélitelnd (zrald) burika. Ddle je zde predpoklad, ze
nedeélitelnd buiika se muze po jistém (ndhodném) case piemeénit v délitelnou
bunku a dale se délit. Doba zivota bunék a doba do jejich déleni jsou
uvazovany jako ndhodné s ruznymi rozlozenimi pravdépodobnosti. Model
byl srovnavan s experimentalnimi daty a odtud byly odvozeny hodnoty pa-
rametru. Ukdzalo se, ze hodnota parametru poy (zanik bunky) je zaned-
batelna. Dale, nedélici se buiiky se objevily s malou cetnosti a ziidka kdy
se preménily v délitelné po dobu experimentu. Rozlozeni rozsahu kolonie
nebylo bimodalni, ale vyskyt nesymetrického déleni byl velmi ¢asty, coz je
indikovdno parametrem py; = 0.45.

D I = Initiating Cell
P = Proliferating Cell
P N D

N = Non-proliferating

P20
Cell
P11 Po2 e D = Cell Death
N P P20 + P11 +po2 =1

time



Macken a spol. (1988) studovali v [7] tfi-typovy vétvici se proces:

S — M - E (stem — makrophage — end)

Hledali limitn{ chovéni v piipadé superkritického procesu (ps > 0.5 —

neomezeny rust kolonie).

(b) @2pm(1 pm) I

S = Stem Cell

M = Macrophage
progenitor

E = End Cell

Problém je s ovéfenim pomoci experimentu in wvitro. Zde jsou jistd
omezeni: nelze pozorovat neomezeny rust, nebot po urcité dobé se desticka
s koloniemi zaplni a porusi se podminky pro mnozeni.

Jednou z aplikaci tohoto modelu muze byt model L - D — E (leukemic —

differentiated — end).



Poris MODELU

Predpokladejme ze bunky ve svém vyvoji prochdzeji fadou ruznych vy-
vojovych stddii. Buiiky v ruznych stadiich se budou lisit svymi vlastnostmi.
Ozna¢me mnozinu stddii F = {Us,Ue, ..., NEg}. Pocet stadii v mode-
lu je dén rozlisitelnosti modelu a muze byt ruzny, nicméné konecny. Pii
navrhu modelu jsme vychézeli ze zdkladniho schématu proliferace a diferen-
ciace bunék v hemopoetickych vétvich, ktery byl popsan v [15] a [13]:
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Stav jednotlivé butiky C' v systému v ¢ase t budeme popisovat jako dvojici
(f¢,a%), kde

— f¢ € F je momentalni stadium, ve kterém se buiika C nachdz,

- a% =0,1,... je doba, kterou bunka C jiz stravila ve stadiu f¢. Tuto
dobu budeme dale nazyvat stdii nebo vék buiiky C.

Daéle necht P(i,j,a) je pravdépodobnost pfechodu buiky ve véku a ze
stadia ¢ do stadia j. P(i, j, a) reprezentuje podminénou pravdépodobnost, ze
noveé vznikld buiika (ve véku 0) bude ve stddiu j , zatimco rodicovskd burika
byla ve stddiu ¢ ve véku a. Kazdad bunka C v systému muze byt v jediny
okamzik pouze v jediném stadiu f€.



Posloupnost stadii F' = {f1, fa, ..., fr} takovd, ze pro vsechna j € {1,2,
..., k} pro ngjaké a plati P(f;j_1, fj,a) > 0, tvoii hemopoetickou cestu F
(viz [Necas & Novak]). Kazd4 buiika C' v modelu méd svoji historii F¢,
to jest vyvojovou cestu F© takovou, ze posloupnost rodi¢ti buiiky C' prosla
postupné vSemi stadii na této cesté. Pro kazdou bunku plati, ze jeji vyvojova
cesta ma pocatek ve stadiu U;. Tudiz jakédkoliv bunka C' v systému m4 svého
Ui—rodice.

Déle budeme oznacovat symbolem s¢,(t) pocet bunék ve véku a, které se
nachézeji v case t ve staddiu f. Potom rozsah bunécéné populace ve stadiu f
bude mozno vyjadrit vztahem nyg(t) =Y o2 | s7q(t) a celkovy rozsah bunécéné
populace v systému bude vyjddien vztahem N(t) = Y -3 >7 spo(t) =
> #ng(t). Pii tomto znaceni bude napiiklad sy,o(t) rovno poctu bunék
vstupujicich do systému.

Popisme nyn{ funkci uvazovaného modelu (obecné ve spojitém case).
V casovém intervalu [t,t + §) md bunka C, kterd je v case t ve stavu (f,a)
nésledujici moznosti:

o setrvdni bunky ve stddiu; nedojde ke kvalitativni zméné, tj. nebude
vyprodukovédna zadnd nova buiika a stafi buniky ve stadiu f se zvysi
o 1. Stav buiikky C tedy piejde do stavu (f,a + d). Pocet bunék ve
stddiu f ani v systému se tim nezméni.

e sebeobnova; buika C se rozdéli do dvou novych bunék se stejnymi
vlastnostmi, to znamend ve stejném stadiu vyvoje. Tyto nové buiiky
budou ve stavu (f, 7), kde 7 € (0,8). Pocet ny vzroste o 1.

e diferenciace; délenim bunky C vzniknou dvé nové bunky. Jedna z nich
zustane ve stddiu f ve stavu (f,7),7 € (0,9) a druhd piejde do stavu
(g9,7) (s novymi vlastnostmi). Pocet ny se nezméni a ny vzroste o 1.

e zrdnd délenim; délenim puvodn{ (rodicovské) bunky vzniknou dvé buii-
ky, obé v nové kvalité ve stavech (g,7),7 € (0,0). V tomto piipadé
rozsah populace ve stadiu f klesne o 1 a rozsah populace ve stadiu g
vzroste o 2 bunky.

e zrdni preménou; puvodni butika se pfeméni v jinou buiiku nové kvality,
to jest ve stavu (g,7),7 € (0,d). Celkovy pocet bunék v systému se
tim nezméni, pouze klesne ny a vzroste ng.

e zdnik; vlastnosti buiiky se zméni takovym zpusobem, ze ji 1ze z hlediska
funkce systému povazovat za mrtvou (buiika ztrat{ schopnost dalsiho
délen{ ¢ premény). Formélné lze tento pripad povazovat za jedno
z moznych stddif a stav zaniklé buriky oznac¢ime (0, 0). V tomto piipadé
budeme predpokladat ze celkovy rozsah populace bunék se zmensi o 1.



Graficky jsou tyto moznosti prechodu stavu bunky v ¢asovém intervalu
(t,t + §) zndzornény na ndsledujicim obrézku.
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PREDPOKLADY MODELU

1) Diskrétni ¢as. Pii konstrukci naseho modelu uvazujme proces bunééné
proliferace a diferenciace probihajici v diskrétnim case. To znamend, ze si
stanovime casovou jednotku e a budeme pfedpokladat, ze vSechny zmény
v modelu budou nastavat pouze v casovych okamzicich ke, k = 0,1,2,....
Casov4 proménnd ¢ v modelu bude potom nabyvat pouze hodnot k =0, 1,2,

Vzhledem k informaci, kterou mame o tomto procesu k dispozici a

k moznosti volby libovolné malého € zfejmé neni tento predpoklad omezujici.

Vék builtky v urc¢itém stadiu vyvoje je méfen od okamziku vstupu buitky
do tohoto stadia (po déleni ¢i diferenciaci). V kazdém casovém useku (¢, +
1),t =0,1,2,... budeme predpoklddat, ze burika ve véku i ma pouze jednu
z nasledujicich moznosti:

1.

2.
3.
4

5.

burika se nezméni — zustane ve stejném stadiu, pouze zestarne o jednu
casovou jednotku; jeji vék vzroste z i na ¢ + 1

bunka ptejde do jiného stadia diferenciaci

burka se rozdéli — vzniknou dvé nové bunky ve stejném ¢i novém stadiu

. bunka se preméni — vznikne nové bunka v jiném stadiu

buiika zanikne — zemive;

Z tohoto ptedpokladu plynou dvé zakladni vlastnosti modelu:

— po déleni, diferenciaci ¢ pfeméné je vék buinky vzdy roven 0,



— buniky starsi nez 0 mohou vzniknout jen starnutim.

2) Pravdépodobnosti prechodu mezi jednotlivymi stavy burky zdvisi na
jejim stavu i nasledujicim zpusobem:

Za predpokladu ze buiika je ve stavu (k, ), oznacme podminéné pravde-
podobnosti zmény bunky v nasledujicim ¢asovém tseku délky 1 takto:

¢}, = pravdépodobnost ze se builka nezmeéni,

ci. = pravdépodobnost ze buiika piejde do jiného stadia diferenciaci,

¢y = pravdépodobnost ze se builka rozdéli,

4 o . -~ - .
¢; = pravdépodobnost Ze se buiika pfemént,

1 =0,1,.... Pravdépodobnost ze buiitka zanikne potom bude rovna

5 _ 1 2 3 4
Cri =1 =i — Gy — Gy — Cpy-

Necht f je pocet vsech uvazovanych stadii v modelu. Oznacme P = {py;}
matici pravdépodobnosti pfechodu libovolné buiiky ze stadia k do stadia
[. Matice P je typu (f x f).Pro tyto pravdépodobnosti nebudeme déle
predpokladat zavislost na stari bunky v daném stiddiu. P je stochastickd
matice, tzn. Ze pro kazdé k musi platit Zlf:l pr = 1.

Podminéna pravdépodobnost jevu, ze se buiika kterd je ve stavu (k,i)
v nésledujicim kroku (¢asovém useku délky 1) rozdéli na dvé buiiky ve stavech
(1,0), bude rovna c;,p.

3) Pravdépodobnosti prechodu mezi stavy systému nezdvisi na poctu
bunék v jednotlivych stadiich.

Z vyse uvedenych predpokladi plyne predpoklad nezavislosti pravdépo-
dobnosti pfechodu na délce fungovani systému — na systémovém case. Tyto
pravdépodobnosti zavisi pouze na momentalnim stavu bunky v systému.
Uvedend vlastnost je tzv. markovskou vlastnosti a tedy systém budeme —
alespon v pocdtetnim stadiu jeho tvorby — povazovat za markovsky.

4) Omezené stdri bunék. Pro jednoduchost — a zfejmé bez ijmy na obec-
nosti — predpokladame, ze existuje c¢islo d takové, ze zadna buinka v systému
nemuze byt star$i nez d casovych jednotek. Stanoveni hodnoty d souvisi
s velikosti casové jednotky € a bude stanoveno.



VYPOCET LINKY V USTALENEM STAVU.

Stav systému budeme popisovat stavovou matici S(t) typu (f x (d + 1)),
kde d je maximaln{ vék buiky v systému, f je pocet stadif (typu burky) a
t je diskrétné méreny cas. Prvky této matice jsou ndhodné veliciny Si;(t),
jejichz hodnota sg;(t) potom oznacuje pocet bunék, které jsou v Case t ve
stadiu k a véku i. Podivejme se nyni podrobnéji na prvky matice S(t).

Pocet bunék ve stadiu k£ a ve stafi ¢ v case t tvoii bodovy nahodny
proces {Si;(t),t > 0}. V casovém intervalu (¢,¢t + 1) ma kazdd z téchto
bunék moznost prejit do stavu (I,0) bud jako jedna nové burika diferenciaci
s pravdépodobnosti ¢2,pr; nebo preménou s pravdépodobnosti cﬁi, pripadné
délenim jako dvé nové buiky s pravdépodobnosti ¢} py.

Predpokladejme, ze v case t ve stadiu k a staii i je celkem sg; bunék.
Oznacme

1. Si; pocet bunek, které v casovém intervalu (¢,t + &) zestdrnou o 4,
nicméneé zustanou ve stadiu k (kvalitativné se nezmeéni),

2. S%, pocet bunék, které v ¢asovém intervalu (¢,t + §) piejdou do jiného
stadia [ (nerozdéli se, pouze projdou kvalitativn{ pFfeménou),

3. S}, potet bunek, které se v casovém intervalu (¢, t+6) rozdéli a piejdou
do jiného stadia ! (vzniknou z nich dvé buriky nové kvality),

4. S}, pocet bunék, které se v casovém intervalu (¢,¢ + ) rozdéli a dife-
rencuji se tak, ze jedna z nich prejde do jiného stadia I a druha zustane
ve stadiu k (ve staii 0),

5. Sy, potet bunék, které v ¢asovém intervalu (¢, ¢+J) zaniknou (vystoupi
ze systému bud tak, ze ,zemfou“ nebo ,dozraji“, tzn. ze ukon¢i svuj
vyvoj v rdmci systému).

Potom vektor Sy;= (S};(t), S (t), Si;(t), S;(t), S3;(t)) se Fidi multinomic-
kym rozlozenim pravdépodobnosti, tedy

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 _
P(Ski < 5ki>Ski < Ski>Ski < Shivn Shi < Skis Shi < Ski) =

Sk'! 1, 0« 2 3 4. 5
T 121 31, 75 ,(Cii)skl(cii)sk’ (Chi) % (cha) % (i) oo,
Spilstlsd tsh st

pricemz musi platit s; + si; + s3; + sp; + 55 = sk, k= 0,1,...,f, i =
0,1,...,d, kde f je celkovy pocet stadii a d je maximalni staii bunék. Vektor
stfednich hodnot je E(Ski) = ski(Ch;, Cois Coi Chir Coi)-



Specidlné, mé-li systém v case t ve stadiu k a stdii ¢ pravé sg; bunék,
potom do staff i + 1 piejde v nédsledujicim okamziku ¢ + & celkem s;; bunék
s binomickou pravdépodobnosti

Pk < sk = () (1= e

a se stiedni hodnotou E(S};) = ¢};Ski-

Stredni pocet bunék ve stavu (I,0) vzniklych z bunék ve stavu (k,7) tedy
bude roven (¢, +2¢3,+c4,;)pri. Setrvat ve stadiu k muze buiika bud stdrnutim
s pravdépodobnosti c};, diferenciaci s pravdépodobnosti ¢2,prx. nebo délenim
jako dvé nové buiiky s pravdépodobnosti ¢, pyy.

Uvazujme nyni zavislost na ¢ase. Protoze do stavu (k,i + 1,t + J) se
bunka nemuze dostat jinak, nez ze stavu (k,,t) zestarnutim, plat{

E(Skis1(t+90)) = e B(Ski(t)), 20,020,
coz za predpokladu diskrétniho casu t =1, 2,... lze psat ve tvaru
E(Skis1(t+1)) = ct;E(Ski(t)), t=0,1,..., k=1,...f, i=0,...d—1.

Vzhledem k ptedpokladu konecného staii predpokladame ze ck’d = 0 pro
vSechna k.
Postupnym vypoctem potom dostaneme

E(Ski(t)) = W—fer,; B(Sko(t—14)), t=i,i+1,..., k=1,...f, i=1,...d.

Oznatme dy; E(Sko(t — 1)) = H’ 1ck]
Je-li systém ve stavu S( ) = (500( ), 501 (t), ey S()d(t), Slo(t), S11(t), ey
Sta(t)) v case t , potom ve stadiu k v Case t lze ocekdvat

ESp(t+1) = me Z cl] + 2cl] ES;;(t) + Zplk Z cl]ESl]
§=0 Ik j=0

+ ZcszSkj(t) =

! d
= Y i Y (¢ +2¢})di; ESio(t — j)

=0  j=0
d
+ me Zc?jdleSlO(t —Jj)+
%k j=0
d
+ Y chidii ESko(t — j) k=1,....f, t=0,...

=0



Predpokladejme, ze systém se po urcité dobé dostane do ustéleného stavu,
neboli stav S(t) = (Soo(t), 501 (t), ey S()d(t), Slo(t), S11(t), ey Sfd(t)) se
nebude ménit v ¢ase. Za tohoto predpokladu bude pro ustdleny stavovy
vektor S= (Soo, So1, - . -, S0d; S10, S11,- . ., Sfa) platit soustava homogennich
algebraickych rovnic

s d d
Sko = Zplkszo Z(ij +2¢];)dij + Zplkszo Z crydij +
=0

j=0 I#k j=0

d
+ Skozcijdkj k=1,....f, t=0,...
j=0

coz po upravé lze vyjadfit v maticovém tvaru
ASO - 0,

kde ¢tvercova matice A typu f x f bude mit prvky

d
ar = Pk Z(szj + 26} + ¢y dyy, k#1,
j=0
d d
Qkk = Pkk Z(c%#—Zc?})—l#—Zcﬁjdkj, k=0,...,f
j=0 j=0

Protoze je systém konec¢ny, bude za predpokladu homogenity v kazdém
Case v systému stejny pocet bunék - feknémé S - a tedy musi platit podminka

fod ! d
DD Sk =Sk Y dij =S
k=0 j=0 k=0 j=0

Z kazdého stadia k, v némz je v ¢ase t — 1 pravé Si; bunék ve staii j vznikne
za jednotku casu Sg;(t — 1)(ck; + cf; + 2(c}; + ¢;;)) bunék a pavodni buriky
zaniknou. Tak dostavame rovnici rovnovahy

f d fd
SN Sk =) Skileh; + iy +2(c; ) =8

k=0 j=0 k=0 j=0

kterd po upravé vede k soustavé rovnic

f d d
Z Sko Z dpj = Z Sko Z(ij + C}ch + 2(0%1' + Céj)dkj
j=0 j=0



Odtud a z tvaru prvku matice A plyne singularita A a tudiZz nekonecné
mnoho Fe$eni soustavy AS, = 0. Z téchto reseni vybereme to, které odpo-
vida vstupni podmince Spg = 0.

Pocet bunék, které v case t zemtou lze vyjadrit vztahem

f d
ESq(t) =Y c;Ski(t),

k=0 j=0

resp.

d d
Sa = Z£=0 Zj:o Czjskj = ZI]::O Sko Zj:o Czjdkj = S,D.

SIMULACE.

Pro pocitacovou simulaci uvedeného modelu lze pouzit fadu programo-
vych prostiedku a metod . V naSem piipadé jsme se rozhodli pro specidlni
program, poskytujici uzivatelsky piijemné zaddvani vstupnich parametri a
modifikaci vlastniho modelovaného schématu vizudlnimi prostiedky. Z do-
stupnych programovych systému pfichdzel do ivahy systém MATLAB s jeho
simula¢ni nadstavbou SIMULINK, pouzivany pfedevsim pii modelovani tech-
nickych systému . Tento systém je vSak pro nase potieby prilis slozity a nevy-
hovuje zcela nasim pozadavkum na snadnou manipulaci a uchovavani pra-
covnich parametru, modifikaci vypocetnich algoritmu a dalsi funkce. Proto
jsme dali prednost tvorbé samostatného programu v prostiedi jazyka Borland
DELPHI, ktery umoznuje

e vizudlnim zpusobem (na obrazovce pomoci mysi) definovat strukturu
modelu, tj. jednotlivé uzly (stadia) a jejich spojeni

e zadavat a uchovavat parametry modelu ve formé databazového souboru
e vysledky simulace uklddat opét do databazového souboru

e graficky prezentovat vysledky simulace a sledovat je na obrazovce mon-
itoru

ijravou malé ¢asti kddu programu lze ptizptsobit funkci programu no-
vym metodam, které bude v budoucnosti potieba implementovat.
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