KOEFICIENT DETERMINACE
V REGRESI S CHYBAMI V 0OBOU PROMENNYCH

KAREL ZVARA

ABSTRACT. Koeficient determinace ize v linedrni regresi s absolutnim &lenem definovat
fadou zpisobi. Ktery z nich pouZit, kdy% chceme koeficient determinace pouiit v modelu
jednoduché linedrni funkén{ zivislosti?

0. Uvop

Kvalitu vysvétleni dat vySetfovanou regresni zavislosti méfime &asto pomoci koefi-
cientu determinace. Kdy% chceme tento pojem rozfifit i na jiny model zavislosti (ne
nutné regresni), miZeme se pokusit k tomu iéelu pouZit nékteré z dostupnych zobec-
néni koeficientu determinace. V tomto &lanku se budeme vénovat modeliim funkéni a
strukturni zavislosti.

Prvni z téchto uloh lze formulovat nasledovné. Necht

O A (S P e

jsou nezavislé niahodné vektory, v nichZ @, f,€£1,...,6n,0° jsou neznamé parametry.
V literatufe se v této souvislosti hovofi o funkéni zavislosti nebo o regresni prfimce
s chybami v obou proménnych. V pfipadé&, Ze bychom £;,...,£s chapali jako nezavislé
realizace nahodné velidiny £, 3lo by o strukiurni model a v (0.1) by bylo rozdéleni
méfenych veli¢in podminéné nezndmymi hodnotami &,,...,£,. Standardni pfedpoklad
£ ~ N (6.w?) by pak vedl k nepodmin&nému rozdéleni

¥ 6 w? +o? Buw? .
(yi)NN((a'*‘ﬂ&)’( Buw? 52“;2.;_0.2)), 1<28n,

V tomto pfipadé maji vSechny uvafované vektory stejné normalni rozdéleni s korelaénim
koeficientem Bur?
2

VW ¥ o) (Bt + o?)
Pii asymptotickych ivahach musime ve funkénim modelu pfedpokladat cosi o asymp-
totickém chovani parametrii £;,...,€a. Pfedpoklady

(0.2)

p

zplisobi, Ze mnohé asymptotické vyrazy budou ve funkénim i strukturnim modelu for-
malné stejné.
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1. DEFINICE KOEFICIENTU DETERMINACE

Pfipomefime nékolik moZnych definic koeficientu determinace. (Podrobny pfehled je
uveden napf. v [2].) Viechny definice vychézeji z pfedpokladu, Ze

yiNN(a'l'mi'ﬁtaz)’ 1£t<n,

jsou nezavislé nahodné veliiny, a, 8 a ¢? jsou neznamé parametry a z1,...,Zn jsou
dané vektory. Oznadime-li jako a a b odhady parametrii o a 8 metodou nejmensich
&tverci, Ize vyrovnané hodnoty poéitat pomoci

Ti=a+2'd, 1<i<n.

Rezidua u; se pak definuji jako u; = y; — y;. Souéet &tverch rezidui oznaéime symbolem
RSS.

Kdykoliv budeme v daliim textu psat explicitni vzorce pro jednoduchou regresni
pfimku nebo pro model z Uvodu, bude uZiteZné oznaleni

See=) (zi—2, Sey=) (zi—2Nwi— ) Sp= (wi—9
i=1 i=] i=1

Szz = Szz/n, S:y = Szy/n, syy = Syy/n.

1.1. Vime, Ze linearni regresni funkce maximalizuje koeficient mnohonidsobné korelace
- mezi ndhodnou veliinou (zdvisle proménnou) Y a nezdvisle proménnymi X. V pii-
padé jednoduché linedrni regrese jde o klasicky Pearsontv korela¢ni koeficient. Ctve-
rec maximalni hodnoty vybérového koeficientu mnohondsobné korelace se pak nazyva
koeficient determinace a znad R?. V pfipadé mnohorozmérného normaliniho rozds-
leni (Y i X chipeme jako ndhodné) je R? konzistentnim odhadem &tverce koeficientu
mnohonasobné korelace pir' x - Je znamo, Ze tento koeficient mnohonasobné korelace je
roven Pearsonovu koeficientu korelace mezi nahodnou veli¢inou Y a jeji nejlepéi linedrni
predikci pomoci X, kterou miZeme oznafit symbolem Y{X). Tento vztah plati i pro

vybérové protéjiky, takZe je také |

(1.1) Ri=rls

S -iE—P)
Y =P T (T - 9P

Specialné pro jednoduchou regresni pfimku dostaneme

2 _ 53312
(1-2) B = SzxSyy’

1.2. Jind interpretace koeficientu determinace ma pivod v analyze rozptylu. Kdyz se
snaZime vysvétlit variabilitu ndhodné veli¢iny ¥ pomoci funkce konkrétn{ realizace
nahodného vektoru X, zjistime, Ze nejlep$im prediktorem f’(a:) je podminéna stfedni
hodnota E(Y'|X = ). V pfipadé sdruZeného normalniho rozdéleni je tato stfedni hod-
nota linearni funkeci vektoru . Bez ohledu na pfedpokiad normality plati pro rozptyly
vztah

(1.3)  va(Y) = var(Y.z) + var(Y{z)).

-



Veli&ina

var(Y.z)

var(Y)

ukazuje, jak velky dil variability ndhodné veli¢iny Y vysvétluje linedrni zavislost. Vy-

bérovym protéjskem posledniho vztahu je alternativni definice koeficientu determinace
RSS

. o 2 127
(1.4) . B=1-go

1 -

Neni téZké dokézat, Ze v doposud uvaZovaném modelu plati R? = R3.

1.3. Dalsi dvé vyjadfeni koeficientu determinace odvodime z testd hypotézy Hy : B8 =
0. Inspiraci lze najit v [3]. Klasickym postupem je test pomérem v&rohodnosti. SdruZena
hustota ndhodného vektoru y je rovna

h(y) = (2ra®)™* exp (— S i-a- z."ﬁ)"'/(%’)) ;

i=1

takZe logaritmus vérohodnostni funkce je roven

(e B,0%) = ¢ - 3 In(0?) - 3 Z(y. @ -z B).

=1

Maximalizace da pro «a, 3 odhady totoZné s odhady metodou nejmensmh étvercli a 02 =
RSS/n. Vysledna hodnota logaritmu vérohodnostni funkce je rovna I = & -3 2 In o2,
Podobné za platnosti hypotezy Ho : 8 = 0 dostaneme odhady @ = § a o? = Syy/n.
Proto je T=cy - —lna*

Znamy asymptouck} test pomérem vérohodnosti je zaloZen na statistice 2(7-— T),
ktera ma v regularnim pfipadé za platnosti testované hypotézy asymptoticky rozdéleni
x%. V nasem pfipadé dostaneme

T-T= -T;—(lnur2 —~1Ineo?)
__n, RSS
2 Syy
= —ZIn(1 - RY)
Odtud snadno dostaneme novou definici koeficientu determinace
(1.5) R:=1-exp (-%(?- T)) .

1.4. Walddav test hypotézy, ktera tvrdi, Ze g(€) = 0 (kde g(8) je vhodna hladka funkce
a 8 je vektor neznamych parametri), spoéiva v tom, %e do této funkce zkusime dosadit
maximalné vérohodny odhad vektoru parametri a vezmeme v iivahu jeho asymptotic-
kou varianéni matici:

= 9(6) (varta(@)) )



Za standardnich pfedpokladi regularity je asymptotickéd varianéni matice odhadu
@ déana inverzni matici k Fisherové informaéni matici. V nasem konkrétnim pfipadé
linedrni regrese je maximilné vérohodnym odhadem vektoru 8 odpovidajici odhad b
metodou nejmensich &vercl s varianéni matici

var(d) = o? (i z.-zi')
il
= (X'X)™".

PouZijme opét odhad o? = RSS /n. ProtoZe v uvaZovaném piipadé plati RSS =
Syy — ' (X'X) b, po malych tipravich ovéfime, e i ndsledujici definice koeficientu
determinace je ekvivalentn{ v pfipadé linedrni regrese s definici (1.4) :

154
W+n'

1.5. S poslednimi dvéma testy (pomérem vérohodnosti a Waldav test) se v uebnicich
uvadi asto jeSté dalSi, s nimi asymptoticky ekvivalentni test, zalofen} na ovéfeni,
zda je pfisluSny Lagrangetiv multiplikitor dostateéng blizko nule (viz napf. [3] nebo
(6e.3.6) v [4]). Oznatme jako v(8) vektor parcilnich derivaci logaritmu vérohodnostni
funkce a jako F*(#) odpovidajici Fisherovu informaéni matici pfislusnou n pozorovanim.
Oznaéime-li jako § maximslng vérohodny odhad vektoru parametri za hypotézy, pak
mi Raova statistika tvar . |

(1.6) Rl =

S = v(6) (1?‘*(5)) ~ o).

Po uréité namaze dostaneme
1 ' 1'(y-al - XB)
V(a,ﬁ,62)=7 X'(y-—al-—Xﬁ) ’
@ —(1/n)+(y - al - XB8) (y - ol — XB) /(20?)

, (11 X 0
Fle,8,0)== | X1 X'X 0 .
Vo 0 nfee?)

PouZijeme-li toho, Ze za platnosti hypotézy Hy: 8 =0 je

a—r

p J—

dostaneme po tipravach

R.S‘S).

¥y

S=n (1 -
Ziejmé je tedy souvislost s koeficientem determinace dana vztahem

(1.7) | o '._Rg=%s.



2. FUNK&NI MODEL

Vratme se k funkéaimu modelu z tvodu. Zlogaritmujeme-li sdruZenou hustotu na-
hodného vektoru z, y, dostaneme logaritmus vérohodnostni funkce

{a,B,0%,£) = —nlIn(27) - nln(c?) — -2-}5- [Z(za -&)P + Z(y: —-—a- 66.-)2] .

Pii hledini odhadd metodou maximailni vérohodnosti dostaneme dostaneme soustavu
rovaic '

(2.1) Z(yi —a - ) =0,
_ =1
(2.2) > &ilyi~a—pE) =0,
i=l
(2'3) (Ii“fi)+(yi-’a—365)=0, ISiSn,
’ 1 n n
(2.4) **:7 +t57 [;(zi -&Y + I;(ye -a-— ﬂf.')zJ = 0.

Ze vztahi (2.1) a (2.3) dostaneme po Gpravich

- I~
(2'3) ;;ff*z!
a:g—-ﬂf,
(26) =it 1o (-0 - (B —2), 1<i<n,
(2.7) f=tt o m (@ - +Bu-7), 1<i<n

KdyZ odtud dosadime do (2.2), pak s vyusitin (2.1) dojdeme ke kvadratické rovnici
pro f:

(2.8) Szyﬂz ~ (Syy ~ Sz:)8 - S,y =0,

Lze dokdzat, Ze vérohodnostni funkci minimalizuje pouze jeden kofen této kvadratické
rovnice {pfedpokladime S, # 0):

-~ (Sw - S:::) + \/(Sn - “)2 + 453;
(2.9) g = 55 :
“dzy

Pfi dalsich dpravich je uZiteéné védét, ze z (2.8) plyne vztah

(2‘10) syy - 255.',;; + Ezsxz = (1 + B‘z)(syy - Eszz)-



Odtud je mimo jiné

RSS, =3 (vi-a-B&)"

i=1
, . _
(2.11) | = 1+ 5° (Syy — BSzy),
m 2
RS5S; = Z (I:' - 6:)
i=1
| B2 “
(2.12) | = 'i'_TE;(sw — BSzy),
takZe je dohromady |
' RSS,4, = RSS, + RSS,
(213) = Syy — BSey.

V této souvislosti je zajimavé si pfipomenout, Ze u klasické regresni pfimky plati
RSS = Sy’ - bs:,-
Dosadime-}k z (2.13) do (2.4), dostaneme odhad parametru o?:

32 — RSS:+,
T 2n

_ Syy — Bszy

= .

Uvé.ifme-li, Ze za predpokladii uvedenych v ivodu konverguji velitiny sz, 5z, 3 vy podle
pravdépodobnosti k prvkim varianéni matice, totiz po fadé k vyraztim

w402, Bu?, B+ ol
zjistime konzistenci odhadi &, 8. Ov3em dale zjistime, Ze je

plim s? = plim Syy — Bszy

2
_ ﬁzwz + 02 — ﬂﬁwz
- 2
'0'2
b ?,

Konzistentnim odhadem parametru o2 tedy bude nikoliv s2, ale

(2199 §3=£S_f_’ﬂ

= Syy — Bszy

Nyni nalezneme vyrazy pro R? podle jednotliiry'ch vztahl z 1. kapitoly.



2.1. ProtoZe je podie {1.5) priimérni hodnota odhadd é: totozni s %, plati nutné § = 7.
- Daéle je '

Wi -G =9 =Y (v - @+ BE ~ §)
i=1 =1

=S (v - DAE-2)

=1 -

=- f = g(y,- -9 ((=: - 2)+ Blvi - 7))

(Sey +854)

)

1+ 82

takZe po dosazeni do definice (1.1) dostaneme po malé tipravé

= SutBSp)
7 Syy(Sze +2BSey + 52Syy)

=

S vyuzitim skuteénosti, Ze p je feSenim kvadratické rovnice (2.8), 1ze posledni vztah
zjednodusit na

= E Esy! + Szy
S + B2 Syy

(2.15)

2.2. Do vztahu (1.4) snadno dosadime misto reziduilniho souétu étvercd vyraz RSS,,
coZ vede k

RSS
2 =1- "
=1,
_ Syy = Bszy
(14 5)syy

= Ly .

=1

Symboly y v indexech jiz naznaéily nasledujici “kacifskou” mysienku: misto vyévét-
lovani pouze hodnot velitiny Y se pokusit vysvétlit variabilitu obou méfenych velidin,
protoZe obé méfime s ndhodnou chybou. To vede k vyrazu

11&95:-{.
2.1 2 =1 ETY

_ Sn - ﬂsrr
S:: + Syy ’

_ Szz + ﬁszy
Sz + Spy

=]



Jake cvideni nechavam &tenafi ovéfeni tvrzeni, Ze stejny vyraz dostanemse, kdy% vyjderae
~ z definice (1.1). |
Je zajimavé porovnat uvedené dvé verse koeficientu determinace R2. Po snadné tpra-
vé, s vyuZitim skuteénosti, Ze s pravdépodobnosti 1 je RSS;:., > 0, zjistime, Ze s prav-
dépodobnosti 1 plati ekvivalence
(217) R, <R, & B < ;ﬁ-
1

2.3. Odhady parametri metodou maximélni vérohodnosti jsou uvedeny v fivodu této
kapitoly. Dosadime-li tyto odhady do logaritmu vérohodnostni funkce, dostaneme

I=-n In(syy - E&r)-
Za. platnosti hypotézy Hp : 8 = 0 vyjde zfejmeé
G=¢, L=z, 1<i<n.
Podobné jako drive dostaneme, Ze odhad .
o = Syy

je konzistentnim odhadem rozptylu o2. Je tedy (s uvdZenim, Ze tentokrat mame k dis-
posici 2n pozorovani)

(2.18) R =1-exp (— Li- T)) ,
~ 1 Syy —Bszy,
Syy
= gz
Syy

V této souvislosti je zajimavé, Ze v klasické situaci lze koeficient determinace (1.2)
upravit do podobného tvaru _
. R? = pizr.
Syy
ProtoZe je R? > 0, plati ekvivalence

R} >r2 @ 1Bl 2 bl

Lze oviem snadno dokazat, Ze nerovnost na pravé strané plati vidy, kdy je sz > 0.
MiiZeme tedy s-pravdépodobnosti 1 tvrdit, Ze je

(2.19) S R3>r.’

S vyuZitim skutecnostl e s ptavdepodobnostl 1 musi byt sw - ,@s,y > 0, snadno
zjistime, ze je -

220 ﬁsg#'
(2.21) - - RI<R:.,



2.4. Abychom spotitali Fisherovu informaéni matici F, vyjidfime nejprve jednotlivé
derivace logaritmu vérohodnostni funkce pomoci nihodnych veli¢in

()= (22) (@) ) e

Snadno tak dostaneme

Oa o2 pa
a 1
3—5=02 'Z-_-;E.-c,,
g-f-'f- “(fite) 1<i<n,
ol 1 1 [
307 = "5z ﬁ(Z(ef'Fff))
i=1
Odtud postupné vyjde
E(ﬂ _n
a) ~ o?
E(—l El_) - E:;lfi
Ja ap g? '’
((2)(&)-4 r5ien
| al\ [ ol
£ (2) () =
£(2) - T
88) = o2
(3)(2)-%. 15i5n
ol [
E(EE) 5;;):0,
L A2
E(:é) (3361)= 1+2,6 bij, 1<i,j<n,



Informa#ni matici vztaZenou k ~vi=oru parametri (a, 8,§1,- ... &n, 0?) tedy Ize zapsat
Jako . ‘

- Z & f N | 0

1 (<5 S e o
(222) F=Z|73 % a+en o
' ' S\ 2 0 o n/o?

ProtoZe se hypotéza vztahuje k ‘edinému parametru f, stadi, kdy? nalezneme prvek
na misté (2,2) matice F~!, O=aéme levy horni roh této inverzni matice rozméru
2 x 2 symbolem Q. Vzhledem k specidlnimu tvaru invertované matice plati podle éasto
pouZivaného vzorce pro inverz macice rozdélené na 4 podmatice (viz napft. [3], str. 33)

0?20~ = ( n Xfi) _ & ( n Zfi)
T ) 1+p\Ta S )
__1 . n Ef-')
T1xFE\Zs Te )
Odtud je hledany prvek inverze Fisherovy informaéni matice roven
_ .2 2y I
qf.‘ =0 (1+ﬂ )detQ’
=t 1B
Y& —¢p
Opét si pfipomefime klasickou regresni pfimku, kde plati
: 1

var(b) = 0’2 m.

Z (2.7) plyne, ze Je.

i(fi - = Sk 2/95,: + 35y, )
. i=] (1 + ﬂ?) 2

Waldova statistika W Jje tedy rovna

5

(2.23) W= =

var(f)

-

| o¥(1+ 32y

Zbyva zapsat koeficient determinace podle (1.6), kam dosadime skutedné n (jmenovatel

Z pouZitého konzistentniho odhadu rozptylu o2) a nikoliv podet pozerovani 2n. Po
dpravich vyjde :

(Sec + 28Sey + 525,,).

W
W4n

- ﬁz Srz + 238.—., + 528!,,
1+ ﬂZ (1 + ﬂ! + ﬂ‘)(syr - ﬁszy) + 62(3,, + Sy_,,)

(2.24) R? =

231 -



]

2.5. Za platnosti hypotézy dostavame konzistentni odhady ve tvaru

-~ ~ —

E=ﬁ, ﬁzoa £=Z, 03:3!!’

cof vede k

Syy ¢
0
* = 0 0
~ 1 * ST oo 0
-1 _ > zz
FO7=7-1o ¢ 1 o |
0 0 0 su/n

kde jsem oznadili hvézditkou ty vyrazy, které v daliim vypoétu nepotfebujeme. Po
upravé tedy dostaneme
' S2

=3y
S= nS,,S,,’

cof po dosazeni do (1.7) d4 moZnd ponékud piekvapivy vysledek
S?

Iy

SzzSyy

R
= 1“:’.

(2.25) R =

3. PRIKLAD

Numerickou ilustraci provedeme na znamych datech o koncentraci kyseliny mlééné
v krvi u matek (2} a u jejich novorozencti (y) (viz [1]). Na obrazku je vyznageno vycho-
zich 6 pard pozorovdni, souvislou Zarou je vyznagena standardni regresni pfimka pro
zavislost y na z, &irkovang je vyznalena piimka spocitana podle 2. kapiioly i s odhad-
nutymi body o soufadnicich (£;, ;) na této pfimce. Na silnou zévislost ukazuji hodnoty
koeficientt spocitanych podle (2.15), (2.16), (2.18), (2.24) a (2.25):
R}, =061,
R}, 4y = 0,968,
R2 =0,929,
R} = 0,881,
R} = 0,874.
Pro zajimavost, statistiky W, S a 2(?-—7), které asymptoticky maji za platnosti hypotézy
stejné £? rozdéleni s jednim stupném volnosti daji
W =445,
S$=52
o(T-1) =159.
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OBR. 1. Koncentrace kyseliny mlééné [mg/ml]
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