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Abstrakt: Vo véeobecnom linedrnom modeli s varianénymi a kovarianénymi komponentami odhadujeme lineirnu
funkeiu parametrov druhého radu G9, pricom G je matica typu s X p, za obmedzujicich podmienok na parametricky
priestor danych mnozinou © = {J € R? : RJ € 1}, kde R je dani matica typu ¢ X p, ¢ < p, plnej hodnosti a Q je
kompaktna symetrickd podmnoiina priestoru RY.

Aplikiciou tzv. linedrneho pristupu k odhadovaniu parametrov druhého radu a vieobecnych vysledkov linedrnej -
teorie je odvodeny exphclt.ny tvar minimaxného linedrneho odhadu funkc:e G? v linearizovanom modeli v pripade,
e parametrickd mnoZina spifia neiplné eliptické ohraniéenia.

Khicové slova: Lineirny model s varianénymi a kovarianénymi komponenta.:m linearizovany model, MINQE(U,I),
MINQE(U,I) s ohraniceniami, ©-MILE.

1. Uvod

n-al I

Problém odhadovania kovarianénej §tmktnry, resp. linedrnych funkcii varianénych a kovarianénych kompo-

nentov je pomerne doleZitym medzistupiiom v procese linedrnej tatistickej inferencie.

V literatiire sii najéastejiie uvidzané kvadratické odhady parametrov druhého ridu. MINQUE meté-
da, (MINQE(U,I) — Minimum Norm Quadratic Unbiased Invariant Estimator, odhad zaviedol C. R. Rao
v pracach [4] a [5]), patri medzi najuniverzilnejiie a najefektivnejsie metédy odhadovania varianénych
komponentov. Za dopliujiceho predpokladu o normalite rozdelenia vektora pozorovani je MINQE(U.I)
optimalny odhad. Tento odhad je viak lokdlny, t.j. zavisi od apridrnej volby neznimych parametrov.
Podl'a mnohych teoretickych a simulaénych stidii sa viak ukazuje, Ze citlivost’ odhadov na apriérnej volbe
parametrov nie je prilif vyznamni. Naopak, v mnohych pripadoch vie experimentdtor spol'ahlivo uréit’

‘oblast’, v ktorej sa neznime parametre nachidzaji.

V tejto prici skimame minimaxné ,linedrne” odhady (MILE) lineirnej funkecie vektora varianénych
a kovarianénych komponentov ¥, ktoré navyse spifiaji systém ohraniceni danj mnozinou © = {# eRP:
RY € 0}, kde R je dana matica typu ¢ X p, ¢ < p, plnej hodnosti 2 ) je kompaktnd symetrickd podmnozina
priestoru RY. Pri odvddzani tvaru odhadu vyuZijeme tzv. linedrny pristup k odhadovaniu varianéaych
komponentov ako bol zavedeny v pracach [9] a {10] a nasledne vysledky linedrnej tedrie — postupy pri
odhadovanf lineirnej funkcie parametrov prvého ridu so systémom neiiplnych ohranieni, pozri napr. {3},

1] a [2].
2. Zikladné pojmy a ozna&enia

2.1. Vieobecny linedrny model

Uvazujme vseobecny linedrny model s varianénymi a kovarianéngymi komponentami y = X8 +¢, kde y je n-
rozmerny vektor pozorovani, X je znama (n X k)-rozmerna matica plinu a 8 € R* je k-rozmerny neznimy
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vektor parametrov prvého ridu. Vektor nihodnych chyb £ ukryva v sebe celt kovarianénd Struktdéru
vytvorend napr. nihodnymi efektami. Budeme teda predpokladat: E(e) = 9; a linedrnu 3truktiru kovar-
ianénej matice {ako funksin nezna'.mych parametrov druhého ridu — varianénych a kovarianénych kom-
ponentov): V(9) = E(ee’) = 17, 9;V;, kde V;, i = 1,...,p, oznatuji znime symetrické {n x n)-matice -
a vektor # = (¥;,...,9,) je vektor neznimych parametrov druhého ridu, ktoré jednoznaine uréuji celd
- kovarianénd Struktiru. Prirodzenym parametrickym priestorom je mnozZina © = {? € R? : V(9) > 0},
t.j. do parametrického priestoru patria len také vektory ¢, pre ktoré je kovarianéni matica V() pozitivane
semidefinitni. Predpokladime tiez, ze © obsahuje otvoreni podmnozinu. Potom mozno Fahko nahliadnat’,
Ze parametrickd mnoZina © vytvira v euklidovskom priestore R” konvexny kuzel.
Normalitu rozdelenia vektora y nebudeme vo vieobecnosti predpokladat’, predpokladime len existen-
ciu matic tretich a stvrtych momentov, t.j. E(c@ee’) =& a E(ec’ @ ee’) = ¥. Kvoli Jednoduchosn, vysiie -
popfsa.ny model budeme zapisovat® struéne v tvare

, :
(’!xﬁlz ol“,l) . . ‘ . (I) )
=1 q .

2.2. Podmnozina parametrického priestoru

Nasim ciefom je odhadovanie linedrnej vektorovej funkcie Gi? parametrov druhého ridu, kde G oznatuje
(s X p)-rozmernié maticu plnej hodnosti, (peciilnym pripadom je jednorozmerni funkcia g't, g € R?).
Pritom predpokladime, Ze experimentitor vie dostatoéne spolahlivo vymedzit’ podmnozinu parametrického
priestoru, v ktorej sa skutoZny ale neznimy parameter ? nachidza.

Budeme sa teda zaoberat’ problémom odhadovania lineirnej funkcie G s ohraniteniami na parameter

? v tvare mnoZiny .
9'= {9 eRP: RY €}, ' (2)

kde R je (¢ X p)-matica plnej hodnosti, a @ C RY je kompaktns a symetricki mnoZina.
~ Rozliujeme niekolko specidlnych pripadov: V pripade, e matica R je typu p X p, (speciilne R = I),
hovorime o plinyjch ohraniceniach; v pripade, ze ¢ < p hovorime o éisstoényich (nesipingch) ohraniceniach
vektora parametrov.

7
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Obrdzok 1: Priklad parametrickej mnoZiny Ov pn‘pé.de dvojrozmerného vektora parametrov ¥ = (¥, 93)":
a) 1iplné eliptické ohranitenia; b) neiplné eliptické ohraniZenia; ¢) lineirne ohranicenia.

Viimnime si, Ze mnozina © = {¥ € R” : (¥ — JoYH(P — o) < 1}, t.j. pripad eliptickich ohranicens
na parameter ¥ (so stredom v bode 9g), je specidlnym pripadom mnoziny (2), kde sta&i zvolit’ H = R'R,
~ pritom hodnost’ matice H je q, R je typu ¢ X p a Q je jednotkovi gula v R? so stredom v nule. Ak = {0},



potom o= {9 € RP : R(¥ - Vo) = 0}, a teda ide o pripad linedrnych ohraniéens na parameter #. Vhodron
volbou matice R a mnoiiny {) moZno ziskat’ d’a.l§1e zaujimavé typy ohranieni, ako nzpr. chranifenie ien
uréitého subvektora vektora 9.

2.3. Linearizovany model

V pracach [8], [6] a [10] bol s vyuZitim tzv. linedrneho pristupu k odhadovaniu varianénych komponentov
odvodeny (Vg, ¥o)-lokdine najlepsi’ linedrny nevychgleny inverianing odhad ({90, ¥o)-LBLUIE) linedrnej
funkcie g'd, g € R®, so systémom linedrnych podmienok R(¥ — dp) = 0. Taktiez bol odvodeny odhad
metddou najmensich stvorcov (LSE) v tzv. linearizovanom modeli, v ktorom parameter 9 uz vystupuje iba
ako parameter prvého ridu, (pozri tiez [7], [8] a [11]). Bolo tiez dokdzané, Ze za predpokladu normality
rozdelenia vektora pozorovani y sa odhad LSE zhoduje s odhadom v,-LBLUIE.

Nech #p a ¥ oznaéujl'x pevne zvoleny bod v parametrickom priestore a maticu itvrtych momentov.
Oznatme Vp = V() = 7., #oV; kovarianéni maticu v bode 9. Oznatme Ty = Vp + X X' a nech U
je takd matica, ze Tg" = UjUs a UoTolU} = I, pritom T oznatuje Moorovu-Penroseovu g-inverziu matice
To. Dalej nech My = I - UpX(X'TF X )*X'Us a nech Fp je taks matica plnej hodnosti m, ze Mo = FyF}
a FjFy =

m-rozmerny vektor z = FylUpy je mazimdlnym invariantom vzhladom na grupu posunutf v strednej
hodnote. V d'aiSom budeme pracovat's hypervektorom z ® z = veczz’ (,®” oznatuje Kroneckerov siéin

matic resp. vektorov; operitor »vec” usporiada stipce matice pod seba). Potom plati:
E(veczz') = (vec RUVIUF, .. ., vec FaUoV,oUg Fp) ¥ = Q; - (3)

cov(vec 22') = (Fyllo ® FaUo)¥(Filo @ Filo) — (vec FylioV (9)ULFo)(vec RUoV()UsFRo) = £(9,9). (4)

Pre pevne zvolené ¥y a ¥p oznaéme Lo = I(¥o, ¥o) kovarianénit maticu vektora vec zz'. Nech kvoli
jednoduchosti plat{ R(Q) C R(Zo), (R(A) oznatuje linedrny pnestor generovany stfpcami matice A). Potom
lineirny model s neznimym parametrom ¢

(vec 22/, @9, o) | ()

nazyvame linearizovanym modelom v bode (dg, ¥y). V nasledujicom. pri uréovani lineirnych odhadov
linedrnej funkcie G, budeme zjednodusene predpokladat’ platnost’ modelu (5) v dostatoéne velkom ciolf
bodu ¥y parametrického priestoru.

2.4. MINQE(U,I) a MINQE(U,I) s linedirnymi ohranic¢eniami R(¥ - Jp) = 0

V pripade normality pévodného vektora pozorovani y plati nasiedujica rovnost® ToQ = 2Q (pozri [9)),
a teda je splnend postacujica podmienka £oQ € R(Q), aby kovarianéni matica £g v linedrnom modeli
{5) mala tzv. jednoduchi Raovu struktiru. V lineirnom modeli s takou kovarianénou maticou plati, ze
odhad metédou najmensich Stvorcov je zhodny s najlepéim linearnym nevychylenym odhadom lineirnej
odhadnutelnej funkcie, (t.j. LSE=BLUE). | |

Odhadujme linedrnu funkciu G v modeli (5) metédou najmensich stvorcov. Nech G € R(Q'Q),
resp. G € R(Q'Q + R'R), (nevychylene odhadnutel'nd funkcia bez podmienok, resp. s linedrnymi pod-
mienkami). Potom G je LSE odhad a G je LSE odhad s linedrnymi ohraniceniami R(# — do) = 0,
R(R') C R(Q"), (3pecidlny pripad parametrickej mnoziny O), lmearne_; funkcie G¢, pricom

Gﬂ_ = G(Q'Q)_"’Q’vec‘z =GK*q, ' (6)
Gy = vGanl(AfIRl‘Q'Q.‘IRl)+MRIQ’ vec_zz' + G = G(Mp K Mp)*q + GV, (7)



kde Mpr = I — R*R, K je tzv. kriteridlna (p X p)-matica s prvkami K = te(MVoM )*tV:(MVoM)*V;, ™
ti=1,...,p, kde M = I —= XX*; a napokon — ¢ oznatuje p-rozmerny vektor kvadratickych foriem,
prizom g; = yY(MVoM)*V{MVM)ty,i=1,...,p.

Odhad G9 sa zhoduje s MINQE(U,I) funkcie G¥. Kvéli analégii, odha.d Gt? budeme niekedy nazyvat'
MINQE{U,I} s linearnymi ohraniZeniami R(¥ — d9p) = 0. Vektor kvadratickych foriem g mi zviitne
postavenie. Nazyvame ho MINQE(U,I} vektor q.

Ak nebudeme predpokla.da.t’ norma.htu, potom odhady

Gv c:(c,}':z0 Q)*Q'Ty vecz?, (8)
G¥ = G(MpQ'S;QMp)*Q'Sy veczs' +Gdo, (9)

s (Jg, \I_'_g_)-lokélne najlepsie odhady funkcie G bez ohraniteni, a s linedrnymi chrani¢eniami R(9—19p) = 0.
Odhad G9 — Gy nazgvame aj ker(R)-BLUE v modeli (5).

3. O-minimaxné linedrne odhady v modeli (veczz’, 29, 5o)

©-MILE funkcie G¢ v modeli (veczz’,Q9, o) je taky linedrny odhad L* vec:z2’, pricom L* je (s x m?)-
matica, ktory minimalizuje kvadratickd stratovd funkciu rg(L,?), (napr. stredni kvadratickd chybu —
MSE), t.j.

L veczz' = mf sup re(L,¥), (10)

pricom 7G(L,¥) = Ey((L veczz' = GU)Y(L veczz' = G¥)) = te( LEoL') + tr ((LQ — G (LQ - GY').

V pripade, Ze © je kompaktni mnoZina, (pripad tplnych ohraniteni), odvodil J. Pilz v [3] explicitny
tvar ©-MILE parametra 8 v linedrnom modeli (y, X8,V). Pritom vyuzil vzt’ah medzi minimaxaymi a
bayesovskymi odhadmi, (©-MILE je bayesovsky lineirny odhad pri najnevhodnejsom apridrnom rozdelens,
(Least Favourable prior), na mnoZine parametrov ©).

Vo vieobecnosti, pri neiplnych parametrickych ohrani¢eniach, (matica R je typu ¢ X p, ¢ < p),
parametrickd mnozZina © nie je kompaktnd mnoZina. V takom pripade sa méZe stat’, Ze neexistuje Ziadny
linedrny odhad L vecz2/, ktory by mal ohraniend MSE funkciz na mnozine 8, (t.j. supgee ra(L,9) = oo
pre vietky L). Obmedzime sa preto len na také lineirne odhady L vec zz/, ktoré maji ohranizeni MSE
funkeiu rg(L, 9) na O.

Oznaéme Lg = {L € R*™™ . supyep Tc{ L, ¥) < 0}, B. Heiligers v [2] ukdzal, e parametricki
mnozinu © = {J : RY € N} moZno rozlozit: © = kex(R)+ RL(R2), kde RL(2) = 6 = {Rpw 1w € Q}
Jje uZ kompaktnd mnozina, (R}, oznafuje minimum D-seminorm g-inverziu matice R, t.j. R = RRpR a
DRRpR = (RpAY D, pricom D = Q'EZ,Q). Potom sa di ukizat’ ze Lg = {L : LQMp = GMp}. Odtial’
lahko vidiet’, Ze Lg # 0 prive ked’ R(Mg/G’) C R(MaQ'QMp:).

Aj v pripade neiplnych parametrickych ohraniceni pri hl'adani tvaru ©-MILE funkcie G# vyuZijeme -
vzt'ah medzi MILE a bayesovskymi odhadmi pri najhorSom apriérnom rozdeleni na mnoZine @, (navyse sa
viak obmedzujeme na triedu linearnych odhadov L veczZ, L € Lg).

Nech u € Pg je apriérne rozdelenic na mnoZine ©. Potom bayesovsky linedrny odhad L, veczZ/,
L, € Lg, funkcie G¥ je dany nasledovne:

Lyvecss' = jaf /e ra(Ly 9) du(¥), (11)
kde fg rg(L,9)dp(9) = tr(LZoL’) + tr((LQ — G)RpN, (Rp)(LQ ~ G')') rg(L,N,). (¢ X ¢)-matica

N, = fn ww' dv(w) je momentova matica apriérneho rozdelenia v = x® na mnozine Q, (vzor rozdelenia u
v zobrazeni R). Oznaéme ako A mnozZinu momentovych matic vietkych apriérnych rozdeleni na Q.



N. Gaffke a B. Heiligers v pricach {1] a [2]} dokaizali, Ze pre apriérne rozdeienie reprezentované mo-
mentovou maticot N € A existuje v triede linedrnych odhadov L € Lo jednoznaépe uréeny bayesovky

- linedrny odhad Ly vec z2’ funkcie G, pricom

Lyveczz' = Loveczz' + Sgvecz?, (12)
Loveczz! = G(MpQ'SyQMp)*Q'Ty vecz?', (13)
Sgveczy? = GNQ(QNQ' + Lo)* vecz2'

| = Gh (@50 +7)" @550 @55 veess, (14)

kde ¥ = RpN(Rp). Pritom odhad Loveczz je ker(R)-BLUE v modeli (5) 2 odhad S4 veczz je
bayesovsky lineirny odhad funkcie GY na kompaktnej parametrickej mnozine 6 = R5(Q) s apridérnym
rozdelenim reprezentovanym momentovou maticou N = RpN(Rp), N € V.

Za doplitujiceho predpokladu o normalite rozdelenia y, (plati £9Q = 2Q), mame:

Lovecz = G(Mphk AMap)tg, (15)
- -\ +
Syvecz? = GN((2K)*+F)" K+q, (16)

kde K je kriteridlua matica a ¢ je MINQE(U,I) vektor kvadratickych foriem.

f)a.lej podla (2] plati: Odhad L* vec zz’ je ©-MILE funkcie G¥ v modeli (5) prive vtedy, ked’ L* =
Lo + §*, pritom Lgvecz2’ je ker(R)-BLUE a §* vecz2’ je ©-MILE funkcie G¥, 6 = Rp(Q). §"vecz =
Sy.vecz  kde N* reprezentuje na jnevhodnejiie apriérne rozdelenie na mnozine 9, (t.j. minimaxny odhad
vypolitame ako bayesovsky odhad s najnevhodnejsom apridrnym rozdelenim).

Vo vieobecnosti nie je jednoduché uriit’ explicitny tvar momentovej matice najrevhodnejsieho apri-
érneho rozdelenia parametrov ¥ € 6. Niektoré délezité 3pecidlne pripady si uvedené v poslednej Zasti.

3.1. ©-MILE v Specidlnych pripadoch

~ Pripad I. Linedrne ohrani¢enia. Normalita rozdelenia; odhadovand funkcia: G8 = G(§ — 9g), G €

R(K + RR'); parametrickd mnoZina @ = {§ : R = 0}; Rije typu ¢ X p, ¢ < p. (Ked'ze Q = 0 potom aj
0= Rp(Q) = 0, a teda ©-MILE funkcie G8 L vecz2’ = Lg vec zz’). ©-MILE funkcie G8 je dany vzt’ahom:

L"veczz' = G(Mg K Mp)*g. (in

Pripad II. Uplné eliptické ohranicenia. Normalita rozdelenia; odhadovana funkcia: ¢'¢ = ¢'(9 ~ dp);
9 € R(K); parametrickd mnoZina © = {8 : #H# < 1}, H } Je (p x p)-pozitivne definitnd matica: ©-MILE
funkcie ¢’8 je dany vzt'ahom:

L veczz = g'(H + K)'q. o 18)

Prfpad III. Neipliné eliptické ohraniéenia. Normalita rozdelenia; odhadb»ana. funkcia: 8 = (v - vp);
parametrickd mnozina © = {0:R'RS < 1}, Rj Jje typu 9Xp, g < p; kriteridlna matica A mi plni hodnost’
p. Ak matica N dand vztahom

_ 2+ tr(RK"'R’)
" w(RK-R)PE

(RE-*R)/* - RE-'R' (19)

_ je pozitivne semideﬁnit_né., potom'G-MILE funkeie # je dany vzt'ahom:

L7vecz = (MpKMp)¥q+ N° (K7 + v') 'K, (20)

kde N* = RpN(Rp)', pritcom Ry = K R/(RK~'R'Y"! je tu jednoznaéne uréeni g-inverzia matice R.
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