ODHADOVANI A TESTOVANI{
V REGRESNICH MODELECH PRO ZIVOTNOST

Petr Volf

Tento prispévek je vénovin metodim diagnostiky a testovani shody modeli a dat pro
modely intenzity (poruch, proudu udalosti). Pfitom intenzita miiZe zaviset na nékterych
vysvétlujicich veli¢indch, pujde tedy o modely regresni. Nejprve pripomeneme counting
(¢itact) procesy jako nastroj pro popis proudu udalosti (&i pro popis rozdéleni doby &e-
kani na urcitou udalost) ve spojitém Zase. Dile zopakujeme metody odhadi pro regresni
modely intenzit Citacich procesd, hlavné metody neparametrické, i kdyz toto téma bylo
- uZ podrobné popsano v prispévku pro Robust’92.

Zakladem pro posuzovani vhodnosti regresm'ho modelu je analyza rezidui (& rezidua-
la) - odchylek nameérenych dat od modelovych (predikovanych) hodnot. V nasem piipadé
miizeme rezidualy definovat nékolikerym zpdsobem, v podstaté jako odchylku individualni
(porovnavame-li doby &ekéni), & odchylku celé skupiny (to pak porovnivime spis frekven-
ce vyskytu udalosti). Pfedvedeme piedevsim jednoduché a Géinné grafické metody pro re-
gresni diagnostiku (tj. zejména pro porovnani chovani riznych podsoubori dat vzhledem
k modelu). Pouzité veliciny maji ale také vhodné asymptotlcke vlastnosti, které poslouz1
pii numerickém vyhodnocovani testi.

Klicova slova: &itaci proces, inteniita_., zobecnény rezidudl, Coxliv regresni model, Poisso-
nuv proces, neparametricky’ (jadrovy) odhad regresni funkce.

1. SCHEMA SLEDOVANT{ OKAMZIKU PORUCH, CITA.CI
PROCES

Pripomeiime si nejdiive nejastéjsi situaci ve statistické analyze doby pieziti. Mame na-
" hodnou velitinu T popisujici dobu do poruchv Tu sledujeme na n objektech. Casto ale je
pozorovani cenzorovano (je ukonéeno dfiv nez dojde k poruse - to je cenzorovani zprava).

Predpoklididme, Zze dobu do cenzorovani miizeme také popsat jako ndhodnou veli¢inu V.
Vysledkem pozorovani je n-tice (Y, &), i =1,...,n,kde ¥; = min(T,, Vi), & = 1[Y; < V],
T, Vi jsou vzdjemné nezévislé kopie n. v. T, resp. V. Piedpoklddime, ze n. v. T ma spojité
- rozdéleni na (0, o), s distribuéni funkci F(t), hustotou f(t) a intenzitou (rizikovou funker)
h(t) = f(t)/(1— F(t)). Cas zde zpravidla bézi pro kazdy objekt zvlast (nemuseji zacinat ve
stejny “kalendaini” okamzik). Naptiklad, sledujeme-li Zivotnost néjakych piz’étrojﬁ. “Cas
pro kazdy z nich bézi od spusténi pfistroje do jeho poruchy (&i do konce jeho sledovanj).

w



Intenzita je tedy jednou z moZnych charakteristik rozdéleni nahodné veliciny. Pfitom
ale tato charakteristika md uréité vysadni postaveni. Jak jeji jméno i definice Fkaji, in-
tenzita charakterizuje okamzitou miru rizika. Protoze ale uz i z fyzikilni podstaty véci je
vznik poruchy dynamicky proces (probihajici v ¢ase), musi intenzita h(t) v okamziku ¢
v scbé skryvat vliv celé minulosti provozu sledovaného pfistroje v [0,¢) na mozny vznik
poruchy v t. Tento aspekt je lépe vidét v nasledujicim schématu, ktery popise celou situaci
{a i situace obecnéjsi) pomoci apardtu nahodnych &itacich procesii (counting processes).

Counting proces Ny(t) je-bodovy ndhodny proces, probihajici v éase t > 0, ktery, fek-
néme, mé na zaitku hodnotu N1(0) = 0 a jehoZ trajektorie jsou po &dstech konstantni,
spojité zprava, se skoky +1. Takovy proces je tedy vhodny pro popis proudu nahodnych
udalosti (nepfipoustime-Li 2 uddlosti sou¢asné). Podstatné je (to predpoklidime), ze
to, zda v [t, ¢+ dt] nastane skok, zavisi pouze na historii spjaté s procesem v [0,¢). Oznai-
me o01(t) o-algebru (v prostoru elementarnich jeva Q,), kterd obsahuje pravé jevy z oné
historie v [0,1) relevantni pro dalsi chovéni procesu. Jde tedy o neklesajici posloupnost
o-algeber. nechf existuje takovd nezdporna, ohrani¢ena (a Leb. méfitelna) funkce A,, ze

(1) Pr(Ny(t + A) = Ny(7) = 1jou(t)) = ha(8) A + o(A).

Pak hy(t) je pravé intenzita counting procesu N;. Tady vidime, Ze v “okamzité” intenzité
je skryt vliv minulosti. /Vy(2) je nyni vlastné obecny Poissoniiv proces. Z takového popisu
vztahu procesu s historii (v té “historii” miiZe byt zahrnuto chovani celého prostiedi
kolem sledovaného objektu) plynou hned dalsi diisledky (podrobnéji viz P. K. Andersen a
spolupracovnici, Arjas, i Robust’92). Napiiklad existence rozkladu

MNi(t) = My(t) + Hy(2),

kde M,(t) je martingal a Hy(t) = _]; h1(s)ds je kumulativni intenzita.

Pti statistické analyze sledujeme zpravidla vice objekti, tedy i vicerozmérny counting
proces N(t) = Ny(t),..., N,(t). N;(t) nechf nacitd pozorované udalosti tykajict se i-tého
objektu (uddlosti mize byt samoziejmé vice za sebou - je spousta udailosti, které se
v Zivoté pfistroje i ¢lovéka nékolikrdt opakuji - napiiklad rozhodnuti prestat koufit, ze).
Obecné nyni kazdy counting proces mé svou intenzitu h;(), ale ptedpoklidiame, ze maji
spolecné historie o(t) = o1(t) @ - - - ® oa(t). Neboli, prostiednictvim této spolecné historie
jsou vyvoje jednotlivych objekti zavisié. Pak je tedy i nutné, aby &as t byl “spolecny”
Cas, nejlépe tedy Cas kalendaini, s t = 0 v momenté, kdy se zacalo s pozorovanim prvniho
objektu.

Ptedstavme si tieba ptipad néjakého zatizeni, v némz pracuje n prvku. Je jasné, ze
stav kazdého prvku ma vliv na intenzitu poruchy ostatnich. Nemuzeme tedy pominout
vliv spoleéné historie. Zarovei viak pro kazdy prvek bézi jeho individualni ¢éas s;, ktery
zacal v momenté jeho uvedeni do. provozu. Ten se v modelu pro intenzitu musi objevit
také, jako dalsi vysvétlujici promeénna. Intenzita poruchy pro -ty prvek by se pak nejspis



modelovala jako : :
(2) 0 k(t) = L) - A(Xa(t), si(t), t),

kde X; by byla zvolena funkce (asi A; = A, kdyby viechny prvky byly tého# drubu), Xi(2) =
vysvétlujici proménnd (kovariata) popisujici historii celého systému v [0, t), 5;(t) = t—S; =
individudlni ¢as (S; je moment instalace prvku) a kone¢né I;(¢) je indikitor = 1 kdyz je
prvek v provozu, [(t) = 0 jinak. Takto jsme se dostali vlastné k regresnimu modelu.

2. REGRESNI MODEL PRO INTENZITU, ODHADOVANI
REGRESNI FUNKCE

Vétsinou vystaiime s predpokiadem (stejné jako v pfedchozim piikladé), Ze intenzitu
i-tého counting procesu ovliviuji dalsi dva procesy, a to néjakd vysvétlujici proménna
X;(t) (jeii hodnota se miize — ale nemusi - ménit v ¢ase, mize to samozfejme byt vektor
kovariat) a indikator toho, zda je proces Ni(t) viibec pozorovan, Ii(t). |

Model pro intenzitu je pak k(t) = I;(t) - AM(t, X;(t)) (individudlni as s;(t) z predcho-
ziho pfipadu je vlastné jen jednou z komponent v X;(t). Samoziejmé piedpoklidame, Ze
- konkréini realizaci “dat™ [i(t), Ni(t) a Xi(t) (to potfebujeme jen v ¢, kde Ii(t) = 1) uz
plné zname. Funkci A(t,x) volime, a to je privé kimen drazu a diivod pro vyvoj metod -
testovani dobré shody. Nejzniméjsim regresnim modelem pro intenzitu je zfejmé Coxiiv,
8 A(2,X) = Ao(t) - exp B'x, kde Ao(t) je jakdsi zakladni (baseline) intenzita a vliv kovariat
je “loglinearni™. | |

Jesté k onomu problému se dvéma paraleiné bézicimi &asy: Samoziejmé, pokud vyvoj
kazdého objektu nezdvisi na historii objektd ostatnich, nemusi byt referenénim Zasem
¢as kalenddfni, ale je lep3i mit jako referenéni as individudlni, nebof intenzita pak zavis{
hlavné na ném. Napiiklad v oné zikiadni situaci sledovani doby preziti (viz zatstek &lanku)
1 kazdy counting proces N;({) béz{ od (individualniho) ¢t = 0, N;(0) = 0, ki(t) = h(2)- Ii(¢).

N;(t) zaznameni jeden jeding skok pravé v okamziku poruchy Y pfi §; = 1 (pfi cenzorovani
zistane Ni(t) = 0) a ob]ekt pfestane byt dile sledovin. neboln L(it)y=1v[0,Y], =0

vi>Y.

Tento piispévek je sice vénovan testovani modelii pro intenzitu, ale k testovani vetsmou
potiebujeme odhadnout neznimé &isti zvoleného modelu. Jen nékdy je moZné testovat
typ modelu na zakladé néjakych typickych vlastnosti, dobfe graficky (naptiklad) vyhod-
- notitelnych. To se tyka linearity, to se tyka i proporcionality rizika (tj. Coxova modelu

v piipadé, ze kovaridty nezavisi na &ase). :
Odhadovini fegresrifch funkci ve “vérohodnostnich modelech”, tj. takovych, Ze lze
sestavit vérohodnostni funkci a regresni funkce je parametrem tohoto likelihoodu, byla
‘vénovana &dst ¢lanku v Robustu’ 2, viz i Kybernetika (1993), Hastie, Tibshirani (1986),
‘Stone (1986 -1991). V modelech pro counting procesy mame k dispozici hned dvé véro-
hodnosti funkce. Ptedpoklddejme, Ze pozorujeme procesy Ni(t), L(t), Xi(t), i=1,...,n



v ¢ < [0,T). Uplny ¢ nedminény pozorovanymi procesy X, I) likelihood (vzpomen na like-
likood pro Poissontv proces) je

| n T
(3) =11 { I] 1y - exp— | h.-(s)ds} ,
i=1 LT 0
kde tedy hi(s) = I(s) - A(s,Xi(s)). Vidime, Ze likelihood je souéinem individudlnich
likelihoodil, jako kdyby osudy jednotlivych objektd byly nezavislé. Ony sice jsou zavis-
Ié¢ na spole¢né historii, ale jen prosttednictvim procesit X;, piipadné I; (tak byl v (2)
model vybudovan). Cili souéin pro L, vyjadfuje podminénou nezédvislost pri danych
X:(t), Li(t), t€[0,T).

Piedstavme si nyni, Ze pro funkci A ptedpoklidime néjaky specificky tvar, napiiklad
At,x) = a(a(t), b(x)), funkci @ znime, funkce a{t), b(x) je tieba odhadnout. To uz
muzeme zkusit s pomoc{ Iogafitmu vérohodnostn! funkce (3}, a to bud metodou postupné
maximalizace lokilni vérohodnosti (local scoring - Hastie, Tibshirani, Robust’92) - coz je
ekvivalent jadrovych odhadi, nebo po reparametrizaci funkci a, b, napt. kombinaci splind
(Stone). Pro nejcastéji uzivany model, multiplikativni (neparametricky Coxiv) s A(¢,x) =
Ao(t) - exp b(x) mame pro odhadovani regresni funkce b(x) k dispozici tzv. &isteénou
vérohodnostni funkci, jejiz logaritmus je

n T ex . n
4) €= Z'é log {"_ps.i(%“)@l} dN;(t), kde S(b,1) = ; I;(t) exp b(X;(2)).

1=1

Vime, Ze odhad kumulativni verze Lo(t) = f{: Ao(s) ds zakladni intenzity pak dostane-
me odhadem (Bresiow, Crowley)

©) wo=) [ 5o

Pfipomenme nyni metodu maxima lokélni{ vérohodnosti pro odhad jednotlivych slozek
aditivni regresni funkce b(x) = Y"1, bj(z;). (Ti. uvaujeme K-rozmérny vektor kovariat
a pfedpoklidame, ze vliv kazdé z nich na logaritmus intenzity je aditivni) - viz Robust’92.

Odhadujme tedy funkei b, v bodé =. Pro tuto chvili povazujme b,(z;) za konstantu
be(z) v néjakém okoli O(z), a Fesime rovnici

38; Re(=.b.t) ey
(6) abg(z} Zf {I[Xg,(t € O(z)] — expbe(= wS(b,i) }dN.(t)—O,

kde Re(z,b,t) = 37, 1{X, () € O(z)] exp {EH[ bi( X, (t))} - I5(t). P¥imo z rovnice (6)
se nabizi iteraéni krok pro ziskani nové hodnoty b/(z), mame-li uz néjaky “stary” odhad
viech komponent b, a to alespon v bodech X, (T), pokud I;i(T;) = 1 ~ tj. ve viech
pozorovanych hodnotach kovariat. Pritom ¢, j = 1,.... n. k=1,...,K, neboli musime



mit uloZeno n x n x K dat, pokud nepouzijeme néjakou interpolaci (a pokud jsou viechny
kovaridty proménné v ¢ase). Alternativni iteraéni krok by mohl byt zalozen na bézném
kroku Newtonova algoritmu s druhou derivaci, tak to doporuiuji Hastie a Tibshirani
(1986).

Zpiisob odhadu pouzival pohybujiciho se obdélnikového okna, neni tedy problém pou-
zit podobné néjakého okna obecnéjsiho (v praxi ddvdim pfednost piistupu s m-nejblizsimi |
sousedy, vysledné odhady funkef b;{z;) pak jesté jednou vyhladim).

3. REZIDUA A TESTY SHODY DAT S MODELEM

Jak jsme fekli v dvodu, pro hodnoceni toho, jak zvoleny model odpovn’dé skuteénosti (re-
prezentované daty) je nutné mit vhodné definovana rezidua. Jaks veli¢ina by mohla dobfe
odraZet odchylky modelu a dat v nasi situaci, kdy model je zadin intenzitou counting
procesu?

Vybereme dvé riizna pojeti rezidui, ktera ale samozfejmé budou mit leccos spoleéného.
To spole¢né je dino piibuznosti counting procesu s Poissonovym procesem. Vlastné, cou-

ting proces s intenzitou je obecnéjsi jen o tu podminénost (spoleénou) historii. Takze pii
retrospektiviim pohledu (kdyz uz realizaci oné historie zname), neni rozdilu mezi nimi.

3.1. Rezidua “individuiln{”, transformace na standardni Poissoniiv proces

UvaZujme i nadile n-slozkovy counting proces Ni(t), i = 1,...,n, na [0, T). Model necht
Jje zadan kumulativaimi intenzitami H;(t) = j; hi(s)ds. Predstavme si na chvili, Ze kazdy
proces mé nanejvy3 1 skok. Oznatme S; = sup{t € [0.T], Li(t) = 1}, 6 = 1 Je-h S;
 momentem skoku procesu Ni(t), §; = 0 jinak.

Neboli opét sledujeme néjakou n.v. T; ~ dobu do udalosti (skoku procesu N; (t)), ta
udalost je pozorovana s cenzorovanim, tj. pozorujeme {(S;.6;), i = 1,. ..,n. Piipomenme
si jesté onu podminénou nezavislost jednotlivych procesti. jakmile zname celou “historii”,
tj. jakmile plné zname intenzity v [0, T'). Necht H;(t) jsou “spravné” kumulativni intenzity.
Pak platl

VETA Nahodné veliciny Hi(T;), i =1,...,n maji standardni exponencialni rozdéleni
a jsou vzajemné (podminéné) nezavislé. (H ( .S' ), 6:) 3 JSO!.I vysledky ndhodného cenzorovani
zpra.va. veli¢in H;(T;). :

Podobné, pokud budeme uvazovat opakujici se udalosti, H;(t) ptedstavuje jakousi
transformaci Casu na as standardniho Poissonova procesu. Pokud Tj;, j=1,..., N(T),
Jsou okamziky skoku counting procesu N;(t), ktery mi kumulativn{ intenzitu Hi(t), tak
Hi(T;) jsou okamziky skoki pro Poissontiv proces s jednotkovou intenzitou.

Rezidua miizeme tedy definovat jako r; = Hy(T)/Ni(T), je-li Ni(T) > 0, neba pfimo
jako Hy(T) = H(5;) pro prvni piipad jediného skoku.



Peznamka: Veli¢ina z; = 1/r; charakterizuje jakousi latenci (nachyinost k porusej pro
i-ty objekt. Také se ji iika “frailty” (kiehkost) v analyze doby pieziti. Je spi§ zajimavé
tuto velifinu zjisfovat pro néjakou skupinu § objekti, protoze se éasto ocekdva, Ze troven
latence je specifickd pro objekty (pacienty) uréité kategorie. Pak, oznaéime-li Hs(T) =
Yies H(T), Ns(T) = ¥, Ni(T), je zs = N(T)/Hs(T) ona skupinové charakteristika
latence.

Mimochodem, z definice je vidét, Ze pokud zs # 1, je vhodné ji pfidat multiplikativné
k modelu intenzity. Vylepseny model intenzity pak je A7(t) = hi(t)- zs - 1fi € S].

PRIKLAD 1. Pro nedostatek prostoru budou piiklady k tomuto pfispévku jednodu-
ché a simulované. Nasimulovali jsme n = 20 nezavislych “dob do poruch™ T spliujicich
Coxtiv model s intenzitou ki(t) = aexp(z’ +y7), a =2, f# = ~0.5, v = 0.3. Hodnoty
kovariat z, y byly simulovany nezivisle a rovnomérné v (0, 10), resp. v (0,20). Hodnoty
T; byly tddu 1072 az 10'. Pridali jsme dva outliery T3 ~ 10¢, Ty, ~ 10°. Data nebyla
cenzorovana. Nyni jsme v souladu s pfedchozim textem pro kazdé i-té datum spoéetli
jackknifeovana rezidua r; = H7(T;), kde v H(t) jsou pouzity odhady parametrt o, 3, v
z celého vybéru bez i-tého pozorovani. Podobné jako se pro rezidua pii standardni analyze
regrese déla normalni graf, mizeme nyni néco podobného udélat pro rezidua rf - & pro
jejich dalsi transformace. Tak na obr. 1 jsou hodnoty u} = 1 — exp(—r7), coz by v ide-
dlnim pfipadé meéla byt realizace nezavislych veli¢in, rovnomérné rozdélenych na [0, 1].
Pasy kolem jsou sjednocenim nasimulovanych 90 % intervalu spolehlivosti pro potadkové
statistiky z 22 lenného i.i.d. vybéru s U(0,1) rozdélenim. Na obrazku 2 je tenty? piipad,
tentokrat po transformaci na standardni dvojité-exponencidlni rozdéleni, tj. s veli¢inami
d; = logr;.

Numerické metody testovani pro tento typ rezidui mohou byt zaloZeny na jakékoli
procedufe ovéiujici uréity typ distribuce napt. standardni exponencialni distribuci, nebo
gamma distribuci, zkoumame-li transformovany &as Hg(t). Je-li totiz Ts; ¢as do k-té
udalosti ve skuping S, md velicina Hs(Ts;) gamma (1, k) rozdéleni (je-li model “spravny”).

| 3.2, Vyuziti rozkladu “kompenzitor + martingal”

Ptedchozi metoda byla spis vhodnd pro mensi soubory dat, a pro zkoumani pfipadné
odlehlosti jednotlivych dat. Nyni popiseme grafickou metodu vhodnou pro testovani shody
dat a modelu pro intenzitu pro vétsi soubory dat. Pro testovan{ {oxova modelu ji navrhl
Arjas (1988) a ptimo v ni poéita s rozdélenim celého souboru na 2 {i vice podsoubort a
s testovanim pro kazdy soubor zvlasf. Metoda vychazi z uz zminéného rozkladu (stale na
0,7) .

| Hi{(t) = Ni(t) — Mi(t).



Necht nyni S C {1,...,n} je opét skupina (podsoubor) objektd, pak po seiteni pies
i € S dostaneme Hs(t) = Ns(t) — Ms(t). Graﬁcké testovani bude zaloZeno na porovaani
modelii (zde reprezentovaného kumulativnimi intenzitami H;(t)) a dat (Ni(t)), rozdil je
martingél (s nulovou stiedni hodnotou). Oznaéme nyni opét T's; k-ty pozorovany skok ve
~ skupiné S. Pak Ns(Tsi) =k a graﬁcka metoda. pfimo se nabizejici je porovnavat hodnoty
Hg(Tse) s k.

A pnpa.dé e piedpoklidime platnost Coxova. modelu, mame

i) = ] Ii(s) ho(s) exp b(Xi(s)) ds.

Pokud Ao(s) neznime, miZeme ji nahradlt odhadem (viz (5))

(.s) ds = ZdN (5)/5(b,5).

=1

Pak dostivime dosazenim do T Hs(t)

(1)  H3(t)= j [Zr(s) exp b{(Xi(s)) Zf(s)exp B X; (s))] ZdN (s).
i€S =1

To je ona pivodni Arjasova statistika. Pokud nezname ani funkci b, ale na.hradxme ji

“dobrym” odha.dem, bude graficky test mit stile svou diagnostickou cenu. |

PRIKLAD 2. - Zistali jsme u téhoi modelu jako v Pt. 1, tentokrit jsme nasimulovali
200 hodnot. Rozdélili jsme data na 2 pfiblizné stejné velké skupiny, podle toho, zda bylo
y; < 10 & y; > 10. Pro Obr. 3 jsme odhadli parametry g a 7 a zobrazili jsme pro obé
skupiny statistiku (7) vt = Ts (s b{z,y) = z# + y¥). Grafy hodnot H3(Ts:) pro obé
skupiny jsou blizko diagonaly, neni tedy diivod model zamitnout. Pak jsme “zapomnéli”
" na zavislost intenzity na y a zkouseli, zda nestaci model s b(z) = = 27 Vysledek, opét pro
statistiku (7) a skupiny {y: < 10} a {y; = 10} je na obr. 4. Grafy pro obé skupmy se
vzdaluji od diagondly H3(T's) = k, obrazek napovidi, ze model neni dobry a Ze intenzita
ve skutecnosti zavisi (kladné) na kovariité y (doby T's ve druhé skupiné s y > 10 jsou
znaéné mensi - cxh intenzita je tam ve skuteénosti znaéné vyssi - neZ predpokla.da. model).

3.3. Asymptotncke vlastnosti rezxdualu

V piedchozim pnstupu jsme vlastné sledovali chovéni skupmovych “reziduali” (které
jsme dostali jako soucet mdmdua.lmch odchyiek) Vs(t) — Hs(t). Pokud by model byl

“spravoy”, je Ns(t) Hs(t) = Ms(t) = ¥,;cs Mi(t), tj. martingal. Oznacme |S] = 3", 1
pocet. prvLu v S. Motivaci pro zkoumani a.symptotlky v tomto pfipadé je oéekdvani, Ze
15]-% Al s(t) spliuje néjakou verzi centrilni limitni véty.



Zkoumejme nejprve piipad Coxova modelu (stejné jako Marzec a Marzec, 1993),
AMt,z) = Ao(t) - exp(F'z). Reknéme, Ze jsme v situaci, kdy chceme otestovat, ze Coxtiv
model je vhodny pro nase data, ale nevime, ktery (s kterymi parametry). Budeme te-
dy testovat hypotézu Hy, Ze data odpovidaji Coxovu modelu s néjakym nim neznimjm
Bo, pouzijeme testovou statistiku H3(t) (pro podsoubor S i pro podsoubor doplikovy §
- tuto statistiku nelze pouzit piimo pro cely soubor, jak snadno zjistime, jeji hodnota
by byla vidy piimo k v T}, do které dosadime # = odhad Coxova parametrn. Ten
ziskdme standardnim zpisobem, z &isteéné vérohodnostni funkce. Lo(t) odhadneme do-
datecné, k testovani ji nepotiebujeme. Oznaéme D_;-(ﬂ t) = H3(t) — Ns(t), kdyz v H3(t)
je dosa.zena. hodnota . Oznaéme jesté Rs(8,t) = S & > ies Li(t) exp(BXi(t)), R(B,t) =
 2i=y Li(t) exp(8'X;(t)), R’ derivace R podle 8 (budou to p-rozmérné vektory, je-li p
dimenze 3). Stale ziistivime na t € [0, T}, Ao(t) tam predpoklidime ohrani¢enou.

PREDPOKLADY: 1. Nechf n — oo, |S| — oo tak, ze }S|/n — ¢ € (0,1).

2. Jsou splnény predpoklady B, D z Andersen a Gill (1982), potfebné k silné konzistenci
a as. normalité odhadu b. Konkrétné jde o to, ze existuji funkce r(8,t), r'(8,t) které jsou
stejnomérné (v t a v B v néjakém okoli fy) P-limity R a R’ (a také Rs a RY), piitom
r'=drfdBar>e>0.

Za téchto predpokladd, pfi hypotéze Hp pak plati:

VETA. (Marzec a Marzec, 1993). n=¥ D3(3,t) konverguje na [0, T} slabé (tj. v distri-
buci) ke (gaussovskému) Wienerovu procesu W(t), ktery ma varianci

var W(t) = g(1 — q) j (B, 5) Dols) ds.

Na zakladé tohoto vysledku mazeme tedy pro statistiku n"%D;-(ﬁt) sestrojit priblizné
pasy spolehlivosti v [0, T] (asvmptotickou variaaci odbadneme).

Jind situace by nastala, jakmile by v Piedpokladu 2 byly limitni funkce rizné pro
rizné podsoubory (tj. lim Rs # lim R napiiklad). Marzec a Marzec ukazuji, Ze stile jesté
man %Ds( B,t) limitni rozdéleni gaussovského procesu, ale uz nejde o Wieneriiv proces.

Piedstavme si nyni, Ze testovany model neni multiplikativniho typu, testujeme hypoté-
zu, Ze intenzita je Ag(Z, z), k testovani pouzijeme statistiku Ds()g,t) = Ns(t)— Hs(o, 1),
kde Hs(\ 1) = [I T.es [i(s) M5, Xi(s)) ds. Nyni je piimo n=% Ds(o, £) = n~F M s(t). Pro-
toze (viz 1. ast &i Robust'92} je var dM;(t) = [i(t) Ao(t Xi(t)) dt a cov(dM;(t), dM;(t)) =
0 pro i # j, je

var (|81 7 s(1)) /mzf.-(s),\o(s,xi(s))ds-

iES
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Predpoklad 3. Existuie L(A,s) = P — liy—un 1k Tics 1i(8) A(s, Xi(s)), a to stejno-
mérné v s € [0,T)] a pro funkce A(s, z) v néjakém okolf funkce Ay(s, z).

Samoziejmé piedpokladdme, Ze funkce A(s, z) jsou stejnomérné ohraniéené na [0, T] x
X {coZ je oblast hodnot z). Za ptedpokladii 1 a 3, je-li Ay “skuteénou” intenzitou pro nimi
pozorované counting procesy, konverguje ¥ Ms(t) slabé ke gaussovskému Wienerovu
procesu s varianci

qj;tﬁ(,\o,s)ds.

Jak to vypadi v ptipadé, kdy misto Ao musime pouit jeji odhad A? K testu nyni
pouzivame statistiku :
n~iDg(A,t) = nE(Ws(t) - Hs(h 1)) =
t
= n-YFs(t) + -} f 3 Lis)a(s, Xe(s)) = Als, Xi{s))] ds.
O ies
Tuhle situaci je asi lepsi rozebrat zvlasf pro konkrétni tvar intenzity.

Jesté malou poznamku k tomu, pro¢ jsme zdlraziovali testy shody modeli s podsou-
bory dat. Prosté proto, Ze kromé globalni ‘shody (pro viechna data) nas vétsinou velmi
zajima i to, jak zvoleny model vyhovi uréitym skupinidm objekit, kde jsou pifpadné ne-
dostatky naseho modelu & odchylky dat - viz poznimka o latencich a “kiehkostech”.
Mimochodem, jakmile porovnavime podsoubory, délime vlastné uz testy homogenity.
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