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Abstrakt

V prispevku sa venujeme Specidlnemu typu mnohorozmerného linedrneho modelu s
ndhodnym efektom. Odvodeny je najlepsi linearny prediktor (BLUP) ndhodného efektu,
resp. empiricka verzia BLUP, t.j. EBLUP, v ktorej neznima kovarianéna matica je nahra-
dena optimdlnym odhadom. Podobny problém bol §tudovany pre jednorozmerny nihodny
efekt napr. v pracach {4] a [1). Odvodeny je tiez odhad strednej kvadratickej chyby (MSE)
linearneho empirického prediktora.

1 Uvod
UvaZujme mnohorozmerny lineirny model s nikodnym efektom v tvare
Yi=Pi+5i' i:l,...,ﬂ, (1)

kde ¥; st p-rozmerné vektory pozorovani, y; si nahodné efekty, o ktorych predpokladime, ze
st normalne rozdelené so spolocnou strednou hodnotou p a kovarianénou maticou I,

pi~ Np(0,8), i1=1,...,n.

O chybovych vektoroch ¢; predpokladdme, e maji nulovi stredmi hodnotu a kovarianénd
maticu zavisld na individuach, t.j.:

g ~{0,5), i="1...,n

Speciﬁkou uvazovaného modelu je predpoklad, Ze vsetky matice I;, i = 1,...,n st zndme
(dajme tomu z predchidzajiceho experimentu) a nezndme st vektor u a kovarianénd matica
>

‘Okrem predchidzajiceho predpokladime, ze nihodné efekty a chybové vektory si na-
vzajom nezavislé.

Takto uvedent situdciu moézeme vyjadrit' v tvare kombinovaného modelu, ¢o je mozné
uviest’ nasiedovne

Y=(18)u+{+e¢. (2)

Svmbol “®” oznatuje Kroneckerov sidin matic, resp. vektorov. Vektor 1 = (1,....1) je
n-rozmerny vektor jednotiek a I je p X p-rozmerni jednotkovd matica. KedZe uvaZujeme



vietky pozorovania sicasne, vektor Y je np-rozmerny, vytvoreny zo vietkych subvektorov Y;,
tj. Y. = (Y{,...,Y!Y. Podobne je vytvoreny aj chybovy vektor g¢. V tomto medeli vystupuje
vektor £, ktory vznikol z ndhodnych efektov jednoduchym centrovanim, t.j. £ = (§,...,&,),
kde & = u; — p. Z toho vyplyva £ ~ Nyyy(0,1® I).

Kovarianénd ma.tsca celého vektora Y mi potom tvar

_. cov (¥) =T = I ® T + Diag (),
kde Diag (I;) oznatuje blokovo diagondlnu maticu tvaru

y - 0 |
Diag (£:) = S
0 e Eu

Takto predstaveny model v tvare (2) je pripad zmiesaného linedrneho modelu, kde neznimy
vektor 4 je parametrom fixného efektu, vektor § predstavuje nahodny efekt 2 ¢ je chybovy
vektor. Hlavnym ciefom v tomto modeli, resp v modeli (1) byva odhad {optimadlny) vektora
i, s &im sidvisi odhad kovarianénej matice £ a velmi ¢asto aj odhad nihodnych efektov y;,
t=1,...,%. V nasledujicom paragrafe sa venujeme odhadu parametrov.

2 Odhad parametrov

'Zmiesa.ny linedrny model v tvare (2), resp. v tvare (1) je v literatiire velmi Zasto §tudovany
a je viac moznych pristupov ako odhadovat’ vektor 4 a neznimu maticu £. Pre iplnost’
uvedieme niektoré z nich. :

2.1 Metéda maximélnej vierohodnosti (ML)

Predpokladajme, Ze nihodné efekty &, i = 1,...,n maji p-rozmerné normilne rozdelenie
a tak isto aj chybové vektory ¢;, t.j. & ~ Np(0,%) 2 &; ~ ,(0, S i=1,....n. Potom
logaritmicko-vierohodnostnd funkcia vyzera nasledovne: '

K I(u,z)"-—-ln:zr--zlnl—-v-nl-*(}i (1® I)u) Diag (S + Z:)" (X - (18 Np),

~ €o po zderivovani podl'a g a ¥ vedie k systemu vierohodnostnych rovnic:

'Z(E+E;)"p. = f:(E-I-Ei)-lYi B

=1 i=1]
Doe(E+Ii)le = Y T+ E;,)"‘(Y;, —p)(Ye - p)(Z+Ec) ey, i<
k=l k=1 ' ' '

Z numerického hl'adiska je tento systém vel’mx t'azko riesitel'ny vzhl'adom na i a £ a autorovi
nie si zndme efektivne algoritmy vedice k rieseniu. |
Niekedy, ked’ sa obmedzime len na odhad matice £ je vhodné pousit’ tzv. restringovani
metédu maximadlnej vierohodnosti (REML). Princip metSdy spoéiva v tom, e sa vyuzije nor-
malita vektora rezidui, ktory vznikne na ziklade jednoduchého odhadu metdédou najmensich
Stvorcov (OLS) vektora u a z neho sa odvodi MLE pre matxcu L. Tymto pnstupom sa
nebudemem bliZsie zaoberat’. (Pozri napr. [6]). |



2.2 Najlepsi linedrny nevychyleny odhad — dvojetapovy odhad
Model (2.) Je mdiné vyjadrit’ aj v tvare
(¥, (18 Ip,T), @3)

kde I' = (I® X) + Diag (Z;) = Diag (X + Z;) je kovarianZnd matica vektora Y. Zo vieobecnej
tedrie linedrnych modelov je zrejmé, Ze najlepsi (v zdvislosti na L) linedrny nevychyleny odhad
(BLUE) vektora g (podotykame, Zze v modeli (3) je 4 odhadnutelny vektorovy parameter) je
dany vzt'ahom:
n -1 x
i= [Z(r. + z.-)“] Y (Z+Z)Y.

i=1 i=1
Vzhl'adom na to. Ze matica ¥ je neznima, oby&ajne je nahradend odhadom. Najcastejsie ju
odhadujeme z tej istej realizdcie vektora Y, €o v konetnom désledku vedie k “nelineirnemn”
odhadu vektora u, nazyvaného dvojetapovym odhadom . Ak ozna&ime odhad (o jeho vlast-
nostiach zatial’ nehovorime) matice T ako £, potom

i= [i(z + E;)“] i:(i +Z;)7 Y. (4)
=1 i=1

V précach [3], {2] a [7] je problematike dvojetapovych odhadov venovani znaini pozornost.
Za dostatoéne vieobecnych predpokladov:

1. rozdelenie vektorov £ a £ je symetrické okolo 0,

2. $ je pirnou funkciou vektora Y, t.j. S(Y) = £(-Y),

3. $ je invariantnou itatistikou vzhl'adom na grupu posunut{ v strednej hodnote, t.j.
Z2(Y) = S(X. + (1® Ia) pre vietky e € R?

plati, Zze odhad & je nevychyleny pre u. Je treba zdoraznit’, ze ¥ nemusi byt’ nevychylenym
odhadom matice T. Aky odhad mbZeme vybrat’ za 57

V literatire je dostatoéne podrobne itndovany tzv. MINQUE - odhad, t.j. kvadraticky
odhad, nevychyleny, invariantny vzhl'adom na posusn v strednej hodnote, taky, ktory minimal-
izuje vhodne zvoleni euklidovski normu matice kvadratickej formy odhadu. (Pozri napr. [5]).
Je doleZité poznamenat’, Ze za predpokladu normality rozdelenia, MINQUE odhad je lokdlne
(pre vopred zvoleni maticu Tg) najlepsi nevychyleny invariantny odhad. Priave vzhiadom
na to, ¢ MINQUE odhad zivisi od pribliznej hodnoty, resp. vopred zvolenej matice g, je
vhodné uvazovat’ iné metédy odhadovania. Jeden z moznych pristupov je uvedeny v praci (8]
a venujeme mu nasledujici paragraf.

2.3 Prirodzeny odhad

Uvazujme model (2). OLS odhad vektora pu, t.j. odhad ziskany jednoduchou metédou naj-
mensich stvorcov, je dany vztahom



Vzhl'aﬂom na to, Ze predpokladime, Ze matica T je nezdporne definitnd, aj 0 patri do para- -
metrického priestoru, a teda je moZné uvafovat’ aj odhad '

- [); z,-"] ) gr‘r

ktory dostaneme ako BLUE v I’ = Diag (Z;). | -
V dalsom budeme pouiivat’ odhad p*, je viak zrejmé, Ze ho mdéZeme nahradit’ viade
odhadom p**. . |
Prvotnym odhadom kovarianénej matice I' zaloZenom na odhade u* bude odhad
P=(-qenu)X-1en).
V dalsich divahdch budeme pouzivat’ nasledujice vyjadrenie matice I.
B=) oi(1+65)7 (e + ejel),
igj
kde o;; si prvky matice I, §;; oznatuje Kroneckerovo § a vektor e;, resp. e; je p-rozmerny
vektor s 1 na i-tom, resp. j-tom mieste a inde s nulami. Ak oznatime V;; = (1 +8;5) 7 (eie} +
e;er), dostaneme |
= Z d;jV,’,‘.
. i<j
UvaZujme d'alej triedu matic |
D={I®D,D=D', Djetypupxp}={V(d): Y dii(I® V;)}.
. %5

Zrejme plati D C &, kde § je trieda vietkych symetrickych matic typu np x np. So ska.la.rnym
si¢inom < A, B >=tr AB, 4, B € §, vytvira S euklidovsky np(np + 1)/2-rozmerny priestor
2D je jeho viastnym podpriestorom. Oznaime

f = I - Diag ().

Potom, za “prirodzeny” odhad matice I@Z je mozne povazovat’ eukhdovsku pro;ekcm matice

I na podpriestor D. Ozna&me tito projekeiu Pp([‘) Plat{: Pp(I‘) E,SJ si;(I ® V;;), kde
8= (513,812,000, spp) j& p(p + 1)/2-rozmerny vektor, ktory riesi systém

Gs = ),

pricom G je Gramova maticas prvkami dan;'fmi vztahom G;;u = ntr V;;Viy, o v nadom
pripade po presnejSom odvodeni vedie k tvaru

0 i£j£k#l
o igki=jk=l
Gsm=4 , i=j=k=1

2n  inak



p(p + 1)/2-rozmerny vektor pravej strany A so snira.d_nicam.i Aij i £ j je dany vzt'ahom A;; =
tr (/@ Vij), o vedie ku vztahom -

s | T ((Yai — p¥)? = {Z}ii) i=j
97 2Tk (Ve = )Y =) - {Z}s) i#5

Sdradnice vektora s generuji odhad matice =, oznageny £, ktory nazyvame prirodzeny odhad
(NE). Plati

£ = %Z (7 A s A

=1

Jednoduchym postupom sa daji ukdzat’ nasledujice vlastnosti odhadu £

N n-1 1
L E(X)= — 2-5522;

=1

2. ¥ je kvadraticky odhad, invariantny vzhl'adom na posun v strednej hodnote.

Poznamenivame, Ze prirodzeny odhad £ nemusi byt’ vidy neziporne definitnou maticou. Aby
sme sa tomu vyhli, postupujeme nasledovne.

Maticu £ je mozné rozlozit’ do tvaru £ = PQP' = %, kP, P!, kde koeficienty x; si
nenulové vlastné &sla a P; k nim prislichajice vlastné vektory matice £. Vytvorme £, resp.
£.. tak, ze v rozklade matic £, resp. £_ uvazujeme kladné, resp. ziporné vlastné &isla «;
v absolitnej hodnote. Potom plati £ = £, -~ £_. Je zrejmé, ze pre euklidovski normu
definovani vzt'ahom ||A — B|? = tr (A — B)? plati, || - Z|| 2 ||+ - Z|l. Za prirodzeny
neziporne definitny odhad matice £ povazujeme potom maticu £,. Ziroveii viak je zrejmé,
ze budd porusené vlastnosti 1. a 2.. Podrobnejsie pozri [8].

Ako sme uviedli, dvojetapovy odhad {4) je za dostatoine viecbecnych predpokladov
nevychylenym odhadom vektora u. MoéZme viak prirodzene postupovat’ aj dalej, a to tak,
ze budeme postupovat’ iteracne pri odvoden{ dvojetapového a zirovei prirodzeného odhadu.
Postup len naznaéime.

Po odvodeni prirodzeného odhadu kovariancnej matice £, namiestc OLS odkadu vektora
4 budeme uvazovat’ odhad

n

n -1
”?1) = ["z:(i: + Ek)-l] Z(ﬁ + 2*)_11’&.
=1

k=1

Pomocou "‘?1) vyjadrime odhad celej kovarianénej matice T, t.j. dostaneme f‘m, a postupujeme
uvedenym postupom d’alej. Po k krokoch dostavame vzt'ahy

n -1 p
Blk+1) = [Z(E(k)+21)'l] Z(E(k)-{-gz)"'}’:

i=t i=1

i

1 .
(k) - ; [(Yt - p WY1 = pgy) = E:] :



D4 sa ukizat’ Ze za tych istych ptedpbkladov, ktoré platia pre dvojetapovy odhad, bude aj
Hiy) pevychylenym odhadom vektora , pritom je zrejmé, Ze L) je pi.mn iatistiia vY a
invariantnd vzhladom na posun v strednej hodnote.

- Treba podotknut’ Ze podmlenky & ui nutné alebo postaéujuce, za ktorych popisany
jterainy proces konverguje nie si zatial 2nime, v pra.knckych situdcidch viak sa iterdcie

stabilizovali po 2—3 krokoch.

'3 Najlepéi lineérny prediktor (BLUP)

Doteraz sme sa zaoberali odhadmi parametrov y a £. Predmetom ziu_;mu je viak vel'm tasto
odhad (prediktor) nihodného efektu u;.

Za najlepéi linedrny nevychfleny prediktor (BLUP) nihodného efektu p;, oznaéme ho
napr. fi;, povazujeme statistiku AL gii, kde A je hladand matica typu p X np, spliiajica
- predpoklady: | |

| E(AZ—_;;,-) =0, pre vietky € R?,Zp X p, p. 8. d.
E(AY - )X AY. - i) = min! v zmysle Lownerovho usporiadania .
' Po odvodenf matice A a dosadenf dostévame znimy vztah pre BLUP
- PETTSUTS At
kde ji'= [T0y(E+ )] ™ Shy(E + 5)7Y; je BLUE v E fixného efekta 4.
Pre maticu strednej kvadraticke] chyby (MSE) platf | -
MSE() = B(h-m)-w)
= TS+ ) L;(ﬂ + Sg)'z] (E+ 578 + S(E+ &)L, | (5)

Je zrejmé, Ze ako BLUP 4, tak aj MSE (ji;) zdvisf od neznimej matice E. V praktickych
situdcidch sa fasto postupuje tak, Ze sa poufije odhad (kvadraticky, invariantny) matice £ a
dosadi sa do BLUP. Takto ziskany prediktor nazyvame empiricky hnearny prediktor (ELP) a

~budeme ho oznatovat’ 5;(Y). Dostivame teda

ﬂt(Z) = ji+ 52+ Z) (Y - &),

kde ﬁ = [Z (8 + E.)'I] Tr (£ +Z)YY,. Tak ako v predchidzajﬁtomvparagfafe, di

sa ukdzat', Ze za predpokladu symetrie rozdelenia § a ¢, a za predpokladu, ze odhad £ je
pirnou a invariantnou funkciou Y, je g;(Y) nevychylenym predlktorom nihodného efektu p;.
(Pozn napr. [2]. ) '



3.1 MSE pre ELP

Je zrejmé, Ze maticu strednej kvadratickej chyby (MSE) je v pripade empirického linedrneho
pradiktoru vel'mi zloZité odvodit’, aj v pripade, Ze by sme predpokladali normélne rozdelenie
vektorov £ a ¢ vzhl'adom na to, Ze Statistika ji;(Y) v skutoénosti nie je vobec linedrna v Y.
V prici [2] Kackar a Harville ukizali, e plati vzt'ah

MSE (&(1)) = B(HY) - m)i(L) - m) =
= MSE (&) + B(H(Y) - i) ((Y) - i),

kde ji; je BLUP efektu u;. Plat{ toti nasledujici vzt'ah:

E((Y) = p)(fY) = pi) = B(E(Y) = i + i = ) (1Y) = =g + i = i) =
= E(G(Y) — g:)(B:Y) — i) + B — pa)(ic — pi) + 2E (5:(Y) — i) (g5 - pa)

Zérover viak za predpokladu symetrie rozdelenia, invariantnosti a parnosti odhadu ¥ plati:
E(i(Y) - )i - i) = E (E(i(X) - is)gis — m)IE) =
= E (4 - m)EG@(D) - &) =0.

Clen MSE (4;) je dany vzt'ahom (5). Nasim cieom bude aproximovat’ druhy &len,
t.j. vyraz E(f(Y) - a)(a(Y) - &) . |

Podobne ako v prici [4] alebo {1) budeme predpokliadat’ jednoduchsiu situiciu, a to model
pre p = 1, teda model

Yf="‘+&+£i! i=1,...,n, (6)

kde Y; si jednorozmerné pozorované ndhodné veli¢iny, 4 € R! je nezndma strednid hodnota,
t.j. fixny efekt, vektor £ = (&,...,&)" spiia predpoklad £ ~ No(0,02I), a podobne pre
chybovy vektor € = (e,...,24) plati £ ~ N,(0,Diag (¢?)). V tomto pripade Diag {¢?) je
diagondlna matica typu n X n s prvkami ¢?, i = 1,...,n na diagondle.

Zakladnou myslienkou je vyuZitie aproximacie pomocou Taylorovho rozvoja. Ak zane-
dbame zvysok v Taylorovom rozvoji, plati:

. e o WY - . Od -
GY) - =i + 8_;;_(3__)“ (2=} —ji; = “'9;0 _ {et-7%).
ao‘z o2mp2 302 o3=ald
Oznaéme d{c?) = 9g(X) . Kackar a Harville v [2] uviedli d'alsiu aproximdciu, na

302 3:63

zaklade ktorej plati:
E((Y) ~ ) = E (do?)@ - 0%) = var (d(e?)E(e? - o).

My vyuZijeme d'alSiu aproximaciu odvodeni v préci [4], v ktorej je ukdzané, Ze zanedbané
¢leny si rddu mensieho neZ o(n™1).
' Oznaéme vektor b = 02(0? + o?)~e;, kde ¢; = (0,...,1,...,0). Platf:

var (d(o?))E(? - 03)? = %Diag (e + af)-aaf:z-E(ﬁ - %),



Pre maﬁcu strednej kvadratickej chyby teda dostivame:

MSE (&)
= MSE () + o?(a® + 472)""}5'(02 a?)?

-1
= oo} o +0)t + a;"(a + a:")"" Z(a’ + a’)“] +0}0? + a?)3E(a? - o?)2.

- Oznatme postupne _ |
4(e?) = o?ed(o® + o}y, | )
. n -1
to(o?) = o}(e®+o])7? [g(c‘+a3)“] o ®
1
ts(0?) = oo? +a?)~3E(o? - o?)2. S (9)

UvaZujeme prirodzeny odhad o2, €o v predchddzajécom oznaceni budeme zna&it’ ako a2.
- Pripomenieme si, Ze plati:

“

z(m Py - o),
k-

ke Y = p* = = ZY" Po odvodeni dostivame naslednjuce vztahy:

= | »
m_? ((n 1)o +2-——azzl:o’ n= 22 +-(za’)’) ~ (10) |
adug T T
| |E@ - = f;- + f;iz:;a,?. - (1)

Po zanedbanj Eleziov rddu vyssieho nez O( n“‘) po dosadeni z (lO)‘a (1.1) dostivame priblfienie: .

E(az-a) —-(a' + a’Za + 220) | (12)

f=1 i=1

Z predchidzajiceho teda dostéva.me priblizny vyraz pre f3:

= n(02+62)3 ((" '*""22“1-‘*' zZ"k) B )

A napokon uvedieme bez dokazu tvrdenie, ktoré je zaloZené na predchddzajicich dvahdch a
na Taylorovom rozvoji itatistik ¢;(32), 12(52) a t3(5?), ktoré vznikni dosademm odhadu o?
za skutoénid hodnotu a’ Plati tom lema (pozri [4]) -



Lema 1 V zmysle pmdcﬁddzajﬂceho oznaéenia platic nasledufiice vzt'ahy:

E(a(?) = t(0%)-ts(*) +o(n™), (14)
E(:;.,(E?)) = t3(c?)+o(n"Y), (15)
E(t(e?) = tle+o(s™). (16)

Tvrdenie 1 Odhad strednej kvadratickej chyby v modeli (6) empirického linedrneho predik-
toru ndhodného efektu p; je dany vztahom

MSE (i) = t1(3%) + 12(3°) + 2t3(5%),
kde vztshy t;(62) pre i = 1,2,3 si dané vztshmi (7), (8) a (13).

Pre pripad, ked’ nezndmy parameter o2 je odhadnuty Hendersonovym odhadom, odkazu-
jeme &itatel'a na pracu [4]. Ukazuje sa, Ze vysledky si totoiné s vysledkami uvedenymi v
spomenutej praci, vzhi'adom na asymptotické viastnosti prirodzeného odhadu.
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