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Nech si pravdepodobnosti {P.; 7 € =} definované na (X, F) pomocou hustot

flem = Lxge).

Predpokladajme, ze n", ... n(') u = 1,2,... st rozsahy nezavislych vyberov, a v tomto
zapise ) . (
) = 6, gty e e = (2, )

oznatuje ndhodné vybery z q Statistickych populicii. Teda
2™ = (y(1,2{"),...,¥(g,n{")) (1)
je zdruZeny vyber, a v oznaceni | |
| == @)
je & = (6y,...,0;) € O parameter, poplsujum celkovy stav tych ¢ populacii, t.j. §; je
parameter j- t.ej populacie. Cielom je testovat hypotézu

0 # Qo C ©.
Nech v oznaéeni _
ny -Zn"’ ) = nln, )
j=1
plati, ze .
J_nglonu=+m, JLI&FE"—“F,‘E(O,I), i=1...,q. (4)

Ak je test @, nulovej hypotézy (I oproti © — {1y zaloZeny na (1) a pre 8,(6) = Es(v4)
plati, Ze asymptoticka uroved vyznamnosti | |

sup { lim Au(67); "€ } = €(0,1), -0

tak pre kazdy parameter 6 € © — Qg je rychlost konvergencie pravdepodobnosti 1 — §,(6)
chyby druhého druhu ku nule ohranitena zdola, presnejsie

limint —logl1 = Au(6)] 2 ~K(%,0,p). Q



kde K{f, 0, p) Kulback-Leiblerovo informa&né &islo; K(Qq, 0, p) je definované ako
 K(@0,0,8) = nf{K(0",0,p); 0" € 0},

kde .
I{(a.l g‘lp) = ZPJ’K(B‘L 95)
i=
f(xi 7‘)) L
K#",9)= [log|{ = , 7" ) du(z).
= f1og (S ftarr)avta
Dékaz tejto nerovnosti mozno najst napriklad v [4]. V zhode s fiou sa testy {¢,} nazyvaji
Hodges-Lehmannovsky optimadlne, ak (4) a (5) implikuju, Ze
Jim —logll ~ A(6)] = ~K(0%.6,5).

Budeme sa venovat Hodges-Lehmanhovskej optimalnosti Statistiky pomeru vierohodnost!,
ktora je pre testovanie hypotézy §y definovana vzorcom

Li=™,0)

u(z |l)) log L(z(“) QO) )

kde
| L(z®, A)—sup{nnf(z 0% (Br,-...8) € A},

j=1i=l

Ako je dobre zname, test oprotx O — €, sa vykond podla pravidia

n 1 T, >t
"""(’”)={0 T, <t,,

kde 1 oznaluje zamietnutie, 0 prijatie hypotézy, a t, je zvolena kritickd konstanta.
Jeden z pristupov ku iejto problematike moino najst v [3], kde sa predpokladd, ze
hustoty {f(z,7); v € =} tvoria exponencialou triedu pravdepodobnosti, t.j. = C R a

flo, = E2(z) = eve=c0).

Ak %, € {Ey{z); 7 € ), tak pre parameter 6, = 8,(zy,...,2,) € E uréeny rovnostou
E; (y)=7a
pb algebraickych upravach

log L(z,... ,a:,,;'y) = gu(Z1y.e ey Tn) = nK(é.,,'y)



a 6, je OMV parametra 4. V [3] sa H-L optimilnost statistiky pomerom vierohodnosti
dokazuje za réznych predpokladov podia toho, & sa jedni o vyber z jednej, alebo z ¢ > 1
gtatistickych populacii. |

Jednovyberovy pripad g=1
Oznatme A, = {7 € Qo; K(7,0%) < &}. Ak
= Ey(2), K(1,0) < K(An,0)
tak 0, = v ¢ A, a teda 3tatistika pomeru vierohodnosti
To(z1,...,22) = nK(fa, 05) > t;-
Preto

1- ﬁn(a) Pﬂ( Tn(zlt' . "z“) < t") £

Pl ¢ {E,(2); K(1,6) < K(4n,0))).

In

Podla vety 3.2.1 v [2] |
Py(Zn ¢ {E(z); K(7,0) < du}) = (nda) T exp(~nd, + O(1))
pre n — 00, ak existuje £ > 0 tak, ze |
£ L 1 ,
-<d <min{-
~% d, _rmn{6 , K(8)},
K{8) = sup{a; {y € Z; K(7,0) < e} CC. CZ, C, je kompaktni}.

V [3] sa preto postuluje prepoklad K(f,8) < K(8) a spojitosi funkcie K (.. %), &0
umoziiuje pousit tite vetu 3.2.1 a pomocou nej za predpokladu ¢, = o(n) dokazat, ze

limsup = log(1 = fu(0) < ~K(Q.6).

Tieto predpoklady si obmedzenim na nulovi hypotézu a treba ich overoval pre jednotlivé
hypotézy zvlast. |

Viacvyberovy pripad ¢ > 1

~ Anal6g vety 3.2.1 z [2] pre viacvyberovy pripad nie je znimy, a preto sa pre tento
pripad v [3] pouZiva inj pristup, ako pre ¢ = 1. Postuluje sa predpoklad ktory je ekviva-
lentny tomu, ze odhad maximalnej vierohodnosti § existuje s pravdepodobnostou 1 pre n
dostatoéne velké. Potom s pravdepodobnostou 1

log.L(z(“),G') = GU(z(¥) = nuI{(é(u)a %, pu)



¢o znamena, Ze

L(z® & )
Pallog M < tn] = Pﬂ[nuK(o(n)a Qﬂtpﬂ-) < tﬂ] =

= Pilf) € Al
kde A, = {0* € =% K(6",9%,p) < 2 }. Pomocou Herrovej nerovnosti ]

PO[é(a) € Au] < PO[I{(é(u)s 0,Pu) 2 K(Atn 9! Pu)]

sa potom uz dé dostat ku situdcii, na ktori mozno aplikovat tvrdenia o pravdepodobnosti
velkych odchylok typu

L{z*),8) > t] < exp| - t+ H,(t)],

Pa[ logm =

a pomocou postulovanej spojitosti funkcie K(.,Q,p) dokdzai H-L optimilnost testov
pomerom vierohodnosti. Tento pristup ma okrem postulovanej spojitosti K (., 8%, p) aj ti
nevyhodu, e vyluéuje Poissonovo a multinomické rozdelenie (presnejsie, systém vsetkych
pravdepodobnosti na kone¢nej mnozine, vediici k multinomickému ako k rozdeleniu oMV),
lebo tieto po reparametrizacii poskytuji exponencidlne triedy, pre ktoré OMV neexistuje
s kladnou pravdepodobnostou.

Axiomaticky pristup v [5] pre dokazanie H-L optimalnosti statistiky pomeru vierohod-
nosti umoziuje vyhmit sa tymto tazkostiam. V [5] sa predpoklada, Ze trieda pravdepodob-
nosti je zadana hustotami {f(z,v); v € =} vzhladom na mieru v, a s splnené nasledujice
predpoklady.

(A I) Existuje o-kompaktny metricky priestor =, taky Ze = je husty v Z; (t.]. ==3I)).a
povodny sytém { f(z,7);7 € =} mdie byt rozsireny do systému { f(z,7);7 € =1 } hustdt
vzhladom pa td istd mieru v (rozsirenim rozumieme Ze f(z,7) sa zhoduje s povodnou
hustotou ak v € = ). Navyse, rozsireny systém {P,;y € =} pozostiva z navzajom
roznych pravdepodobnosti, Kullback-Leiblerovo informacné Zislo K'(6",.) je spojité na =,
pre kaidy parameter §* € Z; (t.j. 77 — 7" implikuje K(0",7;) — K(6",77)), a okrem
toho f(z,7) je spojita na =, pre kazdy prvok z € X.

(A II) Funkcia K(.,9) je konetnd a spojitd na Z; pre vietky 4 € =.
(A III} Nech parametre {0;}°2, patriado =Z;, 7€ = a

limsup K(6;,7) < +00.
T RO .

{a) Ak 8 € =, tak limsup,_,, K(6;,0) < +0.

(b) Postupnost {02}%., m4 v =, hromadnd hodnotu, a ak parametre {f,}52, patriace do

= si také ze limsup,_, K(03,0,) <-+0o0, tak aj postupnost {6,}5%, ma v =; hromadni

~ hodnotu. |



(c) Nech limn—co 05 = 8. Ak {82, j je postupnost patametrov 20 3  lim o, b=,
tak liminf, .o K (0;,0..) > K(6°,9).

{A IV) Existuji meratelné mnoziny A C X*, prirodzené ¢islo N a meratelné zo-
brazenia 8, : Ax = =i, gu : A —-»Rtake,ieprevsetky‘re Zan2 N

1(Au) =] (7)
~ a na mnoZine A, v oznaceni L(z;,. ...,z,., v) = 1%, f(zi,4) plati rovnost

' 108 L(I[, tevy xfu 7) = 9:.(31, AR ) zﬂ) - TIK(O,““T) . (8)

(A V} V oznaceniz (A {) a

| | pu = (0l
pre 8 = (6,,...,6,) € =7 nech |

. A q - - . .
K(8,0,2.) = L oK (8,0(u(,n), ;). (9)
j=1
Ak plati (4), tak pre kazdy parameter § € =7 a reslne &islo ¢
Pin,K(0,0,p,) > 1] < exp[—-t-i-h (t)] | (10) -
kde funkcia k, ma td vlastnost, ze |
limsup -!fféﬁ'l =0 | (11)
ak ;
limsup 'nl < +00. ' (12)

Tvrdenie o H-L optimdlnosti ma v [5] nasledujici tvar.

Veta Nech tneda pravdpodobnost{ {75-7, vTEZ } uréend hustotami {f(z,v); vy € =}
vzhladom na mieru v je taka, Ze prepoklady (A I} - (A4 V) su splnené. Nech

P#EQQCO=ZT,

T, = Ty(z¥) je sta.txstlka pomeru v1erohodnost| pre testovanie tejto hypotézy, t,j. testu-
jeme ju testami

“ 1 T,.>'t.,, -
ou(e! ))={0 T.<t,. (13)



Ak z platnosti predpokladov
i = im o) = p: :
lim n, = +o0, lim p” =p; €(0,1), j=1,...,q,

sup { lim A,(6°); 0" € D } = a € (0,1),
vyplyva, ze kritické konstanty ¢, v (13) méZu byt vybrané tak, ze

limsup £, < 400, (14)

U= OO

tak testy (13) si H-L optimalne.

Ak {P.; v € =} sti regulirne normalne rozdelenia, alebo Poissonove rozdelenia, alebo
ak X = {1,...,k} je koneZni mnoZina a pravdepodobnosti na nej sii zadané pomocou

k
== {(p1,-m) € R; minp; > 0, Yom=1}, f(z,p)=p:

i=1

tak pomocou predchddzajicej vety mozno dokazat toto tvrdenie.

Veta. Ak Qo je neprdzdna podmnozina mnoziny © = =7 a ak T, sii statistiky pomeru
vierohodnosti pre testovanie {ly proti © — Qp, tak testy (13) zalozené na nich s¢ H-L
optimdline pre testovanie )y oproti © — (.
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