Odhady kvantils v lékafskych aplikacich - Regresni modely.
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V lékaiském vyzkumu, ale i v ostatnich aplikacich matematické statistiky, je casto
poZadovano vytvoreni norem na zdkladé standardni populace. K tomuto tiéelu byvaji velmi
¢asto pouZivany odhady kvantili. Problém nastivd pokud je nutno odhadnout kvantily
v regresnim modelu. V praxi byvd pouZivino nékolika riznych piistupi.

V tomto piispévku se pokusim popsat nékteré z poufivanych metod a ukdzat jejich
aplikaci na piikladech dat antropometrického vyzkumu. Budou zde popsany napfiklad me-
tody na zaloZené odhadech stfedni hodnoty a rozptylu sledované proménné v zavislosti na
- jiné, rusivé veli¢iné, které odhaduji kvantily pro jednotlivé hodnoty nezévisle proménné na
zdkladé pfedpokladu normality méfené veli¢iny. Protoze tento pfedpoklad nebyvd casto
splnén, pouZivaji néktefi autofi transformace ( log, Box-Cox, ... ), které prevadéji méfenou
veli¢inu tak aby jeji rozloZeni bylo blize normalnimu rozdéleni. Jindy byvé vyuzito i jad-
rovych odhadii nebo dalsich metod vyhlazovdni dat. V posledni dobé se jesté nabizi dalsi
moZnost kterd je zaloZena na moZnosti zobecnit pojem kvantili na regresni model.

V praktickych pfikladech budou pouzity vysledky studii, zdvislosii vysky postavy,
hmotnosti a vihovyskového indexu na véku ditéte.

Nejjednodussi piistup pouZivany v lékaiské praxi je zaloZen na rozdéleni celého sou-
boru podle nezdvisle proménné na mensi skupiny, tak aby rozdily sttednich hodnot zdvisle
proménné uvniti takto vytvorenych skupiny byly zanedbatelné malé. Pak je mozné pro-
vést odhad kvantili pro kazdou skupinu oddélené a to bud pfimym vypoétem vybérovych
kvantill, nebo pouZitim pfedpokladu o typu rozlozeni. V druhém piipadé pak jsou odhad-
nuty parametry predpokladaného rozloZeni a s jejich vyuZitim pak konstruoviny odhady
kvantili tohoto rozlozeni, piipadné toleranéni meze.

Jako piiklad takového pfistupu je mozné jmenovat &lanek M.A.Wilkoxe a spol.(1993)
o zavislosti porodni hmotnosti na tydnu porodu nebo D.Campell a spol.(1993) zabyvajici
se podobnym problémem. V téchto &lancich autofi odhaduji pro kazdy tyden porodu 10%,
50% a 90%-ni kvantily za pfedpokladu normality porodni vahy jako kvantily normalniho
- rozloZeni se stfedni hodnotou a rozptylem odhadnutym pro ptisiuiny tyden porodu. Nepii-
jemnd vlastnost tohoto piistupu je dana jiz tim, Ze uvazuje jednotlivé podskupiny nezévisle
na sobé a vzhledem k tomu, Ze je nutno pouZit dostateéné jemné déleni, nartisti rychle
nepfesnost téchto odhadu. K ziskdni dostatecné spolehlivych vysledki je pak nutny velmi
vysoky pocet méfeni. Timto rozdrobenim celkové informace se vlastné zi{kime moznos-
ti vyuzit vlastnosti regresniho modelu. Dalsim disledkem toho pfistupu je z praktického
pohledu i skutecnost, Ze kiivky vzniklé spojenim pfislusnych odhadd nejsou hladké a jsou
zatiZené individudini chybou odhadu kazdé skupiny (tydne porodu).

- Néktefi autofi tento posledni problém fesi pouzitim metod vyhlazovani dat a to bud
¢iselnym vyhlazovinim (napf. spline) nebo piipadné i pomoci grafickych vprav.



Dalsim mozZnym pfistupem je vytvofeni lokalniho odhadu parametru (lokaini vzhledem
k nezavisle proménné). Tento pFistup je pouzit napfiklad ve studii L.Lhotské a spol.(1992).
~ Jednad se o celostdtni antropometrickou studii v které bylo v prubéhu roku 1991 zméfeno

90910 déti ve véku od 0 do 18 let. U kazdého jedince byl jednak evidovén vék v okamiziku
méfeni (ve dnech) a dal3i antropometrické idaje. Zde se dile budeme zmifiovat o obvodu
hlavy. Jednim z cili studie bylo ziskani percentilovy"ch rustovych grafi, které se v lékaf-
~ ské praxi pouZivaji jako standard k porovnani sledovaného jedince a Jeho vyvoje s celou

- populaci. Viechny odhady byly provadény pro kazdé pohlavi zvlast.

Pfi odhadu kvantild bylo pouzito pfedpokladu normality sledované veliéiny. Pro kazdy
den x véku byly vypoéteny odhady parametri linearni regrese pro jedince jejichZ vék se ne-
li3{ o vice nez o 15 dni. Déle byla v tomto modelu odhadnuta stfedni hodnota M a rozptyl
5? sledované veliginy ve dni x. Nakonec byly vypoéteny pfislusné kvantily normalniho roz-
loZeni se stfedni hodnotou M(z) a rozptylem $%(x). Timto zplisobem byly ziskiny odhady
kvantili v zavislosti na véku, nebyly vsak jeité dostateéné hladké obzvldsf pro extrémni
kvantily. V dalsim kroku bylo pouZito k vyhlazeni téchto funkef klouzavych pruméru.

Jinym pouzivanym pi'l'stupem k tomuto problému je postup ktery navrhl Cole(1988).
Ten navrhuje postup pii kterém je uvaZovana §ir$i tfida distribuci. Postup je zaloZen na
Box-Coxové transformaci. Tito autofi navrhli ve svém élanku z roku 1964 pouZit jednopa-
rametrickou transformaci

y'('\) = -(-E:;\'—Il pro A#£ 0
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nebo dvouparametrickou transformaci

.
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které se snaZi aby transformovani velicina mela piiblizné normalni rozloZeni. Dale
budeme pouZivat prvni z nich. Pro odhad parametri tohoto modelu je tedy nutno spoéitat
jednak odhady exponentu A ale i stfedni hodnoty s a rozptylu ¢ transformované veliciny.
Oznaéme tyto odhady L, M a 5% .

Autor navrhuje nejprve rozdélit soubor podle nezavisle proménné x (v nasem pfipadé
podle véku) do p skupin. Takto ziskdime tfi posloupnosti L, M a §% , i = 1,...,p, z nich
navrhuje autor vytvofit spojité funkce L(z), M(z) a a $%(z) af jiZ lineArnim dodefinovinim
mezi sousednimi ¢asy, nebo pouzitim polynomické regrese, pfipadné i jinym zpisobem
vyhlazeni. Z takto ziskanych odhadi je jiZ moZno konstruovat za piedpokladu normality
pozadované kvantily. Diive neZ piikroéime k jejich odhadu, je samozfejmé nutné ovérit
normalitu transformované velidiny. a-kvantil pak definuje:

Q(z) = M(z)(1 + L(2)S(z)za) T pro L(t) # 0
Qz) = M(z)ezp(S(z)za) pro L(t) = 0
‘kde z, je a-kvantil normalntho rozloZeni.

Tento piistup pouzila i Chinn a spol.(1992) v antropometrické studii anglickych a
skotskych déti. V studie zahrnuje 8107 déti ve véku 5-11 let. Autofi nejprve vytvofili



skup:ny po jednom roku véku pro kazdé pohltm zvidst. V téchto skupinich provedli Box-
Coxovu transformaci a funkce L(z), M(z) a S(z) ziskali pomoci polynomické regrese tfetiho
- stupné pro tyto hodnoty. Tyto funkce pak jiz pfimo pouZili k definici kvantild.

Jinou moznosti, kterou pouziva S.Chinn (1992) je vyusiti znalosti o tvaru heterosce-
dascity vysky postavy v zavislosti na véku osoby. Autorka navrhuje provést linedrni trans-
formaci stabilisujici rozptyl a pak pro logaritmy transformovanych hodnot pouZije kubickou
regresi, Za pfdpokladu normality pak konstruhuje pomoci kritickych hodnot normalntho -
rozdéleni pozadované kvantily.

DalSim moZnym piistupem je pouZit myslenky regresnich kvantilli, které poprvé defi-
noval Koenker a Bassett (1978), a jejich zobecnéni na nelinedrni regresni model. Kvantily
definujeme jako vektor parametri minimalizujici soudet:

2 Pa(Y - g(zv ﬂ)) |

kde pa(z) = 2(alj:>0) + (@ = 1)I[.<0))s &(».) je zvolend regresni funkce, x nezavisle
proménna a { neznamy parametr. Statistické vlastnosti téchto odhadi jsou studovany mno-
hymi autory napi. Ruppert Carroll(1981), Juretkové (1984) Prochidzka(1993) a.j. Vyhodou
tohoto pfistupu je Ze tvar vypoctenych kvantilti odpovida pouzitému modelu, tedy zvolené
regresni funkei. Dalf pozitivn{ vlastnosti je i ta skutetnost, ze takto definované vybérové
regresni kvantily si zachovdvaji tu vlastnost, Ze 100a% pozorovini lezi pod touto funkei.
Obzvldsté u velmi rozsihlych studii se viak objevuje problém s volbou vhodného modelu.
V piipadé simulaci tento problém samozfejmé odpada a odhady funguji bez vadzn&jsich
problému. V redlné praxi je ale kaZdy model do jisté miry pouze aproximaci skuteéného
modelu. Ve skutecnosti se to pak projevuje tak, Ze je-li pro zvoleny model dostateéné velky
- rozsah souboru je asto snadné prokdzat neshodu modelu s daty. Tento problém nabyva
vyznamu obzvlasté pokud se pokousime nalézt model pro cely vékovy rozsah. Autofi proto
nejcastéji rozdéluji rist na mensi etapy (ranné détstvi, obdob{ do puberty a puberta).

Obrafme nyni pozornost k praktickym vypoétim. Pro posledni z vy3e jmenovanych
piistupu jsem vytvofil program. Odhady regresnich kvantill jsou poéitany iteraéné tak,
ze vypocet konéi pokud proces dosdhne se zvolenou presnosti minima. Pokud vsak neni
“dosaZeno se zvolenou pfesnosti toho, Ze ziskany kvantil neleZi nad odpovidajicim procentein
pozorovani, opakuje se vypocet do té doby nez je toto kritérium spinéno.

Nejprve jsem se vénoval studii Chinn a spol.(1992), a to pfedeviim zavislosti vaho-
vyskového indexu (BMI) na véku. Ve studii jsou vypoéteny kvantily pro kazdé pohlavi
zvlast. Aby bylo mozné vysledky porovnat, pouZil jsem, stejné jako autofi élanku, pro vy-
pocet regresnich kvantili kubickou regresi. Porovndni obou odhadd pro skupinu chlaped
je zobrazeno v grafu 1. (teckovanou €arou jsou nakresleny odhady z &ldnku a plnou od-
hady regresnich kvantild pofizené jak na Mainframe tak i na PC) Véhovyskovy index mé
sam o sobé pomeérné velky rozptyl, a tak je zfejmé, Ze jednotlivé kvantily budou pomérné
vzdalené a Ze odhady ziskané riiznymi metodami se mohou obzvlasté pro extrémni kvantily
lisit. Neshoda odhadi na mainframe a PC je zpusobena jinou pozadovanou pfesnosti a vel-
kym rozptylem sledované veli¢iny a projevuje se piedeviim u 97%-niho kvantilu. Z grafu je
ziejma celkem dobra shoda medidnu a kvantild pro nizkd a. Podstatny rozdil mezi odhady
je pro 97% a 90%-ni kvantily. Vypoéet byl ukonéen pokud relativni zména parametra byla



mensi nez 0.00001. Dosazend procenta bodd pod kfivkou jsou v tabulce 1 spoleéné s poé-
tem iteraci a pouZitym procesorovym &asem. Kvantily ziskané pomoci Colovy metody jsou
systematicky niz$f, coZ poukazuje na poruseni normality transformované veli¢iny.

Vypoéty téchto kvantili jsem provedl na poéitadi Amdahl 5890-300E (4"MIPs) pozdéji
jsem opakoval tento vypotet na potitati PC386DX 25MHz. Hrubé porovnani rychlosti a
‘piesnosti vypoétu je téZ v tabulce 1. Prumérna doba jedné iterace na mainframe je 0. 0941
sec a na pc 2.74 sec. Rychlost vypoétu na mainframe je samozfejmé nesrovnatelné vyss
ale i vypoéet na PC je zfejmé pouZitelny.

Tabulka 1.:

Mainframe - PC

Pocet Procento Cas Pocet Procento Cas
Kvantil iteraci pod sec. iteraci pod sec
03 73 3.04 6.09 43 3.01 108
10 87 10.01 746 16 9.98 133
.20 67 19.99 6.47 55 20.01 88
.50 47 49,94 5.23 150 49.99 378
.80 79 79.96 6.74 21 80.01 162
.90 69 89.97 6.34 49 90.02 47
97 63 - 96.98 7.59 41 96.99 125

Druhym piikladem pouZiti regresnich kvantili je zévislost obvodu hlavy na véku ditéte
~ vintervalu od 0 do 8 let véku. Pro tento piiklad jsem pouZil dat ze studie L.Lhotské (1992).
Pro vypoéet regresnich kvantili bylo pouZito zobecnéni logistické funkce

9(z.B)=b + ;;ﬁ—d%@:

Vypoétené regresni kvantily, opét pro chlapce (jedné se o 21192 chlapcii), jsou zobra-
zeny v grafu 2. Pro vypoget viech sedmi kvantilii bylo na PC386DX (25MHz) potfeba asi
158 min (289 iteraénich kroki), coz odpovidd primérnému ¢asu potfebnému na jeden ite-
raéni krok 32.6s. ProtoZe z vy$e zminéné studie jsem mél k disposici pouze grafy, z kterych
bylo obtizné presné odeéist hodnoty odhadii a protoZe odhady obvodu hlavy byly poéitany
pouze pro vék od 0 do 3 let, je obtiiné nak.re's'l:t a porovnat v jednom grafu vysledky obou
zminénych metod.
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