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1. Uvod -

Cilem piispévku je uvést zékladni viastnosti jddrovych odhadd nezndmé regresni funk-
ce. Jadrové odhady patii mezi neparametrické metody a ve srovnini s parametrickymi
odhady jsou zvlast uziteéné v sitvacich, kdy neni neni k dispozici dostateéna informace o
tvaru parametrické regresni funkce, v situacich kdy nezndmé parametrickd funkce zévisi
. ve srovnani s rozsahem dat na velkém podtu parametrii, které pak neni moZné dostatec-
né kvalitné odhadnout a v situacich kdy iterativni numerické metody odhadu parametri
nekonverguji nebo kdy?Z jejich konvergence zavisi na podsteénich odhadech parametrii (viz
[3D)-

V piispévku budou popsany zdkladni vlastnosti jddrovych odhadi a budou uvedeny né-
které piistupy k optimdlnimu vybéru parametr odhadu (volba jédra, itky vyhlazovaciho
okna). Potitaéové implementace déle uvedenych metod bude popsana v piispévku V. Ve-
selého v tomto sborniku (viz [17]) a tam budou také uvedeny konkrétni pfiklady jddrovych
odhadi na simulovanych a redlnych datech.

2. Jadrové odhady regresni funkce pro model s ndhodnym pldnem

Jédrovy odhad regresni funkce je pfirozenym zobecnénim jadrového odhadu hustoty.
Motivace zavedeni jadrovych odhadl hustoty vietné jejich vlastnosti je prehledné popsana
v praci J. Antocha [1], protc zde piipomeneme jenom zakladni pojmy a oznaceni.

Necht X;,..., X, je ndhodny vybér rozsahu n z absolutné spojitého rozdéleni o hustoté
fi(z), K(z), = € R suda ohranitena funkce,

/ K(z)dz =1
a {ha}22, posloupnost kladnych &isel takovd, Ze limpy oo hn = 0. PoloZme pro z € R
| 1 T
Ku(z) = 7-K() )
n n
a
. 1 — :
faa(z) =~ 21 Kp,(z ~ X5). (2)
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Pak funkci f;, (z) nazyvdme jédrovim odhadem hustoty fi(z), funkei K(z) jédrem a h,
sitkou vyhlazovaciho okna.

Typickymi piiklady jader jsou nasledujici funkee (v uvedenych vzorcich je I;_, ;y(z)
indikdtor intervalu {-1,1)).

K(z) = 1Ly 1y(z) | | obdélnikové jidro
K(z) = (2r)"Y2e—5' 12 gausovské jadro
K(z) = (1 - z2).I(<1,1y(2) Epanenénikovo jidro
K(z) = (1 ~ |z])I(=1,15(z) ~ trojihelnikové jidro
| K(z) = (1 -z _1,1)(z) kvartické jidro.

Uvazujme dale dvourozmérny nahodny vektor (X,Y’) z absolutné spojitého rozdéleni
o hustoté f(z,y) a necht stfedni hodnost E|Y| < oo, oznaéme m(z) = E(Y|X = z)
regresni funkci, fi(z) = f_‘_’:o f(z,y)dy marginédlni hustotu X a predpoklidejme, ze je dén
nahodny vybér (X1,Y1),...,(Xn,Ys) z rozdéleni o hustoté f(z,y). Za téchto predpokladi
zvolime pevné z € R a odhad m(z) budeme v intervalu (z — h,,z + h,) hledat viZenou
metodou nejmensich étverci. Budeme-li v prvnim priblizeni predpokladat, Ze funkci m lze
na intervalu (z — hqn,z + hy), jehoz délka pro n — co konverguje k nule, aproximovat
konstantou, kterou oznagime 0, lze odhad © nalézt minimalizaci vyrazu

Y Ki(z - Xi)(¥: - O), | (3)

=1

kde RK;(z — X;) jsou pfislusné vahové koeficienty. Snadno nahlédneme, Ze vyraz (3) nabyva
minimaln{ hodnoty v bodé

6= i YiKs, (z - Xi)/ Zn:f‘:hn (z — Xi),

i=1 =]

kdyz 35, K, (z - Xi) #0.

Hodnotu © tedy mtzeme povazovat za odhad m(z) v bodé z, tento odhad oznaéi-
me 1h,(2) a pokud nebude nebezpeéi nedorozuméni, budeme index h, vynechivat. Pak,
uzijeme-li vzorce (2), muZeme odhad rhy, (z) psat ve tvaru

a(2) = (2) = = 3 Vi (2 = X fral@) = =3 Wane¥s, (9
=] f=1
kde .
Whai(z) = K, (z = Xi)/ fan (). (8)

Véhové koeficienty Wi, i(z) dané vzorcem (5) byly navrieny Nadarayou [13] a Watsonem
[18], proto se odhad (4) nékdy nazyvéi Nadarayovym-Watsonovym odhadem. Pravd &ist
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vzorce (4) pfed sta"r..je obecny tvar jadrovych odhadl nezrramé regresni funkce, v literatute
Ize nalézt razné tvary vihovych funkel Wi, i(z) zde se zminime o nédsledujicich, éasto
pauzwa.nych vahovych funkeich:
Wil(z) = Ka,(z = X:)/ fu(z) pro fu(z) > 0 ... viz napt. Greblicki a Krzyzak [7] a

Johnston {9]

2. (2)(1:) = n(X — Xi—1)K} (z - X;) ... viz napf. Pristley and Chao [14]

3. W (3) @) =n . K (z - u)du, kde X(;_1) < Si-; € X(j) a X(;) je i-té pofadkovd
statxsuka ... viz napf. Gasser a Miiller [3].

Ve vzorcich uvedenych v bodé 2 a 3 se X voli definitoricky s ohledem na interval
moznych hodnot ndhodné veliiny X.

Popsana experimentalni situace se nazyva regresni model s ndhodnym pldnem, protoze
pozorovini nezavisle proménné X v regresni funkeci jsou nidhodné veliéiny. Konzistence
odhadu (4) s vehami (3) je ddna néasledujici vétou.

Véta 1, Necht je ddn regresni model s ndhodnym plinem a necht plati
1L.EY*< o0
2. 7 K (u)ldu < o0, limpyjmeouK(u) =0
3. iMpeeo hin =0 2 lim, oo nhy = 20.
4. Bod z € R je bodem spojitosti funkei fi(z), m(z), o*(z) = D{Y|X = z) a fi(z) > C.
Palk iy, (z) = m{z) pficems 2 znaéf konvergenci podle pravdépodobnosti pron — oo,

Ditkaz viz (8].

3. Jadrové odhady regresni funkce pro model s pevnym pldnem

V mnoha experimentalnich situacich jsou hodnoty nezavisle proménné X voleny experi-
mentétorem (Castd je napf. ekvidistantni volba.) Potom mluvime o regresnim modelu s
pevoym planem. ZapiSeme jej ve tvaru

Yi = m(x;) + e, i=1,...,n

kde m je neznama odhadovana regresni funkce, e; jsou nezavislé nahodné veliéiny, Ee; = 0,
De; =0, i=1,...,na z1,...,Tq jsou dané nendhodné hodnoty nezavisle proménné a
tvofi plan experimentu. Y; je i-té méfeni m(z;) zatiZené chybou ¢;, 1 = 1,...,n.

Hodnoty z; ize zadet nezapornou integrovatelnou funkei  fi(z) s vlastnosti
2 fi(z)dz = 1 predpisem

o t—1
/ Hiz)dz = —3 t=1,...,n

Pak funkci f){z) nazyvame hustotou generujici plan experimentu zy,...,Z,. Skutecnost,
Ze je oznadena stejné jako marginalni hustota v modelu s ndhodnym plinem nebude pisobit
tézkosti, protoze z kontextu bude vidy jasné o jaky model se jednd a role funkce f; je v
modelu s nahodnym planem a v modelu s pevnym planem podobnd.

Déle budeme pro jednoduchost pfedpokladat, 2e 0 < z; £ 79 £ - £z, <12
jaédrovym odhadem funkce m(z) budeme analogicky jeko v modelech s ndhodnym planem
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rozumét statistiku

m(z) = = Z YiWki(z), - | (6) -

l—l .

kde funkce Wy i(z) jsou vlastné vdhové koeficienty zdvisejici na jadie K. V této praci za

né budeme volit nékterou z vahovych funkei W,f"" )'-(.‘L'), j = 1,2,3 uvedenou v pifedchozim

modelu s ndhodnym pldnem, pfiéemz ve vzorcich pro jejich vyjadfeni misto X; piseme z;.

Podobné jako v pfipadé modelu s ndhodnym plinem jsou jidrové odhady (6) za uréitych

predpokladu konzistentnim odhadem regresni funkce m. Dfive neZ uvedeme pfislusnou
vétu, zavedeme toto oznadeni:

Lip({a, b)) znaéi t¥idu lipschitzovsky spojitych funkei na intervalu (a, b}, které
jsou rovny 0 vné intervalu (a, b)
C*((a, b)) znadi tfidu k-krdt spojité diferencovatelnych funkei na in-
tervalu {a, b)

m %) znagi k-tou derivaci funkee m

o

-

1, k-1
J

w - O

e~

M = {K € Lip({-1,1) : [1, 2/ K(z)dz =

ll
>

e d

Je-li K jadro, K € M}, budeme fikat, Ze jadro je fadu k, pricem? k je celé &islo, k > 0.
Véta 2. Necht je dan regresni mode] s pevnym pldnem a predpokladejme, Ze plati:

1. fi € Lip({a. b))

2.m € CH((a,b), k>0

3 K eM;

4. Iimp—ochp =02 lnn,._..,x. nh, = co.

Polozme sy = 0, s; = (zi+1+2i)/2proi =1,...,n—1, s, = 1. Pak pro kazdé z € (0,1)

je
| m(a:)“—Z;T ‘3’( VY; = ;y / (”’;“)du (7)

konsistentnim odhadem m(z).
Ddle pro rozpty! tohoto odhadu plati

Dray,(z) = ———(Ck + o(1)), | : (8)

nf (I)

. _
kde Cg = K*(z)dz ' (9)

-1

a pro jeho vychyleni plati

B(z) = Erna,(z) = m(z) = him®(2)Bx +o(1),  (10)
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kde ' '
By =(~1)*8:/k. (11)

Navic, jestlize limp.noo nh*+1 = &2 5 0 pro néjaké d > 0, pak statistika vnh a(, (2)—
m{z)) md asymptoticky normalni rozdélen{ ' -

N(dm®(z)Bk,o*Ck).

Ditkaz viz [12].
Lze ukazat, ze tvrzeni analogické (8) a (10) plati za uréitjch specifickych pfedpokladii i
pro model s néhodnym planem, kdyZ f, nahradime margindlni hodnotou a parametr o? /2
podminénym rozptylem D(Y|X = z) (viz {12]). |

4. Jadrové odhady a vdZené lokilni regresn{ odhady

V odstavei 2 byl jddrovy odhad zaveden jako vizny lokilni odhad regresni funkce, kterd
byla ve vyhlazovacim okné (z — hn,Z + hn) aproximovina konstantou, pfitemi vihové
koeficienty byly zaddny pomoci dané jadrové funkce. V tomto odstavci ukiZeme Ze lokdlni
regresni odhady jsou asymptoticky ekvivalentni s jidrovymi odhady. .

Piedpokladejme, Ze je dan regresni model s pevnym planem Y; = m(zi)+ei, i = 1,...,n,
uvazujme pro dané z € R vyhlazovaci okno (z — hn,z + ha) C {0,1) a za predpokladu, Ze
regresni funkce m je v okoli bodu z dostatecné hladkd, mizeme ji ve zvoleném vyhlazova-
cim okné aproximovat polynomem p(u) = Z‘Ll Q;(u — z)? stupné k — 1. Oznatime-li

Y = (Y3,...,Y,) vektor pozorovini zavislé proménné Y, O = (04,...,0:) vektor ne-
znamych parametrd, Q = (gij)i=1,...,» Matici plinu experimentu odpovidajici zvolenému
' ' =1,k

vyhlezovacimu oknu, tedy ¢i; = (z; — z)’ ™}, pak viZeny odhad vektoru O lze ve zvoleném
vyhlazovacim okné ziskat viZenou metodou nejmensich étverci minimalizaci vyrazu

(Y - Qe)'C™(Y - Q9), | (12)

kde C je vhodnd symetricki a pozitivné definitni vahovd matice. Oznacime-li © odhad ©
ziskany minimalizaci (12), pak vaZeny lokilni odhad (z) regresni funkce m(z) lze psit
ve tvaru _ ‘ :

| m(z) = é(z) = ©,, kde ©, je prvni soufadnice vektoru 6.
Cleveland v [2] doporucuje volit matici C diagondlni's diagonalnimi prvky cii = [G(EZE)] ™,
kde G € Lip({—1,1)) je vhodna vihova funkce, kiadna na intervalu (—1,1). Uvedeny odhad
m(z) je potom pomérné robustni, jeho vlastnosti jsou demonstrovany na simulovanych i
redlnych datech v [10], kde je popsina i jeho dalsi modifikace pro pfipad modelu s neho-
mogennim rozptylem. _

Zapiseme-li odhad © v jeho analytickém tvaru, dostaneme

6=(QCc'Q)'QCY (13)
a odtud 7 . N
a(z) = 6y = - ) Wa(o)Li (a4)

=]
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kde Wg,(z), ¢ = 1,...,n jsou vhodné vihové koeficienty (prvky prvniho fidku matice
(Q’C‘IQ)“Q‘C -1 Jak plyne z vyjadfeni (13)) a prostfednictvim C zavisi na vahové

funkci G.
Vyraz (14) formalné odpovida zdpisu jddrového odhadu

m(z) = = Z Wiki(z)Yi, . (15)

t-l

kde Wi:(z) jsou vihové koeficienty typu W,Ei),(z) odpovidajici jadru K. Asymptotickeé '
ekvivalence odhadii (14) a (15) je popsana v nasledujici vété. .

Véta 3. Necht (14) je lokdln{ viZeny odhad regresni funkce m v modelu s pevnym plinem
ziskany lokdlnim odhadem polynomu stupné k — 1 a nechf G € Lip({—1,1)) je vdhovd
funkce, kladnd na intervalu (—1,1).

Pak existuje odpovidajici jadrovy odhad (15) s jadrem K¢ tak, Ze

WG: l=0

=& _1

lim sup Wees

R-=001<i<n

(kde klademe § = 1), pficems K je jediné jédro Fédu k, které minimalizuje funkcionl

! K?(z) . |
Lea= ao

pro KG € JMk ‘

Dikaz viz [11].

7 uvedené véty plyne, Ze vazené lokilni regresni odhady mohou byt povaZovany za
specidlni jadrové odhady, kde £4d jidra je o jednitku zvétSeny stupen polynomu, ktery byl
lokdlné daty prolozen. Tvar jidra fadu k odpovida tvaru vihové funkce G v tom smyslu,
7e minimalizuje (16).

5. Optimadlni volba §ifky vyhlazovaciho okna h,
 Kvalitu odhadu (z) v bodé z 1ze lokilné popsat jako stfedni kvadratickou chybu (MSE
= mean squared error), kterou oznaéime da(z,hn) = E(a(z) — m(z))?. Po jednoduché
tipravé, lze MSE zapsat pomoci rozpiylu odhadu Drii(z) a vychyleni odhadu B(z) ve tvaru

dm(z, ha) = Din(z) + B*(z). | (17)

Dosadime-li do (17) za rothyl Drin(z) a vychyleni B(z) z (18) a (10) dostaneme pro
model s pevnym planem za predpokladu Véty 2 vyjadfeni

dm(z,ha) = 0*(Ck + 0(1))/nhn fi(z) + (hem*(z)Bk + o(l))’ (18)

Zaroveni je ze vzorcu (8) a (10) vidét, Ze s rostoucim h, klesa rozptyl odhadu a roste
kvadrat jeho vychyleni a naopak. Je proto optimdlni volba h, spojena s hleddnim vhod-
ného kompromisu mezi rozptylem odhadu a jeho vychylenim. Jednoduchym kritériem pro
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nalezeni optimélni Sitky vyhlazovactho okna h, miiZe byt minimalizace MSE (17). Lze se
snadno presvédéit, fe tato minimalizace vede na feSeni rovnice ?-d-’-;%’ﬂ = 0, kde misto
h, piseme pouze h. Oznaéime-li h* jediné feseni této rovnice, pak snadno nahlédneme, Ze
optimaini volba h je '

(19)

h= [ﬁfx(r)(chm“"(z))’ 'Z]

a této volbé & odpovida MSE

daelz, ) = n= 3 [k (m (@) B )P (Creo? i) P +o))],  (20)

kde c(k) = (2k)~ 74T + (2k) T
Pro k = 2 dostaneme ze (19) a (20)

h* = ay(k, m(z), o2, fi(z), K).n"t/?
dm(z, h) = az(k,m(z), 0%, fi(z), K)n~*/3,

kde ay, a2 jsou vhodné funkce uvedenych parametril nezévislé na n. Vzhledem k tomu, Ze
zavisi na odhadovanych neznimych parametrech %, m(z), nelze vzorce (19) v praktické.
situaci bezprostiedné vyuzit. Odhadem optimdlni Sifky vyhlazovactho okna A* se budeme
zabyvat pozdéji.

Jak bylo feéeno vyse, optimélni volba k dand vzorcem (19) ziskana minimalizaci MSE
je lokalni a je otdzka, zda prechodem ke globdlnimu popisu chyby odhadu se celd situace
nezjednodusi. .

Oznaéme

di(h) = /ol da(z, h)dz (21)

integralni stfedni kvadratickou chybu (IMSE = integrated MSE) odhadu. Pak s ohledem
na vzorce (18) a (21) snadno zjistime, Ze optimalni globalni volba &, ktera minimalizuje
IMSE (21) je tvaru |

B = [5‘12'03? ( /o () /o l m""(z)dx) 1

a tedy z praktického hlediska piechod od lokdlni volby optimalni sifky okna ke globalni
volbé nepfinasi 24dnd zjednoduseni.

(22)

]1/(2k+1)

6. OptimAalni volba jadra

7 piedchoziho odstavee plyne, Ze rozptyl a vychyleni jidrového odhadu, MSE a IMSE
odhadu zavisi na jidfe prostfednictvim konstant Cx a By, které jsou ddny vzorci (9)
a (11). Proto optimalni volba jadrové funkce K bude spojena s vySetfovanim chovini
funkcionalt Cx a By v zéavislosti na jidfe K. V tomto odstavci budeme predpoklddat, Ze
jédro K € My a fad jadra K je k > 0, k sudé. '
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Nejdtive se zabyvejme otdzkou nalezeni jadra K, které minimalizuje rozptyl odhadu
Drny, (z) v regresnim modelu s pevnym planem. Ze vzorce (8) ihned plyne, Ze jadro
minimalizujici rozptyl je jadro, které minimalizuje funkciondl Cx dany vzorcem (8) pro
K e Mg, - ‘

Refeni tohoto minimalizaéniho problému se odvedi pomoci Legendrovych polynomi a
je dano nasledujici vétou.

Véta 4. Uvazujme regresni model s pevnym plinem. Potom jadro K € My, které mini-
malizuje rozptyl odhadu Dri(z) je polynom stupnék~2sk—2 nizoymi kofeny v (—1,1)
dany vzorcem .

. -2
K(z)= Z t\ix'I(-l,l)(z)a

. =0
kde A\; =0 proi liché a

i|k+i

A = (=1)2kY(k + iYk(k — i)/ + 1).22"“(-,';!)21“_9?—.

! pro i sudé.

Dikaz viz [6].

Pro k = 2 je optimalni jadro minimalizujici rozptyl obdélnikové jadro z odstavce 2. Toto
jadro mé v bodech -1 a 1 nespojitosti, které obecné maji vliv na $patnou kvalitu odhadu
pro koneéné vybéry. _

Dalsi pristup k optimalni volbé jidra je nalezeni takového jadra K € M;, které by
minimalizovalo MSE odhadu. Vzhledem k tomu, ze MSE je funkei k, budeme hledat jadro
K, které minimalizuje dy(z, h*), tedy minimdlni MSE pfi optimalni volbé h. Ze vzorce
(20) je zfejmé, Ze takové jadro ziskdme minimalizaci funkcionalu :

T(K) = CE\Bi| _ ( f_ 11 K*(z)dz)k| /_ 11 K (z)dz| | (23)

pro K € M;. Vysledek této optimalizace je popsan nasledujici vétou.

Véta 5. Optimélni jadro K, které minimalizuje funkciondl T(X), K € M dany vzorcem
(23) a majici nejvyse k — 2 zmén znameni, které vyZaduji momentové podminky kladené
na jadro. je polynom : -

k
K(z) =) Az'Ia)(2), (24)
=0 ) :
kde
Ai =0 pro i liché | | ' "
Ai= (—1)'/2k(k + 2k + Mk +2-9)/ili + 1)2”“*‘3'!2‘-!5'%‘-'-'-!-"—2}2!-’53'2—'3! pro i sudé.
Dikaz viz [11). | |
Pro k = 2 dostaneme z véty 5, Ze optimélni jédro je Epaneénikovo (viz odstavec 2) a
pro k = 4 dostaneme z (24) optimalni jadro ve tvaru

K(z) = %{7:‘ —1022 +3).
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Vliv jadra na jédrovy odhad rn(z) v regresnim modelu s pevnym plinem demonstruje
nasledujici tabulkz pro & = 2. V iéto tabulce o(X, Kopt) = T(K)/T(Kopt) 2 Kop je
Epaneénikovo jadro.

Jadro Epaneénikovo kvartické trojihelnikové gausovské obdélnikové
oK, Kopt) 1 1,005 1,011 1,041 1,060

Vzhledem k tomu, Ze vliv jadra na MSE odhadu zavisi pouze na velikosti funkcionalu
T(K), plyne z uvedené tabulky, Ze tento vliv neni nikterak podstatny.

Zaver tohoto odstavee vénujeme optimdini volbé jadra, kterd minimalizuje IMSE od-
hadu. Ze vzorct (20) a (21) je vidét, Ze MSE zavisi pfi optimaéini volbé sitky okna na
funkcionalu T(LK') stejnym zpusobem jak IMSE nebo vyjadfeno jinak, podil MSE/IMSE
na funkeiondlu T(X) nezavisi. Proto optimélni volba jadra (24), kterd minimalizuje MSE
odhadu zaroveil minimalizuje také IMSE odhadu a naopak.

7. Hraniéni efekty

Kvalita jadrovych odhadu regresni funkce m(z) pfi koneéném rozsahu vybéru n a pii
dané sifce vyhlazovaciho okna h, a pro pevny plan z;,...,2, takovy, ze 0 < z; < --- £
rn £ 1, je v bodech z € (0,h,) U (1 — hp,1) ovlivnéna skuteénosti, Ze vyhlazovaci okno
(z — hn,z + hy) neni podmnozinou intervalu {0,1) moznych hodnot nezévislé proménné.
Podobna situace nastavé i pro jadrové odhady regresni funkce v modelu s nahodnym
plinem. Mluvime potomn o vlivu hraniénich efektd na sledovany odhad. Reseni tohoto
problému bylo vénovino mnoho usili (viz napt. {12}, [8], {16] aped.). Miiller v [12] napt.
ukazuje, Ze za uréitych obecnych piedpokladi plati pro vychyleni odhadu B(z), ktery je
zaloZen na jadfe fadu k, asympiotické vzorce

1=~k :
/ B*(z)dz = O(h%) a ] B?(z)dz = O(h%¥), kde O znaii funkei “velké O”.

Tedy uz pro fad jadra k = 2 je #ad vychyleni odhadu uréen hraniénim efektem.

Eliminace hraniZnich efektd je pomérné komplikovany problém zde se zminime o zpuso-
bu doporuéeném v [16]. Budeme uvaZovat regresni model s pevnym ekvidistantnim plénermn,
z; = %, : =0,1,...,n a jadrové odhady m(z) s vahovou funkci TV;I ),(:z:) Tedy ze (4) do-
staneme odhad

-r)—- ""ZI\h (3—1': i (25)
1=}
ktery ma stfedni hodnotu
z/h :
Em(z) = / K(n)m(z ~ uhy)du + O((nhe)™1), (26)
(z=1)/h

za pfedpokladu, Ze A" € Lip({-1,1)}) a m € Lip({0, 1}).

Polozme ¢ = g(z) = z/h, aje-li o < 1 dochazi (k levému) a je-li g-—-% > -1 (k pravému)
hraniénimu efektu. Po dosazeni o za z/h, do (26) a po rozvinuti Er(z) = Em(gh,) do
Taylorovy fady podle h,, lze modifikovat jidro K tak, aby v tomto rozvoji vymizely cleny,
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které maji vyrazny vliv na vychyleni odhadu (které zpisobuji hraniéni efektx) V¥sledkem
tohoto postupu (viz [16]) je jadro

K] (z) = (1 - R)K(z)/wk(0, o) + (R/e)K(z/a)/wk(0, o/a),

kde

e
w;g(j,g):/ tK(t)dt, j=0,1,2
. -1 :
= [wr(1, 0)/wk (0, o))/ [wk (1, 0)/wk(0, 8) — awg (1, o/ &) /wi(0, o/ a}]

a doporucena volbaa=2-o0.

8. Odhad sitky vyhlazovacﬂm okna h,
V odstavci 5 byla nalezena optimalni sitka vyhlazovaciho okna, kterd minimalizovala
MSE respektive I\/ISE V tomto odstavei budeme pracovat s diskrétnim protéjskem IMSE.
Oznaéme

1 . 2
da(h) = ~ Z;(m(z,) — m(z:))
prumeérnou sttedni chybu (ASE = averaged squared error) jadrového odhadu (25) s vahovou
funkci W(z)(:r) v modelu s pevnym ekvidistantnim planem. ProtoZe ASE d4(h) zavisi na

neznameé regresm' funkci m, je potfeba hodnoty m(z;) odhadnout. Zvolime-li za odhad
hodnot m(z;) pfimo veli¢iny Y; dostaneme odhad d 4(h), ktery oznalime p(h). Tedy

p(h) = = S (rz) - Y)? (@)
=1

a je to prumérny rezidudlni souéet &tverctt (RSS) pouzivany pro odhad mi(z;). Po dosazeni
'Y: = m(z;) + e; do v¥razu pro RSS, dostaneme po jednoduché upravé

e
pih) = ~ Y el +da(h) + Cn(ha). (28)
j=1
kde Cin = =2 37, ¢j(rhn, (2;) = m(z;)).

Déle snadno nahlédneme, Zze pro odhad (25) plati
ECyn = =202K(0)/nh,.
Pak
Ep(h) = ¢* + Eda(h) - 20" K(0)/nhy,
a p(h) neni nestraﬁn}?m odhadem Ed4(h). Vhodnou modifikaci odhadu Ed,(h) se jevi

veli¢ina

R(h) = p(h) = &* + 26° K(0)/nha, (29)
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kde &* je vhodny odhad rozptylu o2, v {15] je doporucend volba

“ 1 n—1 . .
0’2 = m Z(}i.’.] - Y{)z

=]

nebo

# = gy (% = 5ot + V)
=7 =3

Odhad sitky vyhlazovaciho okna h, pak zvolime tak, aby kriteridln{ funkce R(k) dana
vzorcem (29) byla co nejbliZe nule (v [17] je na toto kritérium odkaz jako K1 kritérium
optimality).

Odhadu sitky okna k, je v literatufe vénovina velkd pozornost (viz napt. (8], [12]).
Zikladni piistupy vychazeji z nalezeni vhodného odhadu ASE. Sem patfi tzv. “cross-
validation™ pfistup, jehoZ idea je v linedrni regresi a je asymptoticky ekvivalentni uvedené-
mu postupu a pak tzv. metoda penalizaénich funkei, kterd odhad p(h) dany vzorcem (27)
modifikuje ndsobenim jednotlivych séitancd pravé strany (27) vhodnou vahovou funkei s
cilem, asymptoticky vynulovat &len typu C),(h) ve vyrazu (28).

Uvedené postupy odhadu §itky vyhlazovaciho okna k, jsou zaloZeny na odhadu ASE,
jejiz stfedni hodnota je diskrétnim protéjskem IMSE a jde tedy o piistup globalni. Lokal-
ni piistup by vychazel z MSE a vedl by k odhadiim s proménlivou iifkou vyhlazovaciho
okna zavislou na nezdvislé proménné z. Odhady ziskané lokilnim piistupem k volbé vy-
hlazovaciho okna jsou pak velmi adaptivni. Zde se jimi uz nebudeme zabyvat, viz napf.

[4].
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