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Abstrakt. Vypofet bayesovského rizika pro nejlepdf nestranny odhad, maximé&lng véro-
hodny odhad a bayesovsky odhad spolehlivosti v exponencislnfm rozdgleni na ziklads
asymptotického rozvoje. Porovnani odhadii pomoci vypoitu asympiotickych deficienci
vzhledem k bayesovskému riziku.

1 Uvod

UvaZujme klasickou situaci, kdy vysledkem experiﬁentu je Gplny nihodny vybér
X = {Xi,...,Xn} z ezponencidlniho rozdéleni s hustotou

)= { §oPCD Boz>0 o

kde § € © C R je neznamy parametr. Necht ¢ je kladné &slo. Jestlize X je nahodna
veli¢ina s hustotou (1), pak odpovidajici funkce spolehlivosti ma tvar

R(c) = R(c,8) = P(X > ¢) = exp (—g) . )
Bez iijmy na obecnosti miZeme poloZit ¢ = 1. Tedy (2) m4 tvar
R=R(1,0) = exp.(-—-%) . (3)

- Necht dale D oznaluje mnoZinu moZnych ochaddi parametrické funkce R(1,6) na za-
kladé ndhodného vybéru X. Defiruime méfitelnou funkci

L(R(1,8),d):0 xD =R (4)

jako ztrdatovor funkei. Rizikovou funkei piisiu$nou odhadu §(X), je-li skute¢na hodnota
parametrické funkce R(1, ), definujeme vztahem

R(R,8(X) = B(L(R(L),6001) = [ L(RO,0),6X)) f(z.0) . (3)

Nyni pfedpoklédejme, Ze parametr # je ndhodné velidina s hustotou ¢{6), a definujme
- bayesovské riziko odhadu §(X)

ol,6(%) = E,R'(R8(X) = [ [ L(R(1,6),6X)) f(z,0)dza(@)do, ()
pro 6(X) = {d & D; R*(R(1,0),d) < o0, ¥d € O).

V dalsi &asti Elanku budeme piedpokladat, Ze:



o L(R(1,0),d) je kvadratickd stritov Junkee, tj.
L(R(1,0),d) = (R(1, 8) — d)?.

* A = 07! je ndhodnd veli¢ina. Obvykly konjugovany systém je systém gamma
rozdéleni I'(a, p),a > 0,p > 0. Tedy apriorni hustota X je

PN =ad estlize A > 0 |
- DR Jesthze y (T
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kdeaap jsou apriorni parametry. Potom aposteriorni rozdélent je gamma rozdé-
leni I'(a + -7, z;,p + n) s hustotou

.r £¢+ o z,)”nxwa—l ( +2"1 )

I'(p)

g(AIzh'“axﬂ): . (8)

je-ll 24,...,20 >0,

0, jinak.

.

Na zakladé toho nahodného vybéru X z rozdéleni s hustotou (1) provedeme odhad
spolehlivosti (3). Budeme studovat ti ruzne odhady.

o Nejlepsi nestranny odhad

5 _ [ (=), jestlite T, > 1,
Rl - { 0, jina.k, (9)

kde T, = (1/n) T, Xi, viz Pugh (1963).

o Mazimdlné vérohodny odhad
UZijeme-li dobfe znamého faktu, %e T, je maximalné vérohodny odhad 6. Pak pro
maximainé vérohodny odhad (3) dostavame

Ry = exp(=-). (10)

® Bayesovsky odhad
V bayesovském pfistupu k odhadu predpoklidime, Ze A = 8! je nahodna veliina
s hustotou (7). Bayesovsky odhad pak dostaneme jako stfedni hodnotu exp(— —-A)
vzhledem k aposteriornimu rozdéleni. Tedy

T~ nT, +a \"P
Ra_(nT,,+a+l) ) (1)



2 Asymptoticky rozvej pro bayesovské riziko

V tomto odstavci stanovime asymptotické rozvoje pro bayesovské riziko odhadd uve-
denych v Gvodu. Nejprve uvedeme lemma pro usnadném' vypottu bayesovského rizika.

Lemma 2.1 Necht X, ..., X, je ndhodny vijbér z ezponencidlniho rozdéleni s hustotou
(1). Polozme ) = =61, Potom ndhodnd velicina

= (1/n) Z: Xi
i=1
md hustotu
ATAT gl p-Ant  Saoi]is '
=2t Jestlize t > 0

={ T ’ ’ 12

At,A) | { 0, Jinak. (12)

Dukaz: Tvrzeni plyne z reprodukéni vlastnosti gamma rozdéleni. a

Pouzijeme-li lemma 2.1 a zfejmych dprav, dostavame pro bayesovska rizika (6) odhadi
(9), (10) a (11) dostavime nasledujici vyjadfent:

o Bayesovské riziko nejlepsiho nestranného odhadu.

olg, Br) = fb ] [(nt_l)n_l e"‘]zh(t,z\)q()\)dt‘d)m
TR () e (Y

tﬂ-l tﬂ—l
x + ]
(nt+a+1)"?  (nt+a+2)"P

- Llintp) g w[ Rl
- n? U(n) I'(p) 1+ -1 (1 + if-?g)ﬂ'l'l’ (1 + f_(gF_l)"*’

-2 f 5 | (13)

o Bayesovské riziko mazimdlné vérohodného odhadu.
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_ a’?n"I'(n 4 p) | oo -e-% -1 _ 23-{‘ 'tn-l .
I(n)I(p) o L (nt4a)rtr (nt+ e+ 1)n+r

tn—l
dt =
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e Bayesovské riziko bayesovského odhadu

D nt+ 2(n-1) INE:
ol ) =-[ .[ [(nt+a:—1) - '\] h(t, 2) g(A)dA =
_ aPnﬂP(n-}-p) /m[( nt+a )2(n+p) gn=1
- P(n)I"(p) o nt+a+1 (nt..l.a)n-l'p
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(52) @T(ntp) [» 2 (1+%)
m - nPr(n) F(P) : (1+ !a-l-'l!z)z(“"'p)

Nyni vyuZijeme tato vyjadieni ke stanoveni asymptotickych rozvoji pro bayesovska
rizika odhad@ By, B, a B; pro n — oo. Princip nalezeni asymptotickych rozvojt spociva
v nalezeni Taylorovych rozvojt integrandé v integralech (13), (14) a (15) podle 1/n v
bodé 0. '

Véta 2.1 Necht

a?(p+1

erfg, Ba) := '(;%2—),,%52 (16)
Pp(l+ 6+8 4a* —-3p—4 2

ol Ry) = = Atk I 2("21;4,, poieptr) (17)
a(p+1)p |

ale, Ba) = o (18)
a?p(l1+p) (10+24a+20a®>—-21p—28ap+7p?

92(q1 Rz) = ) ( 4(2 +a)4+F A L )? (19)
a{p+1)p

21(g, Rs) = Tax o (20)

o ?p(1 —949g2 = 9 2
o2(q, Rs) = —° p{l+p)(-2+2d®>+5p+4ap+2a p+p) (21)

r) (2 'T' a)4+P

Potom pro n — oo plati

' y R « R , )
o(q, Ri) = 9’(qn )+92(i'2 )+0tn")- i=1,23. (22)




Drikaz: Vzhledem k technické niroZnosti a rozsihlosti dikazu, nebudeme dikaz pro-
védét. Dikaz je moZné nalézt v prici Linka, Brzezina (1994). ‘ O

‘Vzhledem k tomu, e odhady R, R, a R, jsou silng asymptoticky eficientni vzhledem k
stiedni kvadratické odchylce, véta potvrzuje hypotézu, Ze asymptotické rozvoje baye-
sovského rizika pro odhady Ry, R; a B3 budou mit tvar (22), tj. koeficient u 1/n je
pro viechny odhady stejny, a tedy miZeme odhady porovnat na zikladé asymptoiické
deficience.

3 Asymptotickd deficience odhadi

Pro detailni porovnéni R; méZeme u¥it deficienci (viz Hodges, Lehmann (1970)). Zhru-
ba Feceno deficience znamend o kolik vice (nebo méné) pozorovani vyZaduje odhad
B, mé-li mit stejnou & vercovou odchylku jako odhad A zaloZeny na vybéru rozsahu
n. V praxi se obvykle uZivid asymptoticka deficience pro n — oo. JestliZe oznadime
or(A, n), on( B, n) bayesovska rizika odhadi a plati

a b - _
on(A,9) = — + —55 + o{nCHH), (23)
¢ -(r
95(3 Q) nlr+t) + o(ﬂ' ( +n)1 (24)
pak asymptoticka deficience B vzhledem k A je rovna
BA - - b -
d," = — (25)

Véta 3.1 Pro asymptotickou deficienci odhadu Ry, R, o R (vzhledem k bayesovskému
riziku) plati |

"o _5_?4,;1_"}4(1 +11p+20ap—4a®p— 9p

R Ra wome

dg (p?a) - 4(a+2)2 (26)
Bt —2—4a—3d* —p—a’p—9p? |

o a -9 - +

fohip gy = Z2E8at12¢ - 10p-Waptip (28)

i(a +2)

Dikaz: Tvrzeni véty plyne bezprostfedné pb dosazeni do vztahu (16) - (21) do vztahu
(25). | o

Nyni ukaZeme grafické srovnani odhadt R, R,a R;g pomoci asymptotickych deficienci.
‘Nasledujici grafy zndzorfiuji asymptotické deficience (26}, (27) a (28) pro p € (0,30) a
€ (0,30).



Z graft vyplyva, Ze odhady jsou ,rovnocenné“ ve smyslu bayesovského rizika pfi ,ro-
zumné® volbé apriornich parametrt p a a. Ziskané teoretické vysledky jsou ve shodé s
numerickou studii uvedenou v praci Linka (1992).

Poznamka 8.1 Obdobnou problematikou asymptotickych rozvojd, ale pro riziko uve- -
denych odhadd R;, Rz a Rj se zabyvaji prace Hurt (1976) a Chao (1981) (pro kvadra-
tickou ztratovou funkci) a Harris, Soms (1988) (pro atypické ztratové funkce).
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