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1 Uvod

Prispévek je vénovin algoritmiim fizeného ndhodného vybéru (CRS algoritmiim) a jejich
vyuZiti pfi uréovani odhadit parametri v nelinedrnich regresnich modelech. Je dobfe znamo,
Ze primy vypocet takovych odhadd neni mozny. Numerické metody pouzivané pro nelineirn{
modely lze zhruba klasifikovat takto (viz [2,5,11]):

» metody zaloZené na vypoltu derivaci néjaké vhodné funkce regresnich parametrd,
zpravidla souétu &tvercl odchylek (gradientni metoda, Newtonova-Gaussova metoda
a jejich modifikace);

* piimé metody (simplexova metoda, fada dalsich metod zalozenych na niahodném vy-
béru).

CRS algoritmy patii zfejmé do kategorie piimych metod, jez pracuji pouze s funkénimi
hodnotami.

2 Pricelv algoritmus

Pojem CRS algoritmu zaved! jako prvni Price [3} k oznageni svého algoritmu pro stanove-
ni globalniho minima dané funkce, algoritmu zaloZeného na efektivnim spojeni simplexové
metody (4] s technikou nahodného vybéru do jediného spojitého procesu. Piedpoklidejme,
Ze chceme v parametrickém prostoru = Dy x I; x ... x D, , kde D; jsou neprazd-
né mnoziny (defini¢ni obory parametri py, pa, ..., pn), uréit globilni minimum funkce
f(p1, P2, ..., pa). Vychozi oblast V parametrickéhio prostoru {2 se definuje tim, Ze se speci-
fikuji podminky kiadené na jednotlivé parametry. Pak se v této oblasti ndhodné vybere pie-
dem zvoleny pocet N bodu P, P, e Py,
Pi = [pr1, Przy oo Pl k=1, 2, ..., N, a spottou se hodnoty funkce f ve viech vybranjch
bodech. Konfigurace takové N-tice bodii je v paméti po&itace popsana N vektory typu (pi,
Pk2, ooy Pkn, yk), kde Yk =
= f(Px1, Px2y - -+ Pan). V aktudlni konfiguraci se zvoli nihodné n + 1 riznych bodi P;,
Piy ..o Pip,,  (n & N) takovych, Ze tvoii simplex v euklidovském prostoru E,. Novy
zkudebni (trial) bod P se definuje pfedpisem

P=2G-R : | (1)
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v némz R predstavuje nahodné zvoleny vrchol (pdl) simplexu P;, P;, ... Py, a G téziste
soustavy zbyvajicich n vrcholi. Z hlediska geometrického je novy bod P obrazem vrcholu R
ve stiedové soumérnosti se sttedem v tézisti G. Pokud novy bod P lezi v oblasti V, spocte
se odpovidajici funkéni hodnota f(P). Je-li splnéna podminka f(P) < f(M), kde M znaci
bod, jemuz ptislusi nejvyssi funkéni hodnota ze viech N bodil uvaZovanych v dané iteraci,
nahradi se bod M v paméti novym bodem P. V pFipadé, kdy plati f(P) > f(M), st.ejné
jako v piipadé, Ze bod P nelezi v oblasti V, je nové generovany bod zavrzen a hleda se me
bod P jiz popsanym postupem. Pro danou konﬁguram N bodi existuje ztejmé (n+1)( +1)
stejné pravdépodobnych moznosti, jak vybrat novy bod P. V kaZdém okamziku se v paméti
uchovavi aktudlni informace o N v jistém smyslu nejlepsich bodech z oblasti V.

V priibéhu vypoétu se aktudlni konfigurace N bodu uvnitf oblasti V chova tak, Ze je-
ji body maji tendenci vytvaret shluk kolem minima, kterému pfislusi nizsi hodnota, nez
je pravé platnid hodnota f(M). Pravdépodobnost, Zze prubézné aktualizovana konfigurace
.konverguje“ ke globdlnimu minimu funkce f v oblasti V/, a také rychlost této konvergence -
zavisi na hodnoté N, slozitosti funkce f, jejiz globdlni minimum hledime, povaze omezuji-
cich podminek kladenych na parametry a zpusobu vybéru novych bodu.

Priceidv algoritmus ma viechny pfednosti pfimych metod, tj. funkce f nemusi mit deri-
vace a parametry mohou nabyvat diskrétnich hodnot. Klade diraz na dplnost prohledavani
oblasti V, pfitom je mnohem efektivnéjsi nez prosty nahodny vybér. Nema mimofadné na-
roky na kapacitu operaéni paméti, a to ani v pfipadé vysoké dimenze feSeného problému
(velkého po&tu parametru).

Zakladni nevyhodou popsaného algeritmu je pomald konvergence, typickd pro pfimé
postupy. Testovani algoritmu (viz {5]) ukazalo, Ze nalezeni globdlniho extrému vyzaduje,
aby byle provedenc fadové nékolik tisic iteraci.

Urychleni konvergence Priceova algoritmu je moZno dosahnout v podstaté dvéma zpa-
soby:

e Vrcholy simplexu pro uréeni nového bodu se nevybiraji nahodné z celé aktualni konfi-
gurace N bodi, ale jen z néjaké jeji podmnoZiny, jez zahrnuje body s nejniZsimi
funkénimi hodnotami.

o Pii generovani nového bodu pomoci vztahu (1) se za vrchol R simplexu nebere libo-
volny z jeho vrchold, ale pravé ten vrchol, kterému odpovida nejvyssi funkéni hodnota.

Obé uvedené modifikace Priceova algoritmu vedou sice k urvchleni konvergence extrema-
lizaéniho procesu, oviem pouze na ikor uplnosti prohledavani oblasti V' parametrického
prostoru.

3 Heuristickd metoda PAROPTMULTI

Metoda PAROPTMULTI (viz {8,9]) byla navrzena pro multikriteridlni optimalizaci a iden-
tifikaci simulaénich modeld. Predpoklida se existence dobrého simulagniho modelu sledova-
ného systému a optimum se hleda cestou experimentovani s jednotlivymi variantami tohoto
modelu, jez se li3i pravé hodnotami svych parametri. Varianty simulaéniho modelu se vyvi-
jeji paralelné v &ase. Zatimco nevhodné varianty jsou v prubéhu simulace vyFazovany, nové
~varianty se v parametrickém prostoru generuji pomoci heuristickvch algoritmi zaloZenych
na fizeném nahodném vybéru. Cilem experimentovani je nalézt néjaké vhodné varianty ve
smyslu pfedem zvoleného vektorového (viceslozkového) kritéria.
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Metoda PAROPTMULTI obohacuje klasické opt:mahzacm postupy o nasledupcz prvky
‘a principy:

o dalii heuristické algontmy pro generovini novych variant modelu (bodi v paramet-
rickém prostoru);

« princip stfidni vyhleddvacich algoritm béhem vipottu na zdkladé pribézného hod-
noceni jejich dspésnosti; . ’

~ @ vektorové kritérium pro posuzovéni kvality jednotlivych variant modelu 2 mznych
rozumnych hledisek; .

e pomocné skalirn{ kritérium pro stanoveni pofadi (uspofédin{) variant daného modelu.

3.1 Vyhledavaci algo'rit'my

Predpokladejme, Ze je nutno optimalizovat celkem n parametrii. Pak kaZda varianta modelu

muZe byt reprezentovana bodem z prostoru {0, 1]* . Navrzené algoritmy realizuji v zdsadé

zobrazeni
| (o, 1t — o, 117

vychdzeji tedy z néjaké L-tice bodi v prostoru [0, 1]* a generuji novy bod v témze prostoru.

Jednotlivé vyhledadvaci algoritmy se lisi také hodnotou L (poétem vychozich bodu). Sou-

“fadnice vychozxch bodd se vybxra.p stfidavé ze t¥ nasledujicich, pribézné aktualizovanych
seznami: |

o uplny seznam viech ,Zivych* variant;

e seznam obsahupc; udaje o tfech nejlepiich (ve smyslu pomocneho skalarniho kritéria)
va.nantach vytvofenych prostym nahodnym vybérem;

® seznam obsahujici iidaje o tiech absolutné nejlepsich variantach bez ohledu na al-
- goritmus jejich generovani.

_ Funkc: jednotlivych vyhledavacich algoritmu (na.zvy podle autora) lze struéné charakteri-
zovat takto. | | |

¢ RANDOM provadi prosty nihodny vybér v prostoru {0, 1J* . Soufad- nice nového
bodu jsou realizaci ndhodného vybéru z rovnomérného rozdéleni na intervalu [0, 1}.

o AMI piedstavuje modifikaci Priceova algoritmu #{zeného nihodného vybéru.

e CENTRING pracuje tak, ze se jedna (ndhodné vybrand) soufadnice nového bodu
uréi jako realizace nahodného vybéru z rovnomeérného rozdéleni na intervalu [0, 1] a
ostatni soufadnice tohoto bodu jako prosty aritmeticky pramer piislusnych soufadnic
ve viech variantich zafazenych do pravé zpracovavaného seznamu.

o FLOP vytvaii zrcadlovy obraz bodu reprezentujiciho posledni (tedy nejhorsi) variantu

zpracovavaného seznamu podle t8Zi3té bodd odpovidajicich viem variantam zafaze-
nym do tohoto seznamu.



e GEN vychazi z absolutné nejlepsi varianty. Hodnoty viech soufadnic nového bodu
vyjma jediné (ndhodné vybrané) se rovnaji pfislusnym soufadnicim nejlepsi varianty.
Zbyvajici soufadnici se piifadi hodnota této soufadnice pro prvni polozku seznamu

.+ nejlepsich variant vytvofenych prostym nahodnym vybérem.

e HAZARD pracuje podobné jako algoritmus GEN , jen s tim rozdilem, Ze se hod-
nota zbyvajici (nibodné vybrané) soufadnice ur&i jako realizace ndhodného vybéru
z rovnomérného rozdéleni na intervalu [0, 1].

e BROWN pracuje tak, ze kazdé soufadnici nové vytvdfeného bodu pfifadi hodnotu
téze soufadnice ve varianté ndhodné& vybrané (pro kazdou soufadnici zvlé.éf) ze zpra-
covavaného seznamu variant. '

s INTERVAL pfifazuje viem soufadnicim nového bodu (s vyjimkou jediné, nadhodné
vybrané) hodnoty odpovidajicich soufadnic pro prvni (nejlepsi z hlediska skalarniho .
kritéria) variantu zpracovavaného seznamu. Hodnota zbyvajici soufadnice se pak urdi
jako pseudonahodné &islo z rovnovnomérného rozdéleni na intervalu [a" ,b%], kde

a” = max(0,{a+0)/2-5]a-1b]),
b =min({a +b)/2+5]a—-b]|,1),

a (b) je hodnota této soutadnice pro prvni (posledni) variantu pravé zpracovavaného
seznamu.

Kazdy z CRS algoritmi obsahuje navic test, zda pravé nevytvofil absolutné nejlepsi
variantu ve smyslu pomocného skalarniho kritéria. JestliZe je tomu tak, pak je novy bod
generovan ve smeéru vektoru uréeného pfedchdzejici a pravé generovanou rekordni variantou.
V piipadé vytvofeni dalsi rekordni varianty se takova extrapolace opakuje.

3.2 Stridani vyhledavacich algoritmi

Popsané vyhledavaci algoritmy se v pribéhu optimalizace stfidaji. Kritériem pro opakované
zafazeni urcitého algoritmu do vypoc&tu je jeho tspéinost pfi generovani novych variant.
Mechanismus rozhodovani o nasazovan: jednotlivych algoritmu do optimalizaéniho procesu
je zfejmy z nasledujiciho fragmentu zdrojového textu programu (v jazvku SIMULA):

CYCLE: AMI; while AGAIN do AMI;
BROWN; while AGAIN do BROWN;
CENTRING; while AGAIN do CENTRING;
FLOP; while AGAIN do FLOP;
GEN; while AGAIN do GEN;
HAZARD; while AGAIN do HAZARD;
INTERVAL:; while AGAIN do INTERVAL;

"RANDOM; goto CYCLE;

V tomto schematickém zdpisu znaé&i AGAIN volani booleovské procedury rozhodujici
o tom, ktery vyhledavaci algoritmus se uplatni v nasledujicim kroku. Pokud ma tato proce-
dura hodnotu true. opakuje se algoritmus z pfedchoziho kroku; jinak se zafadi do vypoitu
algoritmus uvedeny na bezprostfedné nasledujicim fadku.



3.3 Vektorové kritérium

Podstatnym piinosem metody PAROPTMULTI je zavedeni vektorového kritéria optima-
lizace. To znamend, Ze na rozdil od Priceova algoritmu nejde pouze o nalezeni globalnihe
extrému jediné funkce, ale o stanoveni takovych hodnot parametri, které odpovidaji op-
timalnim hodnotdm viech slozek vektorového kritéria. Vektorové kritérium kvality hraje
. vyznamnou roli pfi vyfazovani variant z optimalizaéniho procesu. PostaZujici podminkou
pro okamzité vyfazeni néjaké varianty M ze skupiny sledovanych variant je existence takové
varianty M, ktera je ve viech slozkich vektorového kritéria lepsi nez vyfazovana varianta
M.

3.4 Pomocné skaldrni kritérium

Toto kritérium'kvality dovoluje zavést na mnoziné viech ,Zivych® variant modelu tplné
uspoiiadani. Jeho definice je piirozend. Jednotlivym slozkam ¢; (i = 1, 2, ..., m) vektoro-
vého kritéria ¢ se pfifadi subjektlvm statistické vahy w; > 0. Celkove skala.rm ohodnoceni
varianty M je pak dino vyrazem :

] m
Z: w;d; y

i=1
kde d; zna&i podet téch Zivych variant modelu, které jsou v i-té slozce vektorového kritéria
c dominovany uvaZovanou variantou M. Skalarni kritérium se uplatni pfi redukci poitu
paralelné zpracovdvanych Zivych variant modelu v tom pfipadé, kdy jejich pocet piekroéi
zadanou horni mez. PouzZiti skalirniho kritéria nezaruéuje vyfazeni nejhorsi varianty &i
nejhorsich variant. Nicméné pravdépodobnost toho, Ze takto dojde k eliminaci opravdu
kvalitni varianty (z hlediska nékteré slozky vektorového kritéria), je zfejmé mala.
Aplikace metody PAROPTMULTI vyzaduje, aby uZivatel zajistil:

e doprogramovani vieho, co souvisi s feenim jeho konkrétniho problému,
e fizeni priib&hu optimalizace, zejména rozhodovini o jejim ukonceni.

V uzivatelském programu se deﬁﬁuj;‘:
s struktura experimentilnich dat,

e viastni model vZetné pfedpisu pro vypoést hodnot a vah jednotlivych sloZek vektoro-
vého kritéria kvality,

e zobrazeni z prostoru [0, 1]* do skuteéného parametrického prostoru (2,
e omezeni kladena na hodnoty parametru modelu.

Ridici idaje pro optimalizaci zahrnuji podet parametrt modelu, poéet slozek vektoro-
vého kritéria kvality, ndsadu pro generator pseudondhodnych &isel, poéet priib&zné sledova-
nych Zivych variant modelu, horizont simulace, zptsob diskretizace simulovanéhe cbdobi a
rezim vypoétu (automaticky nebo interaktivni). UZivatel muzZe zafixovat hodnoty nékterych
parametri modelu, popi. vklidat expertni varianty (nulté aproximace hodnot parametri
modelu). Celé simulované obdoebi se v zavislosti na fidicich datech rozloZi na dildi casové
intervaly. Na konci kazdého z nich ma uZivatel k dispozici aktualizovany seznam vsech zi-
vych variant uspofadany podle hodnot pomocného skaldrniho kritéria. V téchto okamzicich



se rozhoduje o poétu nové vytvofenych a analyzovanych variant v nasledujicim Zasovém
intervalu. Po dosazeni simula¢niho horizontu muzZe uZivatel restartovat vypocet s tim, Ze
nejlepsi, resp. nejzajimavéjsi varianty modelu jsou do opakované simulaéni studie viozeny
znovu jako expertni varianty.

Ve srovndni s Priceovym algoritmem ma metoda PAROPTMULTI dvé vyznamné pied-
nosti: -

o Stiidani vyhleddvacich CRS algoritmi garantuje rozumny kompromis mezi dplnosti
hleddni v parametrickém prostoru a rychlosti konvergence optimalizatniho procesu.

e Zavedeni vektorového kritéria umozfiuje daleko vic nez odhadnout polohu globalniho
extrému jediné kriteridlni funkce. Uzivatel miZe nalézt nejen optimalni feSeni své-
ho problému, ale i posoudit celou fadu dalsich zajimavych feseni z pohledu riznych
kritérii. Pii vyfazovani variant (na zdkladé dominance lepsi variantou &i na zakladé
hodnoceni pomoci skalirniho kritéria) nemuze dojit k zavrZeni varianty, jeZ je v né-
jakém ohledu nejlepsi.

Zakladni nedostatky métody PAROPTMULTI spatiujeme v tom, Ze
e optimalizaZni proces konverguje pomaleji nez pfi pouziti metod zalozenych na vypoétu
derivaci;

¢ metoda neposkytuje zadné informace o pfesnosti ziskanych odhadi parametra (va-
rianéni matici odhadi).

4 Vysledky experimentii s programovym produktem
PAROPTMULTI

Programovy prostiedek pro optimalizaci metodou PAROPTMULTI dodava firma TIMING
{10] ve formeé samostatné kompilované ttidy PARMULTI. (Zdrojovy text je v jazyvku SI-°
MULA.) Zminéna tifida se v uZivatelském programu deklaruje jako externi.

Uzivatelsky program je nutno zapsat v jazyku SIMULA. Vzhiedem k tomu, Ze jde o jazyk
objektové orientovany, doporuéujeme formulovat vlastni regresni model i strukturu dat
obecné ve formé tiidy (obecné znalosti). Jednotlivé regresni modely se pak li3i jen tvarem
regresni funkce.

Pfi testovani produktu PAROPTMULTI jsme pouzili vektorového kritéria o téchto &ty-
fech slozkach: '

e rezidualni soudet &tvercli (RSS),

e medidn &étvercovych odchylek (LMS),
e soucet absolutnich odchylek (SAD),
e maximalni absolutni odchylka.

V uvahu pfichazeji i dalsi (méné bézna) kritéria jako napi. S-odhad [7] nebo ,ofiznuty*
soucet &tverci [6].



Produki PAROPTXMULTI jsme ovéfovali zhruba na 30 souborech dat, jednak experi-
meatalpich (viastnich), jednak modelovych, prevzatych z litera.tury [3-3]. Pokud jde o mo-
delovd data, byla vybrdna vesmeés takovd, jejich zpracovani pomoci klasickych postupi
za.iezenych na vypodtu derivaci (gra.dxentm metoda, Newtonova-Gaussova metoda) pusobi-
lo znaéné preblémy.

. Vysledky experiment ukazuji, Ze k nalezeni solidnich odhadui postaéi vygenerovat a
vyhodnotit v priméru 1000 - 2000 variant daného modelu, coZ pHi prici na persondlnim
pocitali kompatibilnim s IBM PC/AT486 pfedstavuje 2-4 s Casu CPU. Zavéretné upiesné-
ni odhadd jsme providéli pomoci programu Nonlinear Regression Analysis (Marquardtav
- algoritmus) v ramci statistického programovéh systému SOLO. Toto upiesnéni bylo nutné
mimi jiné i proto, Ze produkt PAROPTMULTI poskytuje hodnoty odhadi s pfesnosti jen
na dvé platné Cislice.

Posuzujeme-li kvalitu ziskanych odha.du podle finalni hodnoty RSS, pak miZeme kon-
statovat, Ze naSe vysledky jsou srovnatelné s témi, které se povaZuji v literatuie za nejlepsi.-

Pro ilustraci moznosti PAROPTMULTI uvadime aspoi ti pfiklady.

4.1 Priklad 1
Data (ptevzata z price [1])

y=2+2z proz=1,2,3,;..,10
Model: |

exp(f17) + exp(Baz) -

Pocatetni a.proxima.ce' ‘ |
o =(0,3; 0,4), RSS(b’)~5,2 - 10°
Vysledek optxmallzax:e (1000 variant): |

= (0, 26; 0,26), RSS(b) =1,2 - 10?
Vysledek upresném (3 1tera,ce) _

b* = (6,25781; 0,25781), RSS{b*") = 124,36

4.2 Priklad 2
Data v tab.1 (pifevzata z prace {2])

Model:
B15az;

14 Bz + ﬂ?zg

 Pociteéni aproximace:
| b° = (10,39; 48,83; 0,74),  RSS(b°) = 0,0365
Vysledek optimalizace (1000 variaat):
| b ={3,7; 15; 0,69), RSS(b) = 5,2 - 107°
Vysledek uptesnéni (5 iteraci):
b* = (3,132; 15,16; 0,780),  RSS(b*) =4,355 - 10~°



Ty | T2 y

1.0 | 1.0 | 0.126
2.0 | 1.0 | 0.219
1.0 } 2.0 { 0.076
2.0:2.0]0.126
6.1 0.0[0.186

Tabulka 1: Data k pfikladu 2

z | y
12| 7.31
13| 7.55
14| 7.80
15| 8.05
16 | 8.31
17 | 8.57
18 | 8.84
19 | 9.12
201 9.40
21| 9.69
22 | 9.99
23 1 10.30

Tabulka 2: Data k piikladu 3

4.3 Priklad 3

Data v tab. 2 (pfevzata z price [3])
Model:
Bz + Bz

Poéateéni aproximace: v
b? =(100; 0,1; 2; 10), RSS(b%) =2,9 - 10%
Vysledek optimalizace (15000 variant): |
b = (3,5; 0,0045; 0,25; 2,0), RSS(b) = 3,9 - 107
Vysledek upfesnéni (6 iteraci):
b" = (3,7861; 0,003947; 0,2253; 2,0731), RSS(b*) = 2,984 - 10~3

5 Zavér

V piispévku jsou struéné zhodnoceny prednosti a nedostatky CRS algoritmil a posouzena
moznost jgjich vyuziti ve formé programového prosttedku PAROPTMULTI ke stanoveni



cdhadl parametrd v zelinedrnich regresnich modelech. Ovéiovani na redlnych i modelovych
daiech naznaluje, Ze uvedeny produkt je s to poskytnout odhady regresnich parametru, jez
jsou co do kvality (hodnoty RSS) srovnatelné s vysledky specidlnich postupu zalozenych na
vypoétu derivaci (viz napf. [1,2]). PAROPTMULT! nabizi rozumny kompromis mezi dvéma
zakladnimi a pfitom pretichidnymi poZadavky kiadenymi na p¥imé metody, tj. mezi upl-
nosti prohleddvani parametrického prostoru a rychlosti konvergence vypotetniho procesu.
Jeho zakladni nedostatky lze prakticky eliminovat tim, Ze se zajimavé varianty regresniho
modelu nasledné upfesai pomoci nékterého ze standardnich programu pro regresi.
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