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ABSTRACT. Tato price se zabyva klasifika¥nimi stromy. V&tsina dosud navrZenych al-
goritmt komstruuje striktnd bindeni stromy. Ale vicecestni 3tépeni mohou nékdy lépe
vystihnout strukturu dat ne# bindrni. Hlavnim cilem &linku je navrhnout metody pro
konstrukei a porovnavani vicecestnych Stépeni.

| 1. OVOD

V praxi &asto potfebujeme fesit klasifikaéni problém — predpovidat, do které t¥idy
objekt patfi, kdy? zndme vysledky né&jakych méfeni (prediktory) na tomto objektu.
V této praci se budeme zabyvat situaci, kdy mame k dispozici soubor obsahujici namé-
fené hodnoty na n&kolika objektech a zndme, do které tfidy tyto objekty ve skuteinosti
néleZi. Na zaklad& tohoto souboru chceme prozkoumat zavislosti mezi naméfenymi ve-
li¢inami a zafazenim do tfid a nauéit se co nejpfesnéji tato zafazeni pfedpovidat. Velmi
popularnim prostfedkem jsou klasifikaéni stromy, a to pro svoji jednoduchost, srozumi-
telnost, schopnost zpracovavat rizné typy prediktori a riizné zavislosti mezi prediktory
navzajem i mezi prediktory a tfidami.

Bylo navrfeno mnoho rliznych metod konstrukce klasifikanich stromt. Zmifime se
alespoii 0 FIRMu navrZeném Hawkinsem v [6], Ciampiho algoritmu [3] a CARTu po-
psaném v monografii [1]. Vice citaci 1ze nalézt v {10].

Cilem této prace je zobecnit algoritmus CART (Classification And Regression Trees)
konstruujici binarni klasifikaéni stromy a jeho vylepSeni popsané Gelfandem et al v (3]
na konstrukci i nebindrnich stromd, které &asto poskytuji snize interpretovatelné a
presnéjsi vysledky neZ stromy striktné bindrni.

V kapitole 2 jsou definovany zdkladni pojmy, které budeme dale potfebovat. Kapitola
3 popisuje metodologii konstrukce klasifikaénich stromd. V kapitole 4 jsou navrZeny a
podrobné popsény algoritmy konstrukee a porovnavaai vicecestnych $tépeni. V kapitole
5 je uveden ilustrativni pfiklad.

2. ZAKLADNi POJMY A DEFINICE

Necht (X’,Y) je nahodny vektor, X nabyvajici hodnot z £ C RM a Y 2z C =
{1,2,...,J}. X se nazyvi vektor prediktor, Y je odpovidajici tfida. Na$im cilem
je odhadovat Y na zdklad& pozorovanych vysvétlujicich nahodnych veliéin ve vektoru
X =(X1,X2,...,Xum).

Autor dékuje RN Dr. Jaromiru Antochovi, CSc., za viestrannou pomoc pfi prici na tomto problému
~ a pfi piipravé tohoto &linku. :

Typeset by ApeS-TEX
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Piedpoklidejme, 7e¢ mame soubor dat £ = {(=},,ya), n = 1,...,N}, ktery byl
ziskan jako realizace nidhodného vybéru. PfedevSim chceme zkonstruovat klasifikaéni
pravidlo.

Definice 2.1. Klasifikaéni pravidlo (klasifikitor) je funkce d(z) definovana na X ta-
kova, ¥e kaZdému = € X pfifazuje pravé jedno éislo z C.

Poznamka 2.1. To znamena, e d(z) uruje disjunktni rozklad prostoru X na pod-
mnozZiny A,,...,.A4s takovy, Ze

J
D UA=x%

j=1
2) AinA; =6, 1Si#j5J;
) VzeX dlz)=7 &= xe€ A,

Klasifikaéni sirom je klasifikaéni pravidlo ziskané rekurzivnim rozkladem podmno-
#in prostoru ¥ do dvou nebo vice podmnoZin, které odpovidaji ,uzlim® stromu. PH
rozkladu pfitom zaéiname celjm prostorem X, ktery odpovidi ,kofenu“ stromu. Pfipo-
mefime si zdkladni terminologii z teorie grafli, kterd se tykd stromt a zavedme néktera
oznadeni.

Definice 2.2. Stromem rozumime koneénou neprizdnou mnoZinu T' pfirozenych éisel
a funkci sons, ktera kazdému t € T pfifazuje podmnoZinu 7. Ozna&ime symbolem |T|
pocet prvkii mnoZiny T. Na funkei sons klademe nasledujici poZadavky :

1) Vt € T bud sons(t) = 8, nebo |sons(t)| 2 2;

2) VieT s € sons(t) =>s>t;

3) Vs € T rizné od nejmensiho prvku v T', 3! ¢t € T takové, Ze s € sons(t).

Terminologie.

o Kazdé t € T se nazyva uzel stromu.

e Nejmensi prvek T se nazyva kofen stromu a znadi se root(T).

e Takové t € T, Ze sons(t) = 0, se nazyva koncovy uzel nebo list.

e Uzel s se nazyva syn uzlu ¢ a uzel ¢ se nazyva otec uzlu s, jestliZe s € sons(t).

e Podle definice 2.2 vime, Ze ke kaZdému uzlu kromé kofenu existuje pravé jeden
otec. Proto miiZeme zavést funkci father(t), kterd kazdému t € T — {root(T)}
prifazuje jeho otce.

e Pokud t € T lze zapsat jako ¢t = father(s), nebo jako t = father(father(s)),
nebo ..., nazyva se t predchidcemn s a s ndslednikem t.

Méjme neprizdnou podmnoZinu Ty C T'. Definujeme funkeci sons,(-) pfedpisem
Vte Ty sonsi(t) = sons(t) N T;.

Definice 2.3. Pokud T a sons,(t) vyhovuji definici stromu, fikime, Ze T} je podsirom
stromu T'. T} se nazyva profezany podsirom T (s oznaéenim T} < T, pfipadné T} < T
misto T} < T a T} # T), jestliZe je T} podstrom T a root(T) = root(T}).

Terminologie.

e Véivi stromu T vychazejici z t € T (oznadeni T}) rozumime podstrom stromu
T, ktery obsahuje ¢ jako kofen a v3echny nasledniky t.

o Profezinim stromu T rozumime &innost, kterd ze stromu T vytvofi profezany
padstrom Ty < T ufizoutim nékterych vétvi. Ufiznuti vétve T; spodiva v tom, Ze
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jsou odstranéni vsichni naslednici ¢ a ¢ se stane koncovym uzlem. Strom vznikly
z T uFiznutim vétve T; znaéime T — T;.

Oznaéme jesté T mnoZinu listé stromu 7. Nyni miZeme spojit definice stromu a
klasifikaéniho pravidla.
Definice 2.4. Klasifikaéni sirom je strom T, kde kaZdému ¢ € T pfifadime podmno-
#inu A(t) C X a t¥idu j(¢) € C. Pfitom poZadujeme, aby

1) {A(t); ¢ G~T} by! disjunktni rozklad X;
2) Vte T~T {A(38); s € sons(t)} byl disjunktni rozklad A(2).
Klasifikaéni pravidlo odpovidajici takovémuto klasifikaénimu stromu potom zni:

VeeX VieT diz)=j(t) « zc Al).

3. ITERACNI RUST A PROREZAVANI STROMU

3.1 Metody konstrukce klasifikaénich stromi

Byle navrZeno nékolik rtznych metodologii konstrukce klasifikaénich stromi. Zde
strufné popiSeme jednu z nich, zaloferou na [1]. Strom je konstruovan rekurzivnim
rozkladem prostoru X. To znamen4, e nejprve je kofenu 1 pfifazen cely prostor X, tj.
A(1) = X. Potom musime nalézt vhodné $tdpeni. Stipeni je uréeno podminkami klade-
nymina x;,...,2ap. Tyto podminky uréuji rozklad prostoru £ = A(1)= |J A(s).

scsona(l)
Poté je stejné metoda pouZita rekurzivné na kaZdou mnoZinu A(s), s € sons(1), atd.
Konstrukce klasifikaéniho stromu se tak sklada ze tfi kroku:
1) Vybér Stépiciho pravidla v kaZdém uzlu.
2) Rozhodnuti, kdy je uzel koncovy.
3) Prifazeni tfidy vysvétlované proménné kaZdému koncovému uzlu.

Pfedpoklddejme, Ze konstruujeme strom T na ziklad& souboru dat £. V kaZdém
uzlu t € T oznaéme p(¢) = N(t)/N, kde N(%) je poéet dat v £ takovych, Ze ©, € A(t);
p(t) je tedy odhad P(X € A(t)) zaloZeny na L. Dale ozname p(j[t) = N;(t)/N(t),
j=1,...,J, kde N;(t) je polet dat v L takovych, Zé . € A(t) 2 y» = j; P(J |t) je tedy
odhad P(Y = j|X € A(t)) zaloZeny na L.

ad 3)

Nejjednodussi je krok 3) — pfifazeni tfidy j(t) uzlu ¢. Pro jakoukoliv volbu j(t)
dostaneme odhad chyby klasifikace 1 — p(j(¢)|t). Tento odhad je minimdlni, volime-li
j(?) tak, aby N ( )

t

Chybu klasifikace stromu T deﬁnu;eme predpxsem
R(T) =} R(t),
teT

kde R(t) = M()/N a M(2) je podet dat v L, pro kterd =, € A(t) a ya # j(t). Tak
dostaneme

B = 1-2G O 15 = [1 - mpep 10 20



STANISLAV KEPRTA

ad 1) _
Nyni se podivime na problém vybéru §tépeni s = s(¢) ve vnitinim uzlo ¢t € T - T.
Definujeme miru neéistoty i(t) uzlu ¢ jako

i(t) =@ (p(t).p(21t),...,p(J1t)),
kde & je funkce na kterou klademe tyto poZadavky:

J
1) & = &(p1,...,ps) je definovana pro takova py,p2,...,ps, pro kterd 3 p; =1
=1

a0=<p;s1,j7j=1,...,J.

2) & 20.

3) ® nabyvd maximapropy =g =---=py=1/J.

4) ¢ nabyva minima, je-li p; = 1 pro néjaké j.

5) ® je ryze konkavni.
To znamena, Ze nedistota uzlu je nejvétsi, pokud jsou vSechny tfidy zastoupeny rovno-
mérné, a nejmensi, pokud uzel obsahuje data pouze z jedné tfidy.

Pokles necistoty pii §tépeni uzlu ¢t pomoci Stépeni s definujeme jako

Ai(s, t) =i(t)— Y i(s)%,

s€sons(t)

kde sons(t) odpovida §tépeni s. Oznaéme S mnoZinu uvaZovanych Stépeni na k pod-
munozin. Stépeni si(t) € Si povaZujeme za nejlepsi v Sk, jestliZe

Ai(se(t),t) = max Ai(s, t).

Mnozinu Stépent § vétSinou volime jako mnoZinu rozkladG podle hodnot jednotlivych
prediktort. Pfitom uvaZujeme nékolik typu predikiorti.
1) Prediktor se nazyva spojity, jestliZe miiZe nabyvat libovolnych redlnych hodnot.
2) Prediktor se nazyva kategoridini, jestliZe miiZe nabyvat pouze hodnot z koneéné
mnoziny; prvky této mnoZiny obvykle znadime pfirozenymi ¢isly 1, 2, ... . Dale
rozliSujeme dva typy kategorialnich prediktora.
a} Nomsndlni prediktor je kategorialni prediktor bez uspofadani kategorii.
b) Ordindlni prediktor je kategorialni prediktor s pfirozenym uspofadinim
kategorii.
Stépeni podle spojitého prediktoru X, ktery nabyvad v uzlu ¢ hodnot z intervalu
(a,b), miZe vypadat takto: ‘

sons(t) = {s1,...,8x}, A(sx) = AR@)N {=; hi—1 < 71 £ A},

kde a = hy < hy < :-- < hx = b je n&jaké déleni intervalu (a, d); podle nomindlniho
prediktoru X, takto: v

A(sr) = A() N {z; z; € Ar},
kde Ay, k = 1,...,K, je disjunkini rozklad mnoZiny kategorii Ca(t), kterych muZ=
nabyvat X5 v uzlu t.
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K dispozici je n&kolik riznych funkei neéistoty. Budeme pouZivat Giniho index

i(t) = 3 pliltyeie)

i%j

Praxe ukazuje, Ze vysledny strom, pfedeviim jeho chyba klasifikace, malo 2zavisi na
konkrétni volbé i(t). Proto je pro kvalitu klasifikaéniho stromu kritické rozhodovani,
kdy uzel prohlasit za koncovy a kdy ve Stépeni pokradovat. PFili§ velky strom bude
pravdépodobné klasifikovat $patné nezavislou mnoZinu dat, ptfili§ maly zase nevyuZije
viechnu dostupnou informaci v L.

ad 2)

K rozhodnuti o tom, kdy uzel prohlasxt koncovym, pouix;eme metodu profezavani.
Spodiva v tom, %e nejprve zkonstruujeme rozsahly strom Timas Stépenim uzld, dokud
koncové uzly neobsahuji data pouze jedné tfidy, nebo pouze mdlo dat. Pomoci vhod-
- ného odhadu R(T} V\bereme ten profezany podstrom Top; <X Tinas, ktery tento odhad
zmmma.hzu;e

3.2 Iteraéni algorxtmus

Algoritmus 1teracm’ho riistu a profezavani bindrniho stromu byl navrZen v [5]. Teato

algoritmus rozd&l data do dvou podsoubom a poté konsttuuje bindrni strom na zikladé

jednoho podsouboru a prorezava jej pomoci druhého, pfi€em# role obou podsoubori se

stfidaji. Algoritmus upravime pro konstrukei obecnych stromi. Horni indexy u symbolﬁ
oznacuji, ke kterému podsouboru se vztahuji.

1) Nahodné rozdélime uéebni soubor £ na dva podsoubory £ a £(?) tak, Ze maji
-pribliZné stejné poéty dat z kazdé t¥idy vysvétlované promenne Y. Horm indexy
u jiz zavedenych symbolu budeme pouzwat k oznaéenti, ke kterému podsouboru
se vztahuji.

2) Pouzijeme £V k vytvofeni stromu Ty postupnym rozklddanim uzld, aZ viechny
koncové uzly ¢ € Ty maji N}-n(t) = N(X(¢) pro né&jaké j, nebo N)(t) £ Nmin,
nebo vSechny prediktory viech dat maji stejné hodnoty, pfestoZe data nepatii
do jedné tfidy. Dale pfifadime kaZdému uzlu tu tf¥idu j(t), kterd spliiuje vztah

AR 1
Nip(t) = maxN( X¢). .
,3) Vybereme nejmen§1 profezany podstrom Ty =< Ty takovy, Ze -

R(Ty) = g R"’(T’).

-~ PoloZime k = 1. : _ __
4) PoloZime a =1 a f =2, je-li k sudé, resp. a =2 a f =1, je-li k liché.
5) Pomoci £ vytvofime strom T rozkladem koncovych uzld stromu T_, , a2 vie-
chny koncové uzly ¢ € Ty maji N; O N(2)(t) pro né&jaké j, nebo N(2)(t) <
Nomin, nebo hodnoty prediktor stejne pro viechna data v ¢{. KaZdému uzlu ¢ €

Tk — T;.., pfitadime tu tfidu j(2), ktera spliiuje vztah N (8(0 = maxN(“)(t)

- 6) Vybereme nejmensi profezany podstrom T; < T} takovy, %e
R‘ﬂ’(:r;) = min R“”(T’)
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7) JestliZe {T¢| = |{T;_,|, pak polofime T* = T a proceduru ukondime. Jinak
polozime k& = k + 1 a pokradujeme krokem 4.

8) Chybu klasifikace stromu T odhadneme jako
RTy= Y RO+ Y RY),

teyu(y) teya)

kde U = {t € T*; uzlu t byla pfifazena tfida na ziklads £}, § =1,2.

Necht s(k,t), A(k,%) a j(k,t) jsou $tépeni, oblast a tfida pfifazena uzlu ¢t € Ty
v k-tém iteraénim kroku. Budeme pfedpoklidat, Ze pokud ¢t € Tx — T, t' € T; —
Ty, A(k,t) = A(Lt') a j(k,t) = j{{,t') a t a t' jsou Stépeny na zdkladé stejného
podsouboru, pak kdykoliv je to moZné, volime s(k,t) = s(I,#'), j{(k,s) = j(I,$'), kde s
a §' jsou odpovidajici si déti uzli ¢ a . Déle volime j(k, s) = j(k,t) pro s € sons(t),
kdykoliv je to mozZné.
Véta 3.2.1.

Ti <Tg Ve=12,....

Tedy Ak —1,8) = A(k,t) a j(k — 1,£) = j(k,t) pro viechnat € Tr_, ak=1,2,....

Véta 3.2.2.
(a) Necht K(t) =inf{k 2 1; t € Ty_,N Ty} prot =1,2,.... Je-li K(t) < o, pak
te Ty VE2 K(t). Tedy A(k,t) = A(K(D),1) a j(k,t) = j(K(2),t) Vk2 K(2).
(b) Necht K =inf{k 2 1; |T;_;| = [T¢]}. Pak K < 00 aTg =T Vk 2 K. Tedy
také A(k,t) = A(K,t) a j(k,t) = j(K,t) Vk2 K.

Diikaz. Dikazy téchto vét pro striktné binarni stromy lze nalézt v [5]. Jejich zobecnéni
pro nebinarni stromy lze nalézt v [7].

Poznamky. »
e Véta 3.2.1 fika, Ze posloupnost optimalné profezanych stromi je vnofena a
neklesajici co do velikosti.
o Cast (a) véty 3.2.2 Fika, e jestlize uzel je koncovy ve dvou po sobé nasledujicich
optimalné profezanych stromech, je pak koncovy jiZ ve viech ndsledujicich.
e Cist (b) véty 3.2.2 nis ujistuje, Ze algoritmus je koneény a skondi pravé tehdy,
jakmile je pocet uziil ve dvou po sobé nasledujicich stromech stejny.

3.3 Profezavani stromu

Nyni popiSme algoritmus profezavani stromu T. Oznaime ¢ = |T'| a necht uzly v T
maji &isla ¢; < ¢; < --- < t.. Algoritmus spoéiva v tom, Ze porovnava chybu klasifikace
spoétenou na zikladé £® v uzlu ¢ a ve vétvi T;. Pokud je R(F(t) £ RBXT,), je
vétev T; nahrazena samotnym uzlem ¢. Definujeme proto S(t) = R(T}) {vynechavirme
JiZ index 3). ProtoZe &isla jsou pfifazovana uzlim tim zpisobem, Ze &isla naslednikd
jsou vétsi neZ &isla pfedchidcii, stadf ndm k profezini jediny priichod stromem ze zdola
nahoru.
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Prot=t,...,t delej
 {Jestlizete T pax
- {S() = R(t))
JestliZe t € T — T pak
{St):= ¥ S(s)

s€sona(t) .
Jestliza R(t) £ S(t) pak

{(T=T- U Ty
a€sona(t)
sons(t) := {};

S(t) := R(?)
)
-}
Tento algoritmus tedy prochézi stromem od listt ke kofenu. Po kaZdé, kdy je odfiz-
- nuta n&jaki vétev T; a nahrazena uziem ¢, jsou modifikoviny hodnoty sons(t) a S(t).

4. NEBINARN! $TEPENI

- Vitéto kapitole se zamé&me na konstrikei a volbu 3tépeni. Omezime se na kategoridlni
prediktory. __ _

_ - 4.1 Konstrukce Stépeni
K hledani rozkladu mame v uzlu ¢ k dispozici N(®)(¢) dat z £(2). V uzlu t miZe m-
- ty prediktor nabyvat hodnot z mnoZiny Cm(t) a necht bez ajmy na obecnosti Cp () =
{1,2,...,Jm}. Polozime n{"(t) = |{za € A(t)N L; (z,),, = I, y» = j}| = poiet
dat z a-tého podsouboru v uzlu t, jejich# m-ty prediktor m4 hodnotu { € Cm(t) a jenZ
- pat¥i do j-té tiidy, j € C. Oznaéme

. | J |
nem () = Y n{(e),

. J=1

)= Y Al =N,

- leCa(t)
| N ) | J |
AP =3 Y P =Y N =N

Timto zpisobem obdrZime pro kazdy prediktor kontingenéni tabulku:
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Y
Xm 1 2 J )
1 AP0 2P ... 2P | 2™
2 ) AP ... alPE | ai™)
In | 25 2T o AT | a0
Y | 2 2P .. 8 | et

Tabulka 1. Kontizizenéni tabulka X,, x Y.

Je zfeymé, Ze celkovy pocet dat a sloupcové marginilni souéty budou pro viechny
prediktory stejné, ale lisit se mechou poéty fadkl a fadkové marginalni soudty.

V pripadé ordindlniho prediktoru jsou povoleny pouze takové rozklady, kdy jsou
sdruZovany sousedni kategorie. Poet moZnych rozkladt w,r¢(L, K) L kategorii na K
neprazdnych skupin je dan vzorcem

L-1
word(LsK) = (K _ 1)$

coz dava napftiklad:

K 2 3 4 5
L=8 7 21 35 35
L =20 19 171 269 3876

Tabulka 2. we,rq(L. K) pro vybrana L a K.

V pfipadé nomindlniho prediktoru je poet wpom mozZnych rozkladh L kategorii do
K neprazdanych skupin ddn vzorcem

Wnom = %é (If)o-l)"(k - ",

coZ dava mnohem vétsi &sla, napiiklad:

K 2 3 4 S

L=38 127 966 1701 1050
L =20 (x10°%) 0.524 880 45232 749206

Tabulka 3. wnom(L,K) pro vybrana L a K.
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Pro ordindini prediktor a malé L je tedy moZné zkouSet viechny mo#nosti a vybrat
ten rozklad Ay, Ag,..., Ak, ktery minimalizuje neéistotu

. m ' m 2
i LA, n{™(t) - ZJ: ():leA. "f, )(t))
Pt n{m)(t) o ZleA.. (mi(t)

Pro nominalni prediktor je asové nemoZné zkouSet vSechny moZnosti k nalezeni nej-
lepsi, proto se uchi’limt: k hleddni minima lokilniho. PouZijeme algoritmus ze shlukové
analyzy popsa.ny v [2].

Necht n 95 0 pro viechna [ € Cpy(2). Cheeme najit dxsjunktm rozklad mnoZiny

Cm(?) hodnot m-tého prediktoru na mno¥iny A;, A4s,...,Ax a jim odpovidajici uzly
t1,%2,...,tx, ktery minimalizuje priimémou neéistotu

| K
I(Al, seey AK“) = E P(tklt)i(tk)!

kde p(tklt) oznaluje pravdepodobnost fe objekt v uzlu ¢ mé hodnotu m-tého prediktoru
v Ax. Tu odhadneme vyrazem

e
P(‘*lt) = }:‘f:::n ’ (r;) &)

Analdgicky oznaéme
'“’(t)

odhad pravdépodobnosti, Ze objekt v uzlu ¢ md hodnotu m-tého prediktoru rovou 1.
To znamena, Ze 31, | € Cn(t), odpovidd rozkladu, kdy ptifadime syna kaZdé hodnoté
l € Cm(t).

Oznaéme u(7) = (p(1|7), p(2|7), ..., p(J|7)) vektor relativnich &etnosti jednotlivich
tnd v uzlu 7; p budeme nazjvat stred uzlu. Déle oznaéme d(7y,m2) = §{ (1), 12{m2)) =

Z (pj(r1) — p,(rg)) vzdalenost stfedd uzli n a 7.

' VEta 4.1.1. Nutnd podminka, aby rozklad Ay, ..., Ax mnozZiny Cp(t) mél minimalni
primérnou nedistotu I(A,,...,Axlt) = E pteft)i(ts) je takovd, Ze | € Ax jen kdyZ

k = arg mind(s;, i) nebo kdyz p(si|t) = 0 kde ti je urdeno podle Ag.
’ Iecm(t)

Diikaz. Tato véta je dokdzina v {2] pro K = 2 a diikaz pro libovolné K 2 2 lze nalést
v [7].

Nyni muzeme navrhnout algontmus, ktery v kaZdém kroku snifuje primérnou ne-
cistotu.

1} Zvolime vychozi seskupeni 4,, As,...,Ax kategorii _z Cm(t) do K skupin.
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2) Spoéitame stfedy téchto skupin jako vektory relativnich Cetnosti Jednothvyclf

trid, tj.
p(k) = (p1(k), pa(k),. .. u1(k)),
kde
m)
t
pi(k) = Ziea, iy () k=1,2,...,K, j=1,2,...J

(m)
2tea, M )
3) Iterac¢né opakujeme nasledujici kroky:

a) Opravime rozklad tak, Ze kaZdy fadek relativnich Eetnosti v kontingenéni
tabulce pfifadime do té skupiny, k jejimuZ stfedu je nejblize, tj.

I [ pim) \ 2
Ar=<(llk= argxng( y () pj(rc))

x=1, (m)(t)

pro k = 1,2,..., K, pfiemi v pfipadé stejné vzdilenosti od vice stfedl
volime pfifazeni libovolrié.
b) Spoéitame stfedy nové vytvorenych skupin.
4) Iteraci ukonéime, jakmile nebude zaznamenan Zadny pokies nedistoty rozkladu.
Tu poéitame pomoci Giniho indexu jako

K _(m) J
> Elef::;u(zi) 2 (1- > (uj (k)

k=1 =1

4.2 Volba stépeni

Ted jsme schopni konstruovat Stépeni s libovolnym poétem skupin pro oba typy
prediktori. MiiZeme vyzkouSet viechny binarni $tépeni a vybrat s, s minimalni neéis-
totou, feknéme I;. Podobné miZeme vybrat nejéistsi 3-, 4-, ... , Maz K -cestna 5tépeni
$3,54y---,SMazk S nedistotami I3, 1y,...,Irazic. ZFejmé I g I3 g see ; IstazE-

Méli bychom tedy pouZit sarqz i ke Stépeni t? MiiZeme odekidvat velky pokles neéis-
toty na zadatku posloupnosti I, I3, ..., Iaezk a jen malé zmény na jejim konci. Navic, -
jestlize se rozhodneme pro pfili3 jemné Stépeni, obdrZime uzly s mnohem méné daty,
nez bylo v t, a bude pomérné obtiZné pokradovat v jejich §tépeni. Na druhou stranu tfi-
cestna nebo Styfcestna Stépeni mohou nékdy lépe vystihnout strukturu dat neZ binarni
Stépeni.

Zasadni otdzka zni: Kolik je sprduny polet skupin ve Stépeni? Budeme potfebovat
néjakou metodu pro porovnivani §tépeni s riznym poétem skupin. Nechf Maz K ozna-
cuje maximalni uvaZovany poéet skupin ve §tépeni. Necht s je Stépeni s k skupinami.
Podle s; vytvofime syny ¢ a budeme je déle Stépit, aZ dostaneme strom s kofenem ¢ a
Maz K listy. Jako nejlepsi $t&€peni vybereme to, které vedlo k nejdistSimu stromu. Jestsd
musime uvaZit, jaka Stépeni budeme povolovat jako poditeéni a pomoci kterych Stépeni
je pak budeme dopliiovat.

Zékladni moZnosti pro podateéni Stépeni:
1) ZkouSet viechna Stépeni.
2} Pro ka%dy prediktor X,,, m = 1,...,M, a pro KX = 2,3,..., Maz K vybira:
Stépeni podle X, s K skupinami a minimalni neéistotou.
3) Pro K =2,3,...,Maz X vybirat 3tépeni s K skupinami a mi:imélni nedistotou.
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Zékladni moZnosti pro dopliiovéni Stépeni:
1) VSechny moZné rozklady.
2) Postupné stéplt dodasné listy, aZ poéet koncovych uzlés dosshne MazK. Pro
§tépeni je moZno poufivat:
a) pouze binirni Stépeni;
b) jak binérni, tak nebinarni §tépeni.

Podivejme se nyni na posloupnost nejéistSick Stépeni s2,...,SMazk 8 2,..., Mazk
skupinami podle m-tého prediktoru. Je docela moZné, Ze s; je pouhym zjemnénim s,
! < k. Jsou-li napiiklad kategorie m-tého prediktoru rozdéleny 3tépenim s, na skupiny
{1,2,3} a {4,5,6,7,8}, Stdpenim s; na skupiny {1, 2,3}, {4,5} a {6,7,8} a 5tdpenim s}
na skupiny {1,2}, {3,4,5} a {6,7, 8}, je s3 zjemnénim s;, to vak neplati o s}. V piipads,
Ze s; je zjemnénim nékterého ze $tépeni s3,...,Sk—;, Feknéme s;, jen sté% miZeme
oekdvat, Ze by si bylo doplnéno lépe neZ s;.. Proto budeme Setfit ¢as a takovi Stépeni
vyloudime z procesu dopliiovani. _

KdyZ uvaZujeme nebindrni Stépeni v kontextu Gelfandova algoritmu, narazime na
novy problém. Pfedstavme si, Ze uzel ¢ je postupné 5tépen binarnimi $tépenimi. PH pro—
Fezavani casn stromu T je vybran podstrom Ty < T¢. Poéet koncovych listti v Tf m
byt 1 aZ |T¢! Pfedpoklddejme, Ze viechna $tépeni pouZitd pro konstrukci T} jsou zalo-
Zena na hodnotéch jediného prediktoru. Pak Ize tato 5tépeni alternativné vyjadfit jako
jedno vicecestné Stépeni. AvSak nyni jsme jiZ ztratili rozmanitost volby pii profezavani.
MiiZeme pouze toto vicecestné $tépeni ve stromé ponechat nebo ho celé odstranit. Proto
je tfeba vicecestna Stépeni zafazovat do stromu velice uvizlivé a opatrné. Pokud mame
posloupnost navrZeych Stépeni sz,...,spaqzkx podle m-tého prediktoru, rozdélime data
z t podle kaZdého 3tépeni a v kaZdé skupiné vybereme nejcetnéjsi kategorii Y. Poté spo-
éitdme poéty r2, ..., Mqezk Spatné klasifikovanych dat z £() Stépenimi sa,...,SMazk-

Nalezneme nejvétii Kp € {2,...,MazK} takové, Ze rx, = 2 IIHAI'} TER vylou&ime
. 2,y Maz

Stépeni Sy 41,-- -3 SMazk 2 daldich Gvah.

Pro realizaci popsané metody jsme zvolili mo#nost 2) pro poéite&ni $t&peni a moznost
2a) pro dopliiovani. Uzel s takovymi daty, Ze viechny prediktory maji stejné hodnoty,
ale data nepatif do stejné tfidy vysvétlované proménné, budeme pro strunost nazyvat
degenerovanym. Nyni popiSeme algoritmus doplitovani uzlu sx. Algoritmus konstruuje
strom T} s kofenem £ a, pokud je to moZné, s Maz K listy, spoéita jeho neéistotu a poté
na.sledniky t zrusi.

Roz3tép ¢ na syny {;,...,fx podle sk;

KeStépeni := {t;,...,tx};

Z KeStdpeni vylud &isté a degenerované uzly;

- UvaZovandStépeni := {};
Pro kazdy uzel v KeStépeni d&lej
{ ,

Najdi nejlist3{ bindrni 3td&peni;
Ptidej jej do UvaZovaniStépeni;
Spolti jeho ne&istotu

i K+1; |
Dekud (Uvaéova.né.gté'peni #0) and (i £ MazK) dalej

{
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Vyber z UvaZovanaStépeni 3t&peni s
s nejvét3im poklesem nedistoty;
Realizuj s a dva nové uzly oznal 7, T2;
Pro 7 := 1y, 12 délaj
JestliZe 7 neni degenerované nebo &isté pak
{
Najdi nejlepsi bindrni 3té&peni uzliu T;
Pridej jej do UvaZovandStépeni;
Spo&ti jeho nedistotu
- . }
T =1+ 1;
Odeber s z UvaZovanaSiépeni

}

Spo&ti nelistotu zkonstruovaného stromu jako soulet nelistot
jeho listd s vahami rovaymi podtu dat v kaZdém Z nich;
Zru3 v3echny nasledniky ¢.

Zbyva nam popsat algoritmus vybéru Stépeni.
NejmensiNeéistota := 1;
Pro kazZd§y prediktor dé&lej

{

Pro K := 2 do MazK dé&lej
{
Najdi nej&ist3{ St&peni sx s A skupinami;
Spo&ti poZet chybnd klasifikovanych dat ri v L(F)
pfi Btépenf sx.
}

Najdi nejvatii K, takové, Z2e rg 2rgr, V K < Ky;
Nedistota := 1;
Pro K := 2 do K, dé&lej
{
Doplii sg a vypo&tenou hodnotu
neZistoty vloZz do NovaNedistota;
Jestlize NovdNedistota £ Nedistota pak
{
Necistota := NovaNecistota;
Stépeni := sy
}
}
JestliZze Necistota < NejmensiNecistota pak
{
NejmensiNecistota := Necistota;
VybranéStépeni := Stépeni
}
}

Algoritmus nejprve zkonstruuje nejéistsi 2-, ..., MazK-cesina 3iépeni podle kaz-
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- dého prediktoru, doplni je pomoci vySe popsaného algoritmu a vybere to Stépeni, které
vedlo k nejéistiimu stromu. Vybrané Stépeni je uloZeno v proménné VybranéStépens a
odpovidajici nedistota v NejmensiNecistota.

5. PRIKLAD

Proces volby $tépeni si ilustrujeme na malém p#ikladé. Uzel ¢ bylo mo¥né rozdélit
bud pomoci prediktoru X s deviti kategoriemi nebo pomoci prediktoru X se étyfmi
kategoriemi. Oba prediktory byly ordindlni. Kontingenéni tabulka méla tento tvar:

JY]

X2 Y 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 11 1 1.0 O O O O O 0
2 o o0 2 o0 1 0 1 O 0
3 o o0 o 1 2 2 3 3 5
4 6 0 0o o0 0 1 2 3 6

2 1 1 1 2 ¢ o0 0 o0 O 0
2 o 0 o 1t o0 11 1 2 1
3 6 0 0o 2 2 3 3 3 3
4 o 0 o 1 2 2 2 3 7

3 1 {0 1 2 1 0 0 1 0 O
2 0 ¢ 2 5 4 4 1 1 0
-3 o 0 o o0 1 3 2 3 2
| 4 o o0 o o0 o0 o0 1 2 2
4 1 0O 0 1 2 1 1 0 0 0
2 ¢ 0 0 1 0 O 0 O 0
3 -0 0 1 0 o0 o0 0 o0 0
4 ¢ 0 o0 O O © o0 O 0

Tabulka 4. Kontingenéni tabulka X; x Xy x Y.

Nyni muZeme spocitat kontingenéni tabulky X; x ¥ and X; x Y':

3 4| %

2

4 16 12 34
6 16 17 43
7
1

11 5 38
1 0 7

16 28 4 34 122
‘Tabulka 5. Kontingenéni tabulka Xz x Y.

1
2
4
5
5

Ml e wro - 34
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Y

X, 1 2 3 4 >
1 2 0 0 0 2

2 3 0 0 0 3

3 5 4 1 0 10

4 3 7 3 1 14

5 1 5 5 2 13

6 1 5 8 3 17

7 1 3 8 5 17

8 0o 3 9 8 20

9 0 1 10 15 26

> 16 28 44 34 | 122

Tabulka 6. Kontingenéni tabulka X; x Y.

Podivejme se na pfipady MazK =2 a MazK = 3.

1) MazK =2
V tomto piipadé musime porovnat nejéistsi binarni Stépeni podle X a nejcistsi binarni
Stépeni podle X,. Rozdilné skupiny jsou vyjadfeny rozdilnymi symboly OJ. B a .
Symbol v i-tém fadku a j-tém sloupci vyjadfuje, ke které skupiné patfi i-ta kategorie
‘X7 a j-ta kategorie X,.

COooCEEERN Ooo0ooaaca
COOCEEEEN 0000000co
COOCEENRE EENNEERNE
O000OneuEm RENENEEENR
necistoty : 1) 0.649963 2) 0.678977

Je zfejmé, Ze bude vybrano stépeni podle X;.
2) Mazl =3

Nvni budeme porovnavat étyfi rozklady : nejéistsi tFicestné $tépeni podle X, nejéistsi
t¥icestné Stépeni podle X, a nejlepsi doplnéni binarnich $tépeni z pfipadu Maz X = 2.
Na obrazcich jsou znazornény tyto situace: nejéistsi tficestné Stépeni podle X, nejcistsi
tficestné Stépeni podle X, nejlepii doplnéni nejéistSiho binarniho Stépeni podle X,
§tépenim podle X, nejlepsi doplnéni nejéistitho bindrniho $tépeni podle X, $tépenim
podle X, nejlepsi doplnéni nej¢istSiho binarniho $tépeni podle X, itépenim podle X,
kterézto nemiZe byt lepsi neZ nejlepsi tficestné $tépeni podle X, ale je lepsi nez nejlepsi
doplnéni $tépenim podle X,. Posledni obrizek ukazuje skuteéné nejéistsi rozklad na tfi
skupiny, ale tento rozklad nebyl uvaZovan, a pravdépodobné by mohl byt nalezen pouze
prohledavinim viech moZnosti.

OoOREEXER O000o00coa
OOOREBRRRE 000000000
OOURERXER REREZRNENE
COOREEREE ' HRRRRRKEE

necistoty : 3) 0.619819 4) 0.856152
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OoO0OEEEEs

COORNRRERK
COOOEEEER DOORRIKRRC
- OO00ORRIKEER ERERERNER
O000RREKR ENEEENENE

nedistoty : 5) 0.626758 6) 0.621850
O0oORRERR OOCRERRRK
0000sesxER. CODRIRRRK
OO0ORNRRE OOOEEEaEN
ODOOERERR mimimi [} )

nedcistoty : 7) 0.626396 8) 0.612436

Jestlize Maz K = 3, algoritmus vybere tficestné itépeni podle X;. |

Pii MazK = 2 je uzel t nejprve rozitépen na uzly ¢y a ¢;. Data s X; € {1,2,3,4}
jsou pfifazena do ¢, a data s X; € {5,6,7,8,9)} jsou pfifazena do tz. V daldim kroku by
byl uzel £; rozstépen na uzly t3 a ¢4. Data s X; € {5,6, 7} by byla pfifazena do ¢; a data
s X1 € {8,9} by byla pfifazena do #,. Tato situace odpovida obrazku 7 s nedistotou
0.626396. Je zfejmé, Ze v obecném piipadé vétsi Maz K umoZiiuje vybrat Maz K -cestné
§t€peni nebo upfednostnit jiné K-cestné Stépeni, K < MazK, neZ pfi béhu algoritmu
s men3im Maz K.

6. PROGRAM

K popsanému algoritmu byl vytvoten poéitadovy program. Jednad se o cca 1800 £id-
ki v programovacim jazyce Mathematica. Tento program zahmuje procedury pro kon-
strukci klasifikaéniho stromu, graficky vystup vysledného stromu, kategorizaci spojitych
- proménnych, vypolet diileZitosti prediktori, klasifikaci nezavislého souboru dat, odhad
- chyby klasifikace, atd.

7. SHRNUTI

V této praci byla popsana metoda roz§ifeni Gelfandova algoritmu o nebinarni $tépeni.
Jaké jsou vyhody tohoto pristupu? Omezili jsme se na kategoriilni prediktory. Pokud by
proménna byla spojita, bylo by nutné ji nejprve kategorizovat. To neni pfiliS omezujici,
- nebot cilem konstrukece klasifikacniho stromu je pravé seskupovani dat.

- Rozdifeni mnoZiny uvaZovanych 3tépeni a jejich dopliiovani zpisobuji, Ze algoritmus
pracuje vyrazné pomaleji pfi vét§im Maz K. AvSak &as nutny pro komstrukci stromu
neni obvykle tak dileZity a na druhou stranu miZeme t&%it z trochu pfesnéjfich vysled-
nych stromu béhem klasifikace novych pozorovani. Samozfejmé nikde neni zaruéeno, Ze
s vétSim Maz K obdriime lepdi strom. JestliZe se néjakeé Stépeni zda lepSi neZ jiné po
doplnéni na vétev s K listy, miZe byt situace opadni ve vysledném stromu. Skuteéni
chyba klasifikace miZe byt dobfe odhadnuta na zakladé rozsahlého nezavislého soubo-
ru dat. VEt3i pokles nedistoty v jedné fiazi konstrukce stromu zdaleka neznamend mensi
skutefnou chybu klasifikace.

Lze se domnivat, Ze stromy konstruované popsanym algoritmem by mély byt v pri-
meéru presnéjsi. Tuto domnénku lze pravdépodobné ovérit pouze empiricky na zaklad&
analyzy mnoha soubori dat porovnidnim zévislosti vysledki na zvoleném Maz K.
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