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Uvod

Teorie ndhodnych poli je v¥znamnym zdrojem modeld pro statistickou analyzu nahodnych
jeva prostorové povahy. Existuje nékolik zikladnich pfistupi, z nichZ obéma nejhlavnéj-
§im, spektralni teorii zobechniujici ptistupy znamé z casovych fad i teerii Gibbsovych stava
uzce navazujici na statistickou fyziku, se zde struéné a spise piehledové zmifiujeme. V celé
praci se omezujeme na diskrétni indexovou mnoZinu.

Prvni kapitola se zabyva obecnou spektrilni analyzou stacionarnich ndhodnych poli

druhého fadu, drubd dal3imi moZnymi zobecnénimi na jiné indexové mnoziny se slozitéjsi
strukturou. Treti kapitola naznaéuje pfistup vychazejici ze statistické fyziky, vEetné sta-
tistické analyzy. Ve ¢tvrté kapitole se pak prolinaji piistupy vsech tiech pfedchozich pfi

analyze markovskych gaussovskych nahodnych poli.

1 Spektrdlni analyza nahodnych poli

Prvnim studovanym ptistupem k ndhodnym polim bude snaha o zobechiovani postupu zna-
mych z teorie éasovych fad. Do uréité miry jde o standardni “pteklad” znamych pojmi a
v¥sledkd, ale vyskytuji se zde i zivazné odlisnosti od jednorozmérného piipadu. Jako lite-
raturu pro dalsi studium tohoto zde struéné zminéného piistupu uvedme naptiklad prace
Whittle (1954), Helson a Lowdenslager (1958, 1961), Brillinger (1974), Ripley (1981),
Tiostheim (1978, 1983) i nékteré nize uvedené, vice specializované prace.

1.1 Spektralm rozklady

1.1.1. Ndhodné pole je v této ka.prtoie atochastncky proces X = (X(t) te Z“) indexo-
vany d-rozmérnymi vektory s celoéiselnymi soutadnicemi, jehoZ mnozZinou stavi je redlna
piimka R. Pfedpokiddime, Ze sttedni hodnota viech ndhodnych veli¢in z X je stejna, bez
ujmy obecnosti mizeme predpoklidat, Ze je rovna nule, a Ze vsechny nahodné veliéiny
z .X maji koneéné druhé momenty. Takové nahodué pole nazveme (slabé) staciondrnim,
jestlize existuje kovarianéni funkce, oznaéme ji R, definovana na Z? tak, Ze pro viechna

.t € Z7 plati
s,t €2 piati R(s —_— t) = COV(‘Y(8)$‘¥(t))'

Z definice bezprostiedné plyne, Ze kazda kovarianéni funkce stacionarniho nahodného pole
je pozitivné semidefinitni.

1.1.2. Spektrdlny rozklad kovarianéni funkce vychazi z této pozitivni semidefinitnosti a
ze zobecnéné Bochnerovy véty — viz Weil (1950). Rika, Ze pro kazdou kovarianéni funkci
_existuje pravé jedna koneénd (nezdpornd) mira F na I takovd, Ze pro viechna t € Z¢

plati
R(t)=/ exp{2nxi- {t,A)}dF(A),
14 .



kde I =[0,1) a (-,-) je béZny d-rozmérny skalarni souéin.

1.1.3. (Spekirdlni hustota). Jestlize je spektrilni mira F v pfedchozim bodé absolutné
spojitd viéi Lebesgueové mife, nazyva se pfislusnd Radon-Nikodymova derivace speki-
ralni hustotou. Spektrdlni hustota existuje, jestlize — zhruba feéeno - absolutni velikost
hodnot kovarianéni funkce klesd dostatecné rychle s rostouci (euklidovskou) normou své-
ho argumentu. Typickym piikladem je absoluiné sumabilni kovarianéni funkce R, dana

podminkou :
> IR()] < oo,
teZ4

pro kterou je spektralni hustota f dana inverznim vzorcem
F(A) =Y R(t).exp{—2mi.(t,\)}
tezZ4

pro viechna A € [

1.1.4. Obdobné jako v jednorozmérném piipadé podle Karhunenovy véty ze spektrilni-
ho rozkladu 1.1.2 plyne spektrdin{ rozklad samotného ndhodného pole X ve tvaru

X()= /14 exp{2=i.(t,A)}dZ()),

kde Z je ndhodnd mira definovani na borelovskjch podmnozinich mnoziny I s nulovou
stfedni hodnotou takovd, Ze pro kazdé dvé borelovské podmnoziny B,C C I? plati

cov(Z(B), Z(C)) = F(BNC),

(piislusna spektrdlni mife F) a integrdl podle nahodné miry je obdobné jako v jednoroz-
mérném piipadé chapan ve smyslu konvergence podle stfedu stupné 2.

1.1.5. Funkce ® definovana na Z9¢ je (linedrn?} filtr, jestlize
> 19()? < oo.
tez2d

Tato podminka je zejména splnéna pro tzv. koneény filtr. jehoz hodnoty jsou nenulové jen
na koneiné mnoziné indexi. Spektrdini charakieristikou filtru ® je funkce ¢ definovana
pro kazdé A € I¢ predpisem
p(A) =) B(t) - exp{—2mi.(t, A)}
tez¢

ve smyslu konvergence podle stfedu stupné 2.

1.1.6. Linedrni filtrace je postup pro ziskdvani nového nahodného pole na zikladé dané-
ho. JestliZe tedy je X stacionarni nahodné pole, pak jeho filtraci ziskime pole Y = $(X)
dané pro kazdé ¢t € Z¢ ptedpisem

Y(£)= ) ®(s).X(t+s).
s€2d '

Jestlize v této situaci ma pole X spektralni hustotu f, pak pole Y ma rovnéz spektraln{
hustotu. oznaéme ji tieba g, a plati g = |p|? - / (odtud nazev spektrilni charakteristika).



1.1.7. Priklady ndhodnijch polf | _

(1) Bily sum je stacionarni ndhodné pole N po dvou nekorelovanych nshodnych veliin
(termin “ndhodné pole” je zde vlastné trochu zavadéjici, protoze v tomto pfipadé nema
struktura indexové mnozZiny souvislost s pravdépodobnostnimi vlastnostmi). Je zfejmé,
ze spektralni hustota bilého Sumu existuje a je (skoro viude) konstantn{ funkci na /9.

(2) Pole klouzavijch souétu vznikd linedrni filtraci bilého 3umu N. Jestlize je o2 rozptyl
veliin bilého 3umu N a ¢ je spektrilni charakteristikou pfisluiného filtru, pak podle 1.1.6
je spektrilni hustota pole klouzavych souéti dina ve tvaru f = o - jp]*.

(8) Autoregresni ndhodné pole je dino podminkou, ze jeho linedrni filtrace je rovna bilému
Ssumu. Pfi znageni obdobném piedchozimu piikiadu je jeho spektrilni hustota dina ve
tvaru f = o2 - | 2.

1.2 Jind zobecnéni stacionarity
1.2.1. Viimnéme si, ze spektrilni rozklad pfedchozi podkapitoly je vlastné zvlistnim

grupa a X = (X(a) : a € A) je homogenni nihodné pole na A, tj. pole s konstantni
stfedni hodnotou a kovariancemi invariantnimi vzhledem k automorfismiam této grupy, tj.
pro viechna a, b,c € A plati

cov(X(a), X(b)) = cov(X(a + c), X (b + c))-

. Necht A je duslni grupa ke grupé A a x{a,4) jsou ptisluiné charaktery (grupové ho-
‘momorfismy do multiplikativni grupy viech komplexnich jednotek). Potom kovarianéni
funkci R pole X, definovanou obdobné jako v 1.1.1, miizZeme vyjadrit pro viechnaa € A

~ vzorcem : v
R@) = [ x(a,8)dF(@),
kde F j¢ jednoznaéné uréena koneéna borelovski mira na A.

1.2.2. V pracich Jaglom (1957,1960,1961) se toto pojeti dile zobeciiuje na nihodna
pole indexovana tranzitivnim prostorem lokilné kompaktni topologické grupy urcitého
typu, pro kterd jsou kovariance invariantni vzhledem k akci této grupy. Pak se misto
charakterii integruji linearni reprezentace prislusné grupy pfes uréity dudlni objekt, ktery
je nyni obecnéjsi nez dualni grupa.

Dilezitym konkrétnim piikladem jsou staciondrni izotropninihodni pole na d-rozmér-
ném euklidovském prostoru R, jejichz kovariance jsou invariantni vzhledem ke vsem
shodnym pohybiim, a tedy zavislé jen na euklidovské vzdalenosti ~ viz monografii Jadrenko
(1980). |

Studiem staciondrnich slabé izotropnich nahodnych poli na Z4 obdobnych izotropnim
(napfiklad vzniklych diskrétnim vybérem) se zabyvaji price Otdhal (1984, 1986, 1988).

2  Markovski nidhodna pole

Nadhodnym polem nyni budeme rozumét stochasticky proces &' = (Xt)eeze« s (pro jedno-
_ duchost) konecnou mnozinou stavi X,



Jestlize budeme chtit zobecnit pojem markovského Fetézce, jakozto nejjednodussiiho
netrivialniho modelu stochastické zavislosti, narazime na problém zpusobeny pouze &is-
tetnym uspofidinim mnoZiny vicerozmérného “Casu” Z?. Nelze tedy zobecnéni provést
bezprostfedné, je tieba nejprve dukladné analyzovat a pochopit podstatu markovské vlast-
nosti. K tomu nam oviem nejlépe poslouzi klasicky jednorozmérny piipad a tim také
zaéneme v nasledujicim odstavei.

Nahodnymi poli se z hlediska pfistupu uplatiiovaného v této kapitole zabyvaji vedle
mnozstvi casopiseckych praci i nékteré specidlni monografie, mimo jiné Ruelle (1969),
Preston (1976) a Georgii (1988).

2.1 Nahodné posloupnosti s “dvoustrannou” markovskou vlast-
nosti :
Necht { X, )iz je homogenni markovsky fetézec s kone¢nou mnozinou stavii X, | X| < o0, a

matici pravdépodobnosti ptechodu P(-]-) s kladnymi elementy, tj. P(z|y) > 0 pro viechna
z, y € X. To znamend, Ze pro kazdé t € Z plati

P (X X1, Xz, ...) 2 P(XXly) >0,
a jedna se tedy o ergodicky fetézec se véemi piislusnymi “dobrymi vlastnostmi”.
Potom muzeme psat

Py Mgy Xty Xisa, Xasay o) E im P (BXions oy Kooty Koty ooy Ketn) =

= Bm P(Xi-p,-- s Xign) _ P(Xn|X) P(X|Xe) -
N—oo Zyé:\' P(A’l-—Na seen X = Ysoony XH-N) P2(X!+1|Xt-l)
- P (xngg..[,XH.l) > 0.

Jestlize nazveme vyslednou rovnost dvoustrannou markovskou vlastnosti, dokazali
jsme viastné nasledujici tvrzeni.

Véta 2.1.1. Kladny homogenni markovsky fetézec ma i dvoustrannou markovskou viast-
nost. : o

Vyvstava pfirozena otazka, zda plati i opacné tvrzeni. Nechf tedy P(Xy]. .., Xi-1, Xess, .- .
= P{X}|A%-1, Xes1) > 0 je homogenni posloupnost s “dvoustrannou” markovskou vlast-
nosti, tj.

P (X, = z{Xioy = y, Koy = 2) = H(z]y, 2)

prokaidét € Z, ,y, 2 € X, kde
() : X° — R

spliwje 3 ., H(z}-,-) =1 a budeme ji nazyvat lokdini charakteristikou.,

Lemma 2.1.2. Necht P je kladny dvoustranné markovsky fetézec s lokalni charakteris-
tikou |



[f{-}-,+) > 0. Potom existuje matice Q = (Q(z,¥))spex s kladnymi elementy Q(z,y) >0
pro viechna z,y € X. rro ni plati ' -

Q(z, =) Q(=.y)

el 2) = =ty

pro viechna z, 9,z € X.

Dtikaz. Zvolme pevné b € X. Snadno se ukaze

'H(ﬂ!{- z) IH{ylb, b) = P(Xy =y, 4= z|Xioz = b, Xy = 2) -
P(bly, z) I(b}b,b) ~ P(Xiw1 = b, Xy = b|Xiea = b, Xiy1 = 2)

_ H(ylb, z) (z]b, 2)
— TI(blb,z) TH(d]b, )
Nyni stati dosadit Q(z,y) = M=) 5 0 a mdme vysledek. | o

Dasledek 2.1.3. Nech A > 0 je maximalni viastni &islo matice Q, r > 0 necht je
pislusny levy vlastai vektor. Potom P(:|-), kde |

 Plaly) = 9(—;1()-53’1 >0 prokaidéz, y€ X,

je matici pravdépddobhostf prechodu kladného homogeﬂnfho markovského tetézce B, pro
ktery' P(XgIXg_i, Xl-l-l) = P(Xngg-l, XH—I) pro kazdé t € Z, a nasledné i P = P.

Diikaz: Vlastnosti P(:|-) se snadno ovéti. Rovnost. P = P vyplyvé z neexistence fazo-
vych piechodit v dimenzi 1 (viz napi. (5.37), Preston (1976)). o

Véta 2.1.4. Kladny homogenni dvoustranné markovsky fetézec ma i standardni jedno-
strannou markovskou vlastnost.

 Diikaz: Plyne pfimo z Disledku 2.1.3. o

Ukézali jsme tedy ekvivalenci jednostranné a dvoustranné markovské vlastnosti. Jeji
vyznam spo&ivé v tom, Ze pojem “bezprostiedné predchdzejici” nelze dost dobfe zobecnit
z lineirné uspofddané mnoziny Z do ¢astetné uspofadané mnoziny Z4, d 2 2. Naproti
‘tomu pojem “nejblizsi sousedé” nebo “okoli” ma naprosto pfirozené zobecnéni do vice di-
menzi. Je tudiZ zfejmé, e zobeciiovat budeme pravé dvoustrannou a nikoli jednostrannou
markovskou viastnost. Stietneme se viak s komplikaci danou tim, Ze zdaleka ne kazda
funkce I1(+}-,-) mize byt ptislusnou lokilni charakteristikou, jak ukazuje Lemma 2.1.2.
Specialni tvar funkce IT(:}-,-) souvisi s podminkou konzistentnosti celého systému viech
koneénérozmérnych podminénych pravdépodobnosti, odkud vyplyvaji nékteré vazby, které
musi funkce (-], -) spliiovat, aby mohla byt lokdlni charakteristikou néjakého markovské-
ho Fetézce. Zde se nam tyto vazby podafilo pomérné snadno nalézt, obecné to viak nemusi
~ byt snadné, a proto budeme hledat posléze cestu, jak se i témto problémim vyhnout.



2.2 Markovska gibbsovska nahodna pole

Oznacme K = {A c Z4; |A| < oo} systém viech koneénych podmnozin Z¢. Nihodné pole
s koneénou mnoZinou stava X je markovské, jestlize jeho rozdéleni P spliiuje

Pyzevs (zalzzen) = Papa (Talza4)  pro skoro kazdé z € X7°.

Zde pro kazdé A € X je 8A C 2¢ \ A,0A€kK, a PAIZ‘\ A respektwe Pajas je podminéné
rozdéleni v koneéné oblasti A pfi dané konfiguraci v jejim dopliiku Z¢ \ A respektive
v “okoli” JA. '

Markovskeé pole je homogenni, jestlize Pyja, £ Payya(a+ry) prokazdé 4 € K, t € A

Mame-li markovske pole zadat, méli bychom mit k dispozici pravé systém podminénych
rozdéleni, neboli “specifikaci”

I = {Ia(-]-)} sexs

kde M, : X4 x X%\ s R pro kazdé A € K spliuje 2yaexs La(yal) =

Navic budeme pozadovat, aby specifikace byla

i) markovski: ILy(z4lzze 4) = [s(2.4]z54) pro kazdé z € XZ°,
kde IT4 : X4 x X224 — R pro kazdé 4 € K;
ii) homogenni: T4 = Il 44, pro kazdé A € K, t € Z¢
i11) konzistentni: [IgI14 = IIg pro kazdé B D> A, A, Be K.

(Pozn.: Podminka iii) odpovida pfirozené vlastnosti podminénych distribuci: “podminime-
Ii nejprve vétsi a pak mensi o-algebrou, je to jako bychom podminili pfimo tou mensi.”)
Jestlize s.j. ,
Pyjza\a = M, pro kazdé A € K,
piseme P € G(I) a fikdme, Ze (markovské) nahodné pole P je gibbsovské {Gibbsiv stav)
vzhledem ke specifikaci II. Zpusob zapisu P € G(II) je pieduréen moznosti fazovych pre-
chodu, kdy |G(IT)| > 1, neboli Gibbstv stav neni specifikaci din jednoznaéné. (Vzhledem
k tomu, ze G(I1) je zfejmé konvexni mnoZina, z vlastnosti |G(IT)] > 1 uz piimo plyne
|G(IT){ = oo0.) Moznost existence riznych markovskych nahodnych poli se stejnymi ko-
necnérozmeérnymi podminénymi distribucemi je ukaz, ktery se v dimenzi 1 nevyskytuje a
Je zdanlivé piekvapivy, ma viak velmi dobrou pravé fyzikdlni interpretaci, nebot odpovidd
existenci fazovvch piechodi.
Diky konzistentnosti specifikace staéi ovérit pouze

qud\{” £ [, pro kazdét € Zd,

a diky homogennosti pak staé dokonce pouze pro t = 0, éili pro lokdlni charakteristiku
Mo(-]).

Nicméne stale zustava problém, jak poznat, zda ITp(-|-) mize patiit do néjaké konzis-
tentni specifikace. Bylo by uZiteéné mit k dispozici co nejjednodussi nastroj, jak konzis-
tentni specifikace konstruovat. Tim se dostavime k pojmu potencialu.

2.3 Potencialy

Potencidlem nazveme systém funkci ® = {®, }aex, kde &5 : X2 — R pro kazde Aek.
Budeme pracovat s potenc:al\ ktere jsou



i} homogenni: @, = ®,, pro kazdé A € K, t € Z¢, a maji
11} koneény rozsah: §, = 0 pokud diam (A} > r 2 0.
Potom piSeme ¢ € U, a miiZeme definovat

M4%(za |2z 4) = exp z Oalza) } / w2 (zz004)
AEK, ANA#S

kde W2 (zz44) je pro kazdé A € K a z € X?* piislusni normalizaéni konstanta.

Véta 2.3.1. Necht ¢ € I,, potom}speciﬁka.ce T* = {[1%} ek je markovskd, homogenni
a konzistentni. : :

Dikaz: Markovskd vlastnost plyne z koneiného rozsahu potencialu, kdvz
 A=AvdAc | A

ANAgtS
diam(A)<r

homogennost z homogennosti potencidlu a konzistentnost lze oveéfit piimym vypoétem.O

'Poznamka 2.3.2. Mame-li kladnou konzistentni homogenni markovskou specifikaci,
mtzeme k ni nalézt potenciil ndsledujicim zplisobem. PoloZme

Pa(za) = Z(—I)M\B! log ¢ (28, beralbzac)
| Bca
pro libovoiné C O A (to umoziuje konzistentnost), kde b = (bt)icz¢ € XZ* je pevné
zvolena Lonﬁgura.ce Tento vzorec se na.zyva Mobiova formule a dfive uvedeni definice
spec:ﬁkace pomoci potencidlu je pak inverzni Mobiova formu]e o

Budeme tedy zadévat specifikace pomoci pot.encnalu, jejichz definice nevyzaduje ové-
fovat 2adné slozité podminky typu konzistentnosti. Specifikace pak oznacuji tiidy gibb-
sovskych distribuci. Budeme psit piimo G(®) misto G(II*) pro ndhodna pole gibbsovski
vzhledem k potencialu ®. Navic potencial muzeme chdpat jako v Sirsim slova smyslu “pa--
rametr” a tim piejit k parametrickym modelim a nasledné i k parametrickym iloham
v aplikacich. '

Obvykle predpoklddame, ze znime bazické potencidly ®!,..., ®K a neznamy potencidl
je pak jejich kombinaci s nezndmymi koeficienty, tedy

=Y 6; %', kde(61,...0x)" =0 € R,

=1

a pracovat budeme s parametrickou rodinou
{G(®°)}serx.

Musime mit stile na védomi, ze jednotlivé faze, tj. rizna P € G(®?), nejsou z hledis-
ka parametru 8 rozlisitelné, a je-li nasim cilem parametr odhadovat, je lhostejné, kterd
konkrétni faze P € G'((b‘) je tou aktualni neznamou distribuci. Tim je plné opodstat-
nén piistup pracujici nikoli s para.metnckou tiidou distribuci, ale s parametrickou tiidou
mnozin Gibbsovskych stavi.



2.4 Priklad: Isingiv model
Zvolme d =2, X = {0,1} a polozme h = {1,0}, v = {0,1} € Z%
Pro 8 = (0o,04,0,)T € R® a kazdé t € Z? definujme
q’f(-"t) =y z,
Qgg'g.'..h)(zh zl+h) = 0’1 T Xevh
q’ft.tq-u)(zh zt+u) =8,z Tepy
a ®§ = 0 jinak.
Vidime tedy, Ze pro 0 € Z? je 80 = {t € Z?%; ||t} = 1} = {h, —h. v, —v} a plat{ napt.

¥ (zo[z00) = exp{zolfo + On(zh + 1) + Ou(z, + 2..,)]}
o (FoiTao) = T exp{lo + Oh(zn + z-4) + 0,(z, + 2_,)}

pro kazdé z € XZ.

Parametry 8, 0, muzeme interpretovat jako horizontilni respektive vertikilni inter-
akce; pokud jsou stejné, tj. 8, = 0, = 6,, je ptisludny model isotropni. Jestlize ;, 8, > 0,
nazyvaji se interakce ve shodé s fyzikdlni terminologii atraktivni a typickd konfigurace
obsahuje vétsi stejnobarevné “skvrny”; pokud 84, 8, < 0, nazyvaji se repulsivni a typicka
konfigurace pfipomina “Sachovnici”, tj. “sousedé” nemaji obvykle stejnou barvu. -

Poznamka 2.4.1. V dvourozmérném Isingové modelu je dobfe znamy piiklad fizovych
prechodi, popsany v jiz klasické praci - Onsager (1944). Necht 8, = 8, = 6; > 21n(+/2+1)
a 0 = —26,, potom G(9?) = 6(P°, P!) kde P°LP! jsou ergodické. Mnozina Gibbsov-
skych stavii tvofi tedy konvexni obal dvou “istych” fazi.

3 Neékteré aplikace markovskych ndhodnych poli

Aplikacemi zde budeme rozumét teseni statistickych iloh, ve kter¥ch ndhodna pole figuruji
jako generujici pravdépodobnostni distribuce. Budou to zejména

e identifikace modelu (odbad parametri),

e vybér modelu (testovdni hypotéz, klasifikace),

o identifikace stavu (filtrace, restaurace obrazu),

o kodovani, pienos informace, atd.

3.1 Data, asymptotika a parametrickd rodina

Ve statistickych ulohdch budou data v n-tém kroku chdpana jako jedna pevnd konfigurace
iv, € X" v konetné objemu V, € K. Vsechny asymptotické vysledky pak budou ve
smyslu expandujiciho objemu V, ,* Z¢ pro n — oo v takovém smyslu, aby [V,[~}|V, N
(Va+1t)| = 1 pro n — oo a kazdé pevné t € Z4.

Ve shodé s paragrafem 2.3 necht ¢',...,9% € U,, r > 0, jsou znamé. Budeme psit
primo T1* a G(6) misto I1** a G(9?) a za pFislusnou parametrickou rodinu

{G(8)}sco, kde © € RN,

a predpokladame, %e data j jSOll generovana nejal\vm nahodnym polem P° € G(6°) s ne-
znamym @ ¢ O,



3.2 Pseudo-vérohodnost

- Pro pevné (relativné “malé”) A € K zavedme pseudo-vérohodnostni funkci

¥
G0.zn)= Y logT(Zasdiaasn)-

t:t4+{AUBA)CVn

Pak miizeme definovat maximélné pseudo-_véfbhodnj (MPL) odhad piedpisem

% = 8,2v,).
a= agmax G(0,2v,).

D4 se ukizat, Ze tento odhad je konzistentni (napi. Gidas (1991)) a asymptoticky normalni
(pokud P? je navic ergodické ~ Guyon a Kiinsch ( 199")) V iiloze vybéru modelu necht

8',..., 0 reprezentuji prislusné tiidy (hypotezy) mezi nimiz mime rozhodnout. Reseni j je
obdobne '
g% = aremax 8, zv,).
A7 el i) a6, 2v.)

Zde je mozno ukizat (napf. JanZura (1993a)), Ze pravdépodobnost chybného rozhod-
nuti jde pro rostouci ochjem do nuly exponencialné rychle, tedy

P = e~ Valf+e(Val)  Lde g > 0.

3.3 Proc ne vérohodnost

Volba pseudo-vérohodnostni funkce namisto standardni vérohodnostni ma pfinejmensim
dva dobré divody. Prvni je prakticky, spoéivajici v tom, ze pseudo-verohoduostm funkei
Z"(G #v, ) umime velmi snadno vy&islit, nebof vzorec pro IT4(-|-) je (pro “mald” A € K!)
pomérné jednoduchy. Na druhou stranu pro vérohodnost danou v rigidnim slova smyslu
formuli E“(B, #v,) = log P¢_(&v,), kde P§,_ jako restrikce pfisiusného nahodného pole P? ¢
G(8) neni v pnpade fazovych prechodu vlastné ani jednozna¢né dino. Mohli bychom
samoziejmeé PV pfiblizit pomoci HV (*|Tsv,) s néjakou volbou okrajové podminky Zav,,
ale i1 tady bvchom pii vyéisleni normalizaZni konstanty W (Zor,} byli postaveni pied
nutnost séitat pres viechny konfigurace z X', coZ je pro jen trochu vétii objemy V7,
zcela nemozné. Existuje sice cesta stochastické aproximace (Younés (1989)), ale v kazdém

~ pFipadé je tato cesta velmi neschidna. -

Druhy divod je spise teoreticky. Je ziejmé, ze asymptotickd normalita odhadu je
zaloZena na platnosti pfisluiné verze centralni limitni véty, jejiz platnost pro ndhodna
. pole je obecné omezena pouze na tzv. oblast jednoznagnosti (tj. bez fazovych piechoda).
Odhad zalozeny na pseudo-vérohodnosti viak vede ke zcela specialnimu pfipadu, kdy lze
platnost centrilni limitni véty odvodit (JanZura a Lachout (1994)). Tam, kde lze zaruéit
asymptotickou normalitu maximainé vérohodného odhadu, vidime u MPL odhadu dbytek
asymptotické eficience a robustnosti (Janzura ( 1993b)) coZ Je vsak zcela pfijateina cena
v porovnani s nespornvml vyhodami.

3.4 Identiﬁkace stavu

- Tato 1tloha se svoji podstatou ponékud li3i od predchazejicich, coz budeme ve strucnosti
demonstrovat na iloze restaurace degradovaného obrazu. -



To je pak neznamou konfigurace zv € XV (pilivodni obraz) v néjakém pevném objema
V € K. Znimy je model, tj. apriorni rozdéleni Py na XV, kterd je restrikci néjakého
P e G(®), ® € U,, r > 0. Znama jsou také napozorovana data yy € X" (degradovany
obraz) a “kandl” P(yv|zv), ktery popisuje degradaci. Obvykle bude kanal bezpamétovy,
tj.

P(yvlzv) = [] Plusdzs),
_ eV

odpovidajici degradaci “nezavisle po bodech”.

Resenim by byl

zv = argmax Q*(zvlyv), .
zveXY

kde Q®(-|-) je aposteriorni distribuce. Pro teSeni takové ulohy vsak nenf k dispozici Zadny
deterministicky algoritmus, vyuZiva se tedy pravdépodobnostni algoritmus nazyvany pro
svou fyzikalni konotaci “simulovym Zihanim”. Spoéiva v interativnim postupu, kdy opa-
kované prochazime body mnozZiny V a v kazdém bodu ¢ € V' vidy nahradime stavajici
stav z, stavem I (pfi nezménéném zv\y)) s pravdépodobnosti, ktera zavisi na poméru

N (Ze|zae) Plyddze)
n?(ltlzat) P(Ucll't).

Podrobnosti viz napf. Janzura (1990).

4 Gaussovska pole - gibbsovsky pristup a spektralni analyza

Spektralni teorie nahodnych poli rozvijena v prvni kapitole narazi na uréité problémy pii
praktickych aplikacich. Zeyména nemoznost efektivniho pfeneseni mocné véty o faktorizaci
spektralni hustoty z jednorozmérného piipadu na vicerozmérny zpisobuje, Ze se vvtraci
jedna z hlavnich ptednosti spektralniho piistupu v teorii casovvch fad - nazornost a
pomérna jednoduchost statistického zpracovani, odhadi parametra, predikei atd.

Jednon z mozZnosti, jak tuto nesnaz piekonat. je kombinace piistupli prvnich tfech
kapitol. Zakladni literaturou pro tento pfistup je Dobrusin (1980) a zejména Kinsch
(1981). Viz téz Janzura (1987) a Otahal (1991).

4.1 Gaussovska nahodna pole jako gibbsovské stavy

4.1.1. Gaussovské ndhodné pole na Z* je dano podminkou. ze viechna jeho koneénéroz-
mérna rozdéleni jsou normalni.

Predpokladejme, Ze je ddno staciondrni gaussovské nahodné pole X s nulovou stiedni
hodnotou a kovarianéni funkci R takové, e existuje spektrilni hustota f a ze pro d-
rozmeérné Fourierovy koeficienty (a(t) : t € Z9) prisluiné prevricené hodnoté spektralni
hustoty, tj. a(t) = [, exp{27i.(t.A)} f(A)~1d], plati

Z la(t)| < 0.

teZd



Potom “nekoneéné matice” (a(s —t)),.ez¢ a (R(s — t}), sez¢ jsou “vzdjemné inverzni” a
piislusné pole je gibbsovské pro nejvyse parové kvadratické potencialy

.Uv'o("l?) = %a(ﬂ) - z?
Us(z,9)=a(s) -2y pros#0.

Pokud pfedpoklidime, Ze jen koneéné mnoho koeficentd a je nenulovych, dostivime tak
“algebraické” zobecnéni autoregresnich posloupnosti koneéného fidu, markovskd gaussov-
ski ndhodna pole (kde autoregresni pole dle bodu 1.1.7.(3) ptedstavuji ne vidy snadno
interpretovatelné “geometrické” zobecnéni).

4.1.2. Asymptotickd analyza provedena v prici Kiinsch (1981) ukazuje, Ze rozumnou
aproximaci maximalné vérohodnych odhadi koeficientii (a(t) : ¢t € D), kde D je koneéna
‘mnozina dosahu interakei markovského gaussovského pole, jsou “momentové” odhady a
dané soustavou rovnic

.[; ) exp{27ri.(t,A)} F(A)dA = R(¢) pro t € D),

kde .
© FO) = (3 alt) - expl2ri - (8, )})!

teD

a hodnoty R jsou ptirozené odhady kovarianéni funkce zaloZené na konecném dosti vel-

- kém pozorovéni. Price Janzura (1987) se zabyva konzistenci a asymptotickou normalitou

téchto odhadd, prace Otdhal (1991) rozsifuje pouZiti na vektorovi nahodna pole, dilezita
zejména z hlediska praktickych aplikaci pti pocitatovém zpracovani drugicovych snimka,
které se zaznamenavaji v nékolika frekvenénich pasmech.

Poznamenejme, Ze i pro gaussovskd markovska pole se mohou projevit fizové pfechody,
komplikujici statistickou analyzu - viz Kurien a Sethumaran (1993).
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