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Moto: Years ago, old Mr Lyle carried a milk bottle, filled to the brim with yellow fluid,
to the Ballantrae Polyclinic and Health Center. He went into the clinic and handed the
bottle carefully to a nurse. ‘Here it zs, Nurse Cameron. The urine specimen. Name of
Fergus Lyle ... . :
‘Aye. Coom back in three days for the analysis’,
In three days, Mr Lyle returned. He was taken to see Dr Howard, a young doctor. The
~ doctor glanced down a report and said, ‘Well, Mr Lyle, the laboratory report they gie ye
~ is all fine. Complete bill o’health. No diseases.’
Mr Lyle went home with great speed and scarcely contained delight. Before he was
through the door of his house he cried, ‘Kathy, lass, Kathy! It’s great news ] am bringing’!
His wife hurried in from the kitchen, ‘Ave?’
‘Hoot, Kathy, it’s fine I’am in all respects! And so are ye, and so is y'r old dad an’ y'r
- brother Nairn, and bonnie cousin Molly, and aiso my brother Clyde, an’ his woman, and
my old friend Douglas, an’ th’ charwoman ... ’.  cf.:Rosten (1985)

- Je dobfe zndmo, e kontrola viech prvki velké populace je zalezitosti zpravidla neje-
nom pracnou, ale i ndkladnou. V mnoha praktickych piipadech se proto béiné ,,obchdzi®
tim zpisobem, Ze zkontrolujeme pouze uréitou nahodné vybranou &4st populace a je-li
pocet vadnych prvki ve vybéru ,,prxhs vysoky“, zamitneme celou populaci (dodévku

. )- V nékterych pFipadech je ale nasim hlavnim cilem eliminovat viechny vadné prv-
ky v populaci. Dochazi k tomu napiiklad tehdy, kdy by poufiti vadného prvku mohlo
ve vyrobé zpusobit ,katastrofu® & pii nékterych kontroldch ve zdravotnictvi apod. Je
piitom evidentni, Ze v situaci, kdy chceme v dané populaci odhalit véechny vadné prv-
ky, nevystatime zpravidla pouze s klasickymi metodami statistické prejimky. Nicméng,
pii splnéni uréitych podminek lze v mnoha ptipadech i zde podstatné udetiit éas a
naklady volbou vhodné (statistic.ké) procedury. Zikladnim cilem tohoto ptispévku je

-popsat jeden z moinych pfistupl k feSeni daného problému, tzv. metodu Dorfmanova
skupmoveho testovéni a nektera jeji zobecnéni.

1. ZAKLADNI PRINCIP DORFMANOVA SKUPINOVEHO TESTOVAN{

Béhem druhé svétové vilky dostala americka statni zdravotni sluzba za kol odhalit
mezi obcany povolanymi ke sluzbé v armadé véechny trpici syfilidou. K odhalenf se
pouZivala klasicki Wassermanova zkouska, tj. test na pfitomnost syfilitického antigenu.
Uloha, kterou zformuloval Prof. Dorfman byla nasledujici. Pfedstavme si, ze ¢dst krve

Rad bych podékova[ touto cestou Josefu Ma.chkovn za podnetne d:skuse a Gejzovi Dohna.lov: za
vytvarné ztvs.rnem mého problemu



odebrané od kaZdého z n jedincl ,slijeme* dohromady a tento novy - skupinovy —
vzorek podrobime Wassermanové zkousce. Dodriujeme pfitom samozfejmé fadu stan-
- dardnich pravidel, napf. misime spolu pouze krev téZe krevni skupiny apod. Jestlize
bude reakce skupinového testu positivni, provedeme individudlni test krve u kazdého
z n jedincd ve skuping, &mZ odhalime viechny nakaZené ve skupiné. Naopak, jestli-
e reakce skupinového testu bude negativni, prohldsime viech n prvki ve skupiné za
negativai. Pfi takovémto postupu se okamzité objevi dvé zikladni otdzky :

- bude technika skupinového testovini vyZadovat méné analyz a je-li tomu ta.k, kolik
 analyz v praxi skuteéné usetiime;

- jaka je optimalni volba velikosti skupin.

Dorfmanova odpovéd byla pfekvapivé jednoduchd. Uvazujme populaci rozsahu N a
ozna¢me pomoci p pravdépodobnost jevu, Ze ndhodné vybrany jedinec je vadny (nevy-
hovujici, infikovany ... ), tj. zkouska u néj dopadne positivné. Takové jedince budeme
v celém dalsim textu znaéit pomoci NC (non-conforming), zatimco pomoci C (confor-
ming) budeme znaéit jedince dobré (vyhovuﬁcx’, neinfikované ... ), tj. jedince u nich%
zkouska dopa.dne negativné. Potom je ;asne Ze .

| = P(ve skupiné rozsahu n bude alespon jeden vadny prvek) =1 -(1-p"

Dale je zfejmé, Ze v praxi budeme musit provést minimdlné N/n zkousek. Prakticky
jich viak bude samozfejmé vice, nebof u fady skupin bude tieba provést dodatecné
testovini jednotlivych prvki. Jelikoz p*N/n je otekivany podil positivné testovanych
‘n-&lenych skupin v populaci rozsahu N za pfedpokladu, ze podil vadnych prvku je p,
potom olekivany poiet potfebnych analyz (testd) je

- E(T)—-Y-+n£p s vaf(T)=ﬁNp'(1-—p')'=nN((1-»p)“——(1-——2p)2“).

~Je ev:dentm, Ze podﬂ ocelmva.neho poctu testd potrebnych pro sLupmovou techniku
_ ku poctu viech md:.v:dua.lmch analyz, tj.

nas dobfe informuje o oéekavanych ,relativnich nakladech na testovani“. Ptitom jeho
hodnoty zaleZi pouze na dvojici (n,p). Jak se méni hodnota C v zdvislosti na ménicim
‘se n pro vybrané hodnoty p je moZné vidét na obrézku 1. Poznamenejme, Ze zpisob
formadlniho zavedeni Dorfimanovy procedury vede k tomu, Ze pro n = 1 se positivni pii-
pady kontroluji jesté jednou, z &ehoz plyne v daném pFipadé hodnota C > 1. Tabulka 1.
shrouje optimélni volby rozsahu skupin # minimalizujici C za piedpokiadu, Ze podil
' vadn}'fch prvki (vyjédieny v %) v celé populaci je prave p Z této tabulku je evidentni,
Ze \ispory mohou byt znaéné. Na paméti viak stdle musime mit skuteénost, Ze pouZiti
- tohoto piistupu je podstatné zavislé na splnem nasledujxach podmmek
- testovini je bezchybné;
- = podil prvkd typu NC neni piilis vysoky,

= provadéni skupmovych testl ,neohrozi kvalitu® testova.m

- ziskat pozorovini o skupmé Je Jednodussx a ekonomxéteﬁ: nez o kazdém Jednothvm
- zviast,



Danou metodu tedy neni radno bezhlavé pouiif vidy a viude, niéniéné,'neui problém
- si predstavit jeji pouZiti napiiklad v chemii & potravinafstvi. V nékterych oblastech
zdravotnictvi se tato metoda, mnohdy pouze intuitivné, pouziva béné.
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Obr. 1. Hodnoty C v z4vislosti na zméné rozsahu kontrolni skupiny
n a podilu vadnych prvki v populaci p, p= 1, 2, 4, 6, 15 a 25%.

7 (%) i C | (%) it C | 3 (%) | & C
1 11 0.20 6 L) 0.47 13 3 0.67
2 8 0.27 7 5 0.50 15 3 0.72

3 6 0.33 - 8 4 | 0.33 20 3 0.82
4 6 0.38 10 4 -0.59 25 3 0.91
5 S5 0.43 12 4 0.65 30 3 0.99

Tabulka 1. Hodnoty # minimalizujici C pro pevnou hodnotu podilu # vadnych
prvki v populaci (vyjddienou v %).

Brzy po uvefejnéni Dorfmanova kratkého pi'ispévku se objevila fada modifikaci a
- vylepeni této zdkladni jednoduché myslenky. S néktersmi se seznamime v nasledujicich
odstavcich, jiné si étenaf musi vyhledat v citované literatufe. '

2. POMOCNE UVAHY

- Méjme k disposici populaci rozsahu NV obsahujici D prvkd typu NC. Provedme tah n
Jednotek bez vraceni a zkontrolujme viechny vytaZené prvksy. Piedpokladejme pfitom,
Ze o kaZdém prvku jsme schopni jednoznaéné rozhodnout, zda je typu C nebo NC. Je
dobfe znamo, Ze pfi testovani se miZeme dopustit dvou typu chyb, tj. prvek typu NC
oznagime jako C' nebo naopak prvek typu C oznaéime jako NC. Necht

p= P(pﬁek typu NC je (sprivné) klasifikovén jako NC), 0<p<l,
= P(prvek typu C je (nesprévné) klasifikovan jako NC), 0< p' <1.



Dile si zavedme néhodné velidiny Y a Z popisujici:
- Y ... skutetny (neznémy) pocet prvki typu NC ve vybéru;
-Z. pocetprvkutypuNC'vevyberudeklarovanychJakoNCnazéklade
individudlniho testovini, tj. jako vysledek ndmi provedené kontroly.

'Je dobre znamo, ze rozdéleni Y je hypergeometncke 5 parametry (n; D, N), tj.
P(Y' y) = (‘3) (Nn yD)/(N), maz (0,n - N +D)<y 5 min (n, D).

Toto rozdelem budeme textu znacit Hypg(n; D, N). Nasim hlavnim cilem bude v dal-
gich odstavcich uréit rozdéleni Z a spoéitat nékteré jeji zakladni charaktenstxky Po-
znamenejme, Ze fadu vypoétl niém muze podstatné usnadnit pouZiti programi typu
Mathematica® & Maple® apod Celou situad si rozdélime do tii odstavetl podle pod-
- robnéjsi znalostx modelu. -

_ 21 Prlpadp 0 & p<1
Jedna se o situaci, kdy viechny prvky ve vybém jez prohlasime na zakladé naseho
testovani za NC, jsou skuteéné typu NC. Potom P(Z = z) = P( mezi y skuteiné
~ vadnymi prvky ve vybéru jich detekujeme prave z)as vyuzztnn vety o uplne pravdé-
- podobnosti dostaneme _

L o P(Z--z). Z ( -2|Y%v)P(Y=y)«
'Jeﬁm./:(z'|;’=y)~Bi(y,p),.ts-' : |

" P(z=2|Y=y)= () (-, =0l
'_dost#""_n? . | | | -
w rema-() £ ()()()

kde y* = maz(0,n -~ N + D)Ly <min (n D) = y". Toto sloiene rozdélem budexne
v da.l§1m textu symbohcky znadit

ﬁ(Z) Bt(Y,P) A Hypy(n,D N).

Pro nalezeni zékladnich charakteristik Z je vjhodné pouzit metodu faktoridlnich
momenti. Oznatime-li o) = a(a = 1)...(a ~r + 1), potom lze ukdzat, Ze -

] (") D7)
 EZ0=EZ(Z-1)..(2-r+1) =T 2T
_ » | =~ T e
572D a7 = 2(""1)D(D 1) _npD
,EZ— N .&_ verZ = n? NV =1 4+ N 1- )



Snadno pa.k lze ukizat, Ze

~ n(N-n)pD ( pD) < pD ( pD) o
. < -
N1 N_ l1- N | varZ < n i N 1 N ,.

neboh schematicky zapsano, var Hypg(n, pD,N) <var Z £ var Bi(n, pD/N)

.~ Poznamka: Piedpokladejme, Ze méme k disposici populaci rozsahu N a provadime

z ni tahy bez vraceni, pficemZ kaZdy prvek ihned po vytaZeni podrobime kontrole.
Proces ukonéime v okam#iku, kdy m prvki bylo prohlééeno za NC. Nasim dkolem nechf
je stanovit rozdéleni nahodné veliciny G popisujici podet prvkd jez musime podrobit
kontrole. Je za;:ma.ve, Ze odpovéd dosta.neme okamZité z rozdelem ndhodné veli¢iny Z,
nebof

P(G > g) = P(Z <m),
kde P(Z = z) je dina vztahem (2.1) s n zaménénym za g.

Vzhledem k tomu, Ze mfZe nastat situace kdy zkontrolujeme viech N prvkia anii
dostaneme m prvku typu NC i kdyz D > m, jedné se o nevlastni ndhodnou veliinu.
Je totiZ

P(G<n)=P(Z2m),
kde £(Z) ~ Bi(D,p). |
JestliZe z dané populace rozsahu N vytdhneme pouze vzorek rozsahu n, potom vy-

~ sledné rozdéleni G je ddno analogicky, tentokrét v3ak bude useknuto hodnotami G < n.
~ Vysledné rozdéleni je opét nevlastni, nebof

P(GSN)=P(Z2m)<1,

reer= ()" & QD Epa-r

y=mez(y',3)

- kde

~ Je zajimavé si viimnout, Ze myslenka skrivajici se za vy3e uvedenou dvahou je analo-
gicka standardni situaci v teorii obnov. Oznaéime-li N(¢) polet obnov v intervalu [0, ¢)
a Si dobu do k-té obnovy, potom S <t & N(t) 2 k. takZe

P(si<t)=P(N@)2k), k=0,1,....
Podobné u nas, znad-li T; pocet prvku deklarovanych jako NC v k pokusech, potom

T < m & G > k, takZe skutecne muZeme k feSeni pouZit rozdéleni ndhodné veliciny
Z jak uvedeno vyse



2.2. Pi‘{padp’ >3 &: r<l1.
- Jak jiZ vime z piedchoziho odstavce, rozdélem Y je Hypg(n,.D N) Na rozdil od
predchoziho odstavee je ale pocet prvkid klasifikovanych jako NC, af jiZ sprévné nebo
ne, tentokrat souétem dvou podmméné binomicky rozdelenych nahodnych veliéin, tj
Z=W+ W' kde
-~ W ... popisuje poet prvku typu NC Klasifikovanych (sptavne) jako N C
~ W'... popisuje poéet prvki typu C klasifikovanych (nwpravné) Jako NC.
‘ Wa.W'Jsou, pndanemY y, nezavxslea.

LW Y =y)~ Bz(y,p) & LW (¥ =)~ Bi(nmp).

Podmmene rozdelem L(Z ] Y = y) je pak dano konvoluci téchto podminéné binomicky
:ozdelenych nihodnych velidin.

Hledané rozdéleni Z dostaneme naprosto stejnym zpusobem jako v pfedchozim pii-
. padé a pouzitim véty o uplné pravdépodobnosti dostaneme

P(.Z=z)=ZP(Z;-.-_-.:|Y==y) PY=y)=

-0 (y)(li ML

. ,sz(y’,z) » . ‘
| ms'n(m) y n—y
. w y—w ! Z=w ! n-'-z-l-u
x 3 (w) (1 2 (., Yo =) .

w-mcz(:‘ z) w

kde0 Sz Sy, o -maz(On-N+D)<y<mm(n,n) /. Toto roadileni
budeme da.le schematlcky zna.clt | | o

ﬁ(Z) ~ [Bz(Y,p) » Bi(n - ¥,p)] 4 Hypg(n, D, .

~ Pro na.lezem’ zikladnich charaktenstlk z je i zde nejv;?hodnéjéi pouiit metodu fak-
toridlnich momentd. Po vypoétech o néco pracnéjéich ne% v pedchozim odstavci dosta-

E AL = EZ(Z - 1)... (2 - r‘.+ )= N"” z: (J)p; n--JD(J)(N D)(r-J)

‘ J=0
: Oznat'_:ime-li p=pD/N + Q1 --’D/N)p', pOtom.

R EV‘Z = -1’:7 (Dp'+ (V- Dyp') & var Z = n(1 - p) + -I;.’—f}’v—-})- (¢¥(¥ - D) +pD)



3. DORFMANOVA PROCEDURA REVISITED

Vrafme se zpét k Dorfmanové procedufe popsané v odstavci 1., kde jednim z nasich
zakladnich pfedpokladid byla bezchybnost procedury jiZ pouZivime pro testovani. Jak
viak dobfe vime z praxe, toto neni bohuZel vidy pravidlem. Podivejme se proto na
situaci kdy muZe dochazet k chybiam podrobnéji. Ozna&me pfitom:

\,

rozsah populace;
rozsah vybéru;

P(prvek typu NC je (spravné) klasifikovin jako N C) 0<p<;

P(prvek typu C je (nesprévné) klasifikovin jako N C-'), 0<p' <1;
skuteény (nezndmy) poéet prvka typu NC ve vybéruy;

pocet prvki typu NC ve vybéru deklarovanych jako NC' na zdkladé
individudlniho testovdni, tj. jako vysledek ndmi provedené kontroly;
alternativni ndhodnou veli¢inu, pro niz:

U =0... skupinovy test da negativni vysledek,

- U =1... skupinovy test da positivani vysledek;

Ppo ... P{U=1}Y >0)

pp ... PU=1}Y =0).

QO ONRTY ow oS

Z pfedchoziho je zfejmé, Ze pokud U = 0, neni t¥eba dal3i testovdni, zatimco pokud
U = 1, je tieba reagovat. Nasim cilem je opét nalézt rozdéleni ndhodné velid¢iny Z.
Zopakujeme-li (s vyjimkou zfejmych modifikaci) tytéz uvahy v odstavci 2., dostaneme
prop'>0ap<l,
£(2) ~ [Bi(UY,p) » Bi(U(n - ¥),p') | p Hypo(n; D, N).

Podobné jako v odstavci 2.2 i zde miZeme nalézt faktoridlni momenty pnslusne k Z,
jez jsou tvaru . .

Ez(r) _ n(r){ N(,.) Z ( )D(l) (N D)(r-t) i I(r—n)

g==0

= (po -pé)p"'Po(n)},

kde Po(n) = (N — D)"')/N (=), Polozme
P(o) = (Po Po)PO(ﬂ) 3? N-l(DP + (N D)P )-
Odtud oka.mzxte dost.a.vame

22 mn(pp= o)



R ___, (2) [ '.z'__ D(p* - ¥ + (N - D)(p'* - F) . "
”“"z " [”" {5 " N(N-1) Fop™ | +
+ n(pop - P(o)P ) (Po'ﬁ | P(o)P’) o
Podxvejme se jeité na ty charakteristiky studované procedury ulazujxci efektxvnost
skupinového testovini. Pomérné snadno lze totiz ukdzat, Ze:
| 1) Pravdépodobnost spravné klasifikace prvku typu N C je rovna Po p-
2) Pravdépodobnost spravné kla.srﬁk:we prvku typu C jerovna 1 - (po P(;)) ?

kde I
P(Q) (p° PO) (N 1)(11—1) T

| 3) Oéekavany pocet testu je roven )

E= l—n(po .P(o))i

Jehkoz ocekavany pocet testds bez skupinového tatovam Je n, dostaneme oka-

| ‘mZité oéekdvany podil uspofenych testl jako 1 — E/fn =1 —n~! — py + Flg).
Tyto vysledky nam jiZ umoZiuji uréit vhodny rozsah skupm tak, abychom dosahli
vysoke uspory potrebnych testl a zaruéili zarovesi co nejmensi podil spntne klasifikace.

4 NEKTERA DALSf ZOBECNENf

A) Hlerarchxcke skupmové testovéni. | »

~ Jestlize néktery skupinovy test da positivni vysledek, nabizi se okamZité pfirozend
moznost neprovadét individuslni testovdni viech jedinci, nybrZ postupovat i nadile
s pousitim skupinového testovini, tentokrat ale hierarchicky. Nejjednodusii je postu-
: povat metodou piileni rozsahu testovanych soubort. Ponekud raﬁnovanejéx postup je
- popsan v praci Kotze a Johnsona (1982).

B) Sterrettova modifikace Dorfmanova skupinového testovam.
Myslenka, s niZ pfisel A. Sterrett (1957) byla nasledujici, totiZ, misto individuainiho
~ testovéni kaZdého prvku v positivni skupiné:
a) testovat pouze tak dlouho neZ narazime na prvni positivni test;
b) ze zbyvajicich vzorkd vytvofit dalsi skupinovy vzorek a tento otestovat;
o - v piipadé negatxvm'ho vysledku tohoto noveho skupinového testu testovini
- ukongit;
- v piipadé positivniho vysledku se vratit do bodu a).

Ve svém &lanku Sterrett ukdzal, Ze pii optimdlné zvolené velikosti skupin lze dosdh-
~ nout v priiméru a 6%ni Gspory rozsahu zkousek proti standardni Dorfmanové procedu-
‘fe (poznamenejme, Ze optimain{ velikost skupin je zde jind ne v pfipadé Dorfmanovy
procedury). Johnson a Kotz se pozdgji zabyvali modifikaci tohoto postupu, kdy misto

- &ekAni na prvni positivai test v posloupnosti individudlnich testi navrhli éekat na g ty,

g2, positivni test a teprve po nem provadet skupmovy test pro zbyld pozorovini.



C) Nékterd da.l§i zobecnéni. - | |
V literatute lze nalézt mnoho dalsich modifikaci. Pa.tfi mezi né napiiklad:

(1) Postupy umozfujic provadet skupinové testovéni v pnpadé kdy se snaZime
. odhalit vice nez jeden typ nekonformity. Celou situaci v praxi zpravidla ztéZuje
fakt, Ze jednotlivé typy vadnosti jsou v populaci zastoupeny nerovnomérné a
metody pro jejich odhaleni nemusi byt nutné stejné citlivé. Typickym piikiadem

~ je napiiklad skupinovy test na tii typy hepatitidy u dérci krve providény
‘jednim testem apod. Tuto modifikaci studovali jako prvni Kemp a Kemp (1988).

- (2) Jinou zajimavou situaci je pfipad, kdy provedeny skupinovy test neindikuje

pouze existenci alespoi jednoho vadného prvku ve skupiné, ale i jejich pfiblizny
poéet. Prvni préce tohoto drubu byla studovina v praci Pfeifera a Enise (1978)
a posléze zobecnéna v pracich Johnsona a Kotze a jejich studentts. V literatufe
ji nalezneme pod nézvem ,,Curtailed Dorfman-type procedure .

(3) Dal3{ analogii Dorfmanova postupu je modifikace navrZena Graffem a Roelloﬁ'-
sem (1972, 1974). Jejich zékladni myslenka je nasledujici, totiZ, nejprve prova-
dét individudlni testovdni a toto ukonéit v okamziku kdy ,,jsme piesvédteni®, Ze
o zbytku skupiny mtiZe s vysokou pravdépodobnosti rozhodnout'jeden skupino-
vy test. Tento zavéreény skupinovy test pak je tfeba samozrejme pro kontrolu
provest.

(4) Znahodnéné sekvenéni a kvazxsekvencm postupy atd.

Jelikoz se béhem &asu vyskytlo v literatufe mnoho praci na toto téina., vzhledem k
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nedostatku mista mi nezbyva neZ odkizat zajemce na citovanou literaturu.
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