REGRESNI MODELY V ANALYZE PREZIVANI
Petr VOLF, UTIA CSAV, Praha

Kazda oblast vyuziti matematické statistiky ma své zviidtnosti, nejinak tomu je i s analyzou pre-
zivani. Obecnéji by se dalo miuvit o analyze vyskytu udalosti v ¢ase (event history analysis), analyze
proudu udalosti. Odlisnosti se projevuji ve vybéru modelii, ve vybéru charakteristik pro analyzu, i
ve formé dat. Oblast analyzy prezivani se vyznatuje tim, Ze se Casto modeluje a zkouma intenzita
(rizikova funkce, hazard rate) distribuce doby 2ekini na néjakou udélost. Budeme se proto zabyvat
modely pro intenzitu, odhady, analyzou regrese v modelech s intenzitou. Pro seznimeni s tématem
a zakladnimi vysledky stati sborniky “ROBUSTY", viz V. Lénska (1988) i J. Hurt (1992). Dokona-
Iy prehled metodologie poskytne kniha Prentice a KalbReisch (1980). Moderni trendy modelovani
intenzit pro counting procesy (natitajici v &ase pozorované udélosti) je moZné sledovat v ¢lancich
P. K. Andersena a daldich {také E. Arjas, 1989). Soutasny stav oblasti je popsin v pravé vychézejici
knize Andersen, Borgan, Gill, Keiding (1992). V tomto pojeti u2 je intenzita hlavni charakteristikou
modelu, od ni se pak daji odvodit distribuce dil¢ich velitin, jako napt. doba do k-té udilosti, pocet
udilosti do uréité doby apod. Tento pEistup se pokusime vyloZit v souvislosti s modelovanim regrese.

Zaéneme s klasickou definici intenzity jako charakteristiky distribuce néjaké nihodné velidiny T
- napt. doby do poruchy. Sousttedime se na nésledujici okruhy otazek:

1. Definice, typické pribéhy intenzity rozdéleni pravdépodobnosti. |

2. Neparametrické metody odhadu intenzity, viastnosti odhadu.

3. Regresni modely pro counting procesy, multiplikativni model, Coxav model.

. Aditivni regresni funkce, jeji neparametrické odhadovani metodou lokalni vérohodnosti.

4
5. Jiné uzivané modely pro intenzitu, mo2nosti testovani typu regresniho modelu.

1 INTENZITA ROZDELENI PRAVDEPODOBNOSTI

Méjme n.v. T se spojitym rozdélenim pravdépodobnosti na [0, co). Hustotu jeji distribuce oznaime
f(1), distribucni funkei F(t). P(T) = 1 - F(t) se nazyva funkce pieziti a intenzita je definovina jako
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~dlog P(t)/dt.

Zavadi se jeité kumulativni intenzita H(l) = f; h(s)ds = —log P(t). Nyni bychom mohli uvést
piiklady typt distribuci, které se béineé pouZivaji pro popis doby preziti a v diléich usecich tasové
osy casto popisuji prezivani dosti piesné. Je to napt. Weibullovo rozdéleni s P(t) = exp —(t/a)*, ¢ili
s h(t) = p/a-(t/a)*"". Takze intenzita (poruch, teknéme) roste s Zasem, je-li p > 1, naopak klesa pfi
u < 1. Mezni distribuci pak je pro g =1 exponencialni rozdéleni, s konstantni intenzitou h=1/a.
Dalsi pouzivané typy distribuci jsou gamma rozdéleni, s f(t) = v 2=1e=# [T(X), A, v > 0, nebo
i lognormalni rozdéleni. Pro I'(v,}) distribuci je limitni hodnota lim—..o A(t) = v, piicem? je h(t)
kiesajici pro A < 1, rostouci pro A > L. Lognormalni distribuce nema intenzitu monoténni, limitni
hodnoty v 0 i v 0o jsou 0.

My se oviem nechceme omezovat na uréitou parametrizovanou rodinu distribuci, nasim cilem jr
neparamelricky zptisob popisu a odhadu pritbéhu intenzity. Velice ¢asto ma intenzita (doby preziti)



h(t) zhruba “vanovity” pribéh na defini¢nim oboru hodnot n.v. T, tj. zpotatku klesd, pak je témef
konstantni, ke konci roste {projevi se “starnuti”). To se tyki nejen napiiklad elektronickych soutastek,
ale i Zivych organismi. I rizikové funkce po naroiné operaci, i tieba rizika imrti béhem celého
lidského Zivota. Piesto mame tendenci chipat onu charakteristiku pro neZivé a 2Zivé objekty trochu
jinak. Soubor soutdstek povatujeme za vice méné homogenni, znatna variabilita Zivych organismi nds
daleko vice nuti vzit v dvahu tuto nesourodost - heterogenitu. Mize byt zpusobena vlivy genetickymi,
prostiedim, Zivotosprivou apod. Nékdy se do modelu zavidi dalii n.v. £, kterd ma za uiloh popsat
tu rozmazanost (variabilitu) uréeni rizikové funkce. Pak je intenzita nahodna A(t) = £ - he(t). Aby
model by! identifikovatelny, normuje se veli¢ina “dispozice™ (“frailty”, = také “kiehkost”) tak, ze
E£ = 1. Casto se pro ni pouzivi gamma distribuce s A = ». Jind moznost je pochopitelne popsat Zast
heterogenity pomoci vhodaych vysvétlujicich proménnych a regresniho modelu. Dostiavame se tak
k multiplikativnimu modelu (také zvanému “s proporcionilai intenzitou”), ale o tom pozdéji. Toto
pojeti heterogenity predpoklida, Ze intenzita md zhruba tyZ tvar pro rizné skupiny sledovaného
souboru, ale riziko je zesilené &i zeslabené néjakou dispozici, & pusobenim néjaké kovariaty.

Jindy byvaji tvary intenzit pozorované z nesourodého souboru vysledkem agregace velicin nékolika
typ4. Takovy tvar pak uz nepopisuje “Sanci” jednotlivého objektu, protoe vznikt kompozici ze skupin
majici zcela odlisny tvar intenzity.

Mnoho o kompozici intenzit poruch pro technické objekty je v klasické knize Barlow, Proschan
(1967). Nejznaméjsi vysledek je nasledujici: Oznaime P(t/v), h(t/v) funkci pietiti a intenzitu pro
rozdéleni n.v. T pii hodnoté n.v. (piiznaku) V = v. Nechl ¢(v) je hustota rozdéleni n.v. V. Pak
agregovanou funkci pieziti myslime P(t) = [ P(t/v)@(v)dv, piisluina intenzita poruch je A(t) =
~dlog P(t)/dt.

TVRZENI. Pokud intenzity poruch A(t/v) jsou konstantni, pak A(t) je nerostouci.

Vidéli jsme zatim dvé oblasti uiti modelil pro rizikovou funkci, a to oblasti analyzy spolehlivosti a
biostatistiky. Dalsi oblasti, kde se zkoumaji doby trvini jevi, je pochopitelné demografie, i ekonomie a
socialni védy vibec. Pouziti modeld pro intenzity je nutné spjato se sledovanim vyvoje systému v ase,
a tedy zavadi do statistické analyzy dynamicky prvek. To vede k chapani dat jako realizace nihodného
procesu, coz ui je dost dilezity posun od i.i.d. schématu, al uz v metodologii, ¢i v moinostech
teoretické podpory pro vysledky analyzy.

2 METODY ODHADU INTENZITY ROZDELENI PRAVDEPODOB-
NOSTI

Distribuci (nahodné veli¢éiny T - doby od poruchy apod.)} jsme charakterizovali ¢tyimi vzajemné
svazanymi funkcemi. Dvé z nich maji kumulativni charakter, F (resp. P) a H - kumulativni intenzita,
dalii dvé jsou lokaini, f a A. Mé&me zatim k dispozici i.i.d. nahodny vybér T\,....T,. Kdyz se
konstruuje empiricka distribuéni funkce, kazdému realizovanému bodu T; se jakoby prifadi vdha
A F,(T;) = 1/n. Podobné vaha piitazend kazdému realizovanému datu 7; pro odhad intenzity je
A H,(T)) = 1/R;, kde R; je pocet rizikovych objekti v okamziku T,”. Kumulativni charakteristiku

v t pak standardné odhadneme souétem pies T; < . Empirickou funkci preziti si ale muzeme take
predstavit jako soutin: Necht T} < Ty < -+ < Ty Pak Po(T}) = PulTi1) - PrAT) =[], HT, <

=1



T)(R; —=1)/R; = [ \[T; < T}(1 -1/R;). V tomto rozkladu je také kazdému datu T; piifazena viha
1/R,.

Nyni si predstavme slo2itéjsi situaci s cenzorovanim, které je u Zivotnostnich dat ¢astym jevem.
Modelujme cenzorovani pomoci n. v. V se spojitou distribuéni funkci G na [0,00),s Q =1 - G. Pak
pozorujeme veliciny ¥; = min(T;, Vi), & = 1{T; € Vi]. Toto je schéma nahodného cenzorovani zprava,
s tim se nejcastéji setkime. Piedpokladime piitom vzajemnou nezavislosti n.v. {V;} mezi sebou i
s {T:}. Kdyz nyni kazdému momentu, ve kterém nastal sledovany jev (tj. bodu (Y;,§; = 1)) piitadime
2novu véhu 1/R;, pak pro kumulativn{ intenzitu poruch dostaneme odhad

Ha(t) = Z 1{Y; € ¢] %, Ho(t) =0 prot < min{Y:}.

To je tzv. Nelson-Aaleniiv odhad. Z piedchoziho rozkladu empirické funkce preliti dostaneme odhad

P.(t) = l:l iy; <t]- (l - %‘:) , Py =1 prot< ﬁin{ﬁ},

cot je znimy Product Limit Estimate Kaplana a Meiera (viz znovu i Linskd 1988, Hurt 1992).
Vlastnosti téchto odhadd jsou i nadile velice dobré, byly popsiny v mnoha &ldncich (napt. Bresiow,
Crowley 1974), a také v Robustu 84, kde se mluvilo o modifikaci testu Kolmogorova~-Smirnova pro
cenzorovana data.

Oznaéme St = sup{t : F(t) < 1}, Sv = sup{t: G(t) < 1}, § = min(Sv, St).

Plati:

1. P,(t) je silné konzistentnim odhadem, stejnomérné v ¢ € [0, 5), s fadem

og n\ ¥
3351P,(t)-P(t)|~0{(':) ] i

pro néjaké b > 0 (za podminek, které jsou formulovany napt. v ptispévku L. Rejtd na 9. Praiské
konferenci, 1982). Pokud S < Sy, pak b= 0.

H.(t) neni ohraniéena, proto pro ni je dokizano toté jen na kazdém ohraniteném intervalu
{0,7].s T takovym, ze P(T)-Q(7) > 0.

2. Na [0, 7] je dokizdna asymptotickA normalita: Vi (Pa(t)/ P(1) = 1) ~ /0 (Ha(t) - H(t)) ~
Z(t). coz je gaussovsky nahodny proces s nulovou stiedni hodnotou a kovariancipro 0 < s <
t<T

cov (Z(t), Z(s)) = C(s) = /o ] }if%.

Huned je vidét moznost transformace na Browniiv proces (Z(t) je proces s nezivislymi pfirustky)
a tedy moznost zkonstruovat pro P(t) (resp. H(t)) pasy spolehlivosti typu Kolmogorova-Smirnova
(znovu, viz i Robust 84).

Obratme nyni pozornost k odhadiim hustoty a intenzity. Jak jsme fekli, pfi realizaci nahodného
vybéru piifazujeme realizovanym bodim empirickou vahu A F, (resp. A H,), coby “primitivai”
odhad okamzité hustoty &i intenzity. A rozumny odhad dostaneme standardnim zpusobem - jadrovym



vyrovnanim téchto hodnot. M&me jidro w(u) - hustotu na (~o0, 00), symetrickou, > 0 (coZ neni
obecné nutné), navic, feknéme, Parzen-Rosenblattova typu, tj. takové, Ze limu -w(u) = 0 pii u — oo.
Pak definujeme jidrovy odhad hustoty f resp. intenzity A jako

o = 33 () arm,

=)

ha(t) = dZ( )AH(Y)

ix]

Zde d je zvolena “3ife okna”, parametr vyrovnani.

Jsou i jiné moznosti odhadi. Samoztejme, P,(t) i Ha(t) jsou “schodovité” funkce, mizeme z nich
vhodnou modifikaci ziskat spojité odhady. Intenzitu mazeme odhadovat piimo z definice, jako ha(t) =
fa(t)/ Pa(t). Nebo, nech? f!() je hustota rozdéleni pravdépodobnosti pro velitinu (¥,6 = 1), to
jest pro dobu pozorovanych udalosti. Oznatme P* = P . Q funkci pietiti pro distribuci n.v. Y =
min(T, V). Oboje je pitimo pozorovatelné, uz bez cenzorovini. A protoie A(t) = f(t) - Q(¢)/(P(L)-
Q(t)) = f1(t)/ P(t) na (0, 7), mizeme odhadnout A(t) jake ha() = f(8) / P2(2), kde f1(2) a P:(t)
jsou standardni odhady hustoty f! respektive funkce pteziti P".

Vlastnosti jadrovych odhadi hustoty byly dost podrobné zkoumany uz v Robustu 82 (J. Antoch).
Viastnosti odhadi intenzity jsou obdobné a ani cenzorovani jim piilid neublizi. Citujme nékolik
vysledku z &éldnku Tanner, Wong (1983):

Méjme symetrické neziporné jadro w s omezenym nosiéem. Pak piin — oo, d, — 0, n-d, — o0,
na t€(0,7] je

L. Eha(t) — h{t),
2. varho(t) = 2 20 w(u)du - miih +o(1/n dy).

3. vnd, (ha(t) — h(t)) mi asymptoticky normdlni rozdéleni, centrované, s varianci z 2.

V navazujicim &lanku uvazuje M. Tanner (AS 1983, No 3) jadrovy odhad s proméunou iiikou
okna danou k nejbliziimi sousedy (resp. k nejbliziimi sousedy s §; = 1, t). & nejblizsimi momenty
pozorovanych udalosti}. Takovy odhad ma v podstaté tytéz viastnosti jako bézny odhad jadrovy,
pokud hustota f(t) je kladnd. Pak je asymptoticky k, ~ 2n - d, f(t) v okoli bodu ¢, pokud d,
oznatuje polomér intervalu kolem ¢, v némz je praveé &, dat.

4. Nechtk, =n*proa € ( %, 1). Oznatme d, piislusny parametr vyrovnani (neboli d, ~ n~?, g ¢
(0, 1)). Necht jidro w md ohraniceny nosi¢ a je symetrické, nezaporné. Potom skora jisté

ha(t) — A(t).

Velka pozornost byla (a stile jesté je) vénovina diltim otazkim, jako je optimalizace parametru
d (pomoci krosvalidace a riiznych penalizaénich funkci) a otazkim volby jadrovych funkci.

Vsimnéme si, Ze zatimco u odhadd kumulativnich charakteristik asymptoticke vysledky popisovaly
chovani nahodnych procesi pii ¢ probihajicim [0, 7], vysledky pro lokilni charakteristiky se tykaji
jen odhadu v urcitém bodé ¢t € [0, T].



3 REGRESNI MODEL S PROPORCIONALNI INTENZITOU

Jak uz jsme fekli, heterogenita zkoumaného souboru je v modelu pro intenzitu &asto vyjadiena
soucinem vice clenii. Pokud je ona nesourodost zpusobena vlivem dalsi veliéiny (kovariaty) X, pak
intenzitu roz:léleni pravdéporobnosti n.v. T pti X = z modelujeme jako h(t,z) = ho(t) - B(z).
Tomuto multiplikativnimu modelu se také fiki “proportional hazard regression model”, ho(t) je
tzv. “baseline” intenzita. Jako data budeme uvazovat realizace dvojic n.v. (T}, Xi), 1+ = 1,...,n.
Piedpokiidiame, Ze pi danych hodnotich X; = z; uZ jsou n.v. T; nezavislé (tedy podminéné).
Pokud budeme mit co délat s cenzorovanymi daty (nihodné, zprava), cenzorujici velitiny znovu
modelujeme jako Vi zavislé na X;, ale pki danych X; = z; ui nezivislé vzdjemné i na T;. Pak
pozorujeme (Y, X;, §), i = 1,....n, kde opét Y; = min(T}, V;) a & = 1(T; £ Vi}. Zopakujeme nékteré
viastnosti modelu, o kterém na Robustu 88 mluvila V. Linska:

1. Pro dvé rizné hodnoty kovariity zq, 3 je h(t, 1)/ h(t,z2) = B(z1}/ B(=x:) pro katdé ¢ v de-
fini¢nim oboru. Podle této viastnosti je model pojmenovin. Pokud je tato vlastnost spinéna,
umoZiuje metodu analyzy pietivini zvanou “accelerated testing’. Naptiklad pti testovani spo-
lehlivosti, pokud kovariita X charakterizuje zitéz, mizeme v experimentu pouzil zatéz vétdi
net je zité: bé2ni ve skuteéném provozu, a tim zkritit as potiebny pro dob&hnuti vétliny
pokusii, ¢ podstatné zmensit miru cenzorovini.

2. Méjme n.v. T, kterd pii X = r ma distribuci s intenzitou ho(t) - B(z). Necht o(t) je ostie
rostouci transformace, Z, = (T:). Potom rozdéleni velitiny Z, md intenzitu tvaru h(t)- B(z),
tedy model s timtéz “pomérem intenzit". To je i diivod, prot je odhadovani funkce B(z) moZné
oddélit od zkoumani funkce ho(t) a je moZné vyjit z Eisteéné vérohodnostni funkce (partial

tikelihood) _ .
&l oBxy |
""H[E B(x,-)] :

iml JER,
kde opét R; je “risk set”, mnoZina indexi objekti, které v okamziku Y;~ jsou rizikové. Cisteena
vérohodnost nezavisi piimo na hodnotich Y;, ale jen na jejich poiadi, na rizikovych mnozinich
v momentech Y;”, takie se nezméni pi rostouci transformaci .

Vlastnostmi ¢asteéné vérohodnostni funkce a odhadd z ni pochédzejicich se zabyval Cox (1982).
Byly piipomenuty i v élanku V. Lanské (1988), v souvislosti s analyzou nejznaméjsi semiparametrické
verze modelu, Coxovym modelem, v némz B(X) =expf - X.

Nyni je chvile, kdy bychom méli piejit k obecnéjsimu pohledu na modely vyskytu udalosti v Case.
Je to model tzv. counting procesi, ktery se velice 2asto vyskytuje v poslednim desetileti v pracech
zejména “skandinavské $koly”, viz Andersen, Borgan, Gill, Keiding, i E. Arjas, 0.0. Aalen. Dalsi
zobecnéni je v tom, e se piipousti zména hodnot kovariit bdhem sledované doby. OkamZita intenzita
pak zavisi na okamzitém stavu kovariity. Ptikladi je mnoho - tieba doba trvani prosperity podni-
ku. Rizikova funkce se méni v zavislosti na momentalnim stavu néjakych hospoditskych ukazateli
(pro nas kovariat), nestaéi uvazovat stav jen v okamiiku vzniku podniku. Casto tak uvaiujeme dva
paraleiné bézici ¢asy. Napiiklad jeden je sledovana doba preziti, druhy je kalendaini tas, ve které se
meéni prostiedi. které ovliviiuje dobu pteziti.

Ozna¢ime N,(t), i = 1,...,n counting procesy, nihodné procesy nabyvajici hodnot 0, 1,... a ma-
jici trajektorie po tastech konstantni, se skoky +1. Dile uvazujme X(t) - niahodné procesy kovariat,



I;(t) - nula-jednitkové procesy indikujici zda i-ty counting proces je v tase i~ v rizikové mnoZiné, t).
viastné je-li pozorovin v momenté t~. Procesy I,(t) pozorujeme piné v néjakém intervaiu t € [0, 7],
procesy X;(t) jen kdy# I;(t) = 1. Counting proces N;(t) pak prosté v &¢ase natitd pozorované udalosti
i-tého druhu (&i udalosti tykajici se i-tého objektu). Piipoustime tedy i opakované udalosti.

Aby bylo teorii u¢inéno zadost, je nutné piedpokiddat existenci neklesajici posloupnosti o-algeber
a™(t) ve vybérovém prostoru 1", a to takové, ze viechny uvalované nihodné procesy jsou vidy
v [0,t) “adaptoviny” na tuto posloupnost. Neboli ¢"(t) musi obsahovat viechny jevy, které mohou
nastat v [0, 1), pro n-rozmérny model Ny(t),..., Na(t). Ptedpoklidejme, ze vyvoj procesu V;(t) zadina
v N;(0) = 0 a je popsin a uréen spojitou intenzitou h;(t). Znamena to viastné, ie
lima—os & Pr {Ni(t + &) = Ni(t™) = 1|a*(t)} = hi(t), & hi(t)dt = Pr {dNi(t) = 1}o"(t)}. Ptitom
podminénost o”(t) interpretujeme tak, Ze intenzita v ¢ miZe zdviset na celé minulosti sledovaného
procesu v [0,t). To by asi bylo piilis diroké pojeti, matematicky tézko vyjidtitelné. Proto vétsina
uzivanych modeli uvaZuje intenzitu pro N;(¢) zavisici jen na “okamiitém” stavu, h,(t) = h(t, Xi(t))-
I;(t). Ale vhodné vybranymi kovaridtami mizeme do modelu dostat i dulezité udalosti z minulosti
za tu cenu, Ze zvyiime dimenzi X;(¢).

Studium intenzitou popsanych counting procesu je uzce spjato s uZitim teorie martingalt pro od-
vozeni vlastnosti odhadu a testi. Protoze E{dN;(t)]|o"(t)} = hi(t) dt, tak ndhodny proces definovany
jako M(t) = Ni(t) - f‘: hi(s) ds je martingal. Skoro viechny jeho trajektorie jsou po ¢dstech spojité
a nerostouci funkce, se skoky +1 piesné v bodech, kde jsou skoky counting procesu N,(t). Ptitom
- EM(t) = 0, var M;(t) = J; hi(s)ds. Cely matematicky rimec je pichledné podin v élinku Andersen
a Borgan (1935).

Pozorujeme naraz n probihajicich procesi, jednim dilesitym piedpokladem teorie je, Ze nenasta-
nou souéasné skoky u dvou &i vice sledovanych procesi. Teoreticky z toho plyne, e
cov (dM.(t), dM;(t)) = E {dN.(t)-dN;(t)|a}} = 0 pro i # j. V praxi oviem tento piedpoklad splnén
nebyva, af uz kvili zaokrouhlovani &i viibec z toho divodu, ze vétsina v Ease probihajicich procesa se
méfi ve vybranych diskrétnich okamzicich. Je tieba to vzit v dvahu a posoudit, jestli jesté nade data
maji spojity charakter, nejsou-li to jiz vlastné data tiidéna (grouped) - pak i asyniptotické vysiedky
jsou jen piiblizné (viz Prentice, Gloeckler 1978).

Multiplikativni regresni mode! piedpoklada, Ze counting proces N;(t) ma intenzitu rozloZeni “sko-
ki” (tj. pozorovanych udalosti) k;(t) = he(t) - B(.Xi(t))- Li(t), kde ho je opét spolecna spojita “baseli-
ne” intenzita. MuZeme k ni definovat piislusnou kumulativni intenzitu Ho(t) = j;; ho(s) ds. Proces se
zkouma na néjakém intervalu [0, 7], pro jehoz horni mez plati Ho(T) < oc. Ptedpokladame dile B(-)
spojitou, nezipornou, procesy X;(t) skoro jisté ohrani¢ené v [0,7]). Andersen et al. pracuji vyhradné
s Coxovym modelem, kde B(x) = exp #’x. Zikladem pro odhad 3 je éaste¢na vérohodnostni funkce,
jejt logaritmus ma nyni tvar

Ry exp(8 Xi(¢)) _
t= Z/o log S P (X, (D) ;{0 )

Je to jen obecnéjsi vyraz nez jsme zvykli z klasické analyzy pieiivani. K modelu s daty (Y;, X, &),
popisovanému napi. v praci V. Lanské (1988), se dostaneme, polozime-li /;(¢t) = 1 v [0,Y;], dN{t) = 1
pravé vi =Y, pii & = L.

=1

Odhad parainetru 3 dostaneme fesenim rovuic 9{/38¢ = 0, { = },..., KN (pro K -rozmeérné J

a X{(t)). Pii praktickém teseni si musime pomoci iteraci, Newtonovym-Raphsonovym aigoritmem,
ktery pouziva i matici druhych derivaci ${3) = {9*¢/ 93 93} .



Hned vidime, Ze pii proménnych kovaristach X'(t) = (X(t}),...,Xk(t)) potiebujeme k fedeni
vérohodnostnich rovnic znat hodnoty X;(T3), j=1,...,K, 1 = 1,...,n, pokud I;(Ti) = 1, kde T;
jsou okamziky pozorovanych udalosti, tj. body, v nichz dNi(T;) = 1. Takovy je tedy narist potiebné
nformace. Jesté daleko vétsi naroky na pamét bude mit procedura pro neparametrické odhadovani
funkce B(x) - tam je pak vhodné si pomoci interpolaci, coz zase prodluZuje cas potiebny k vypoétum.

Mame-li jiz odhad funkce B (resp. odhad parametru § v Coxové modelu), muzeme odhadnout i
kumulativni zakladni intenzitu:

) LI dN;(s)
Ho(t) = Zjo E;,"l I;(s) B(Xj(ﬂ)).

Vyrovnanim jejich ptiristkd pomoci jidra w pak dostaneme

. 1 — T, -t .
ho(t) = < E-:' w (T) A Ho(T}).
Celou teorii odhadid pro Coxiiv model se zabyvaji Andersen a Gill (1982). Uvidéji podminky, které
zajistuji asymptotickou stability Edste¢né vérohodnosti i derivaci jejiho logaritmu, déle podminky
pro asymptotickou regularitu (konkavitu logaritmu vérohodnostni funkce), i variantu Lindebergovy
podminky pro zajidténi asymptotické normality odhadd. Implicitné je v téchto podminkach skryt
i pozadavek. aby proces byl viibec dostateéné pozorovan, tj. aby Yony fi{t) = oo v skoro kaidém
t € [0,T), kde ho(t) > 0. Shrneme ted vysledky z price Andersen a Gill:

1. Odhad 3 (fedeni rovnic 3 [ B, = 0) je konzistentni v pravdépodobnosti. Pkisluina pravdépo-

dobnostai mira je limitou P, kde P je pravdépodobnost na 1", o(T).

2. Va(8 - B)~N(0,E

3. P-konzistentni odhad matice T se ziska z matice druhych derivaci:
i:n =n- S-l(ﬁ)p

4. /A (8- 1) a nahodny proces Wo(t) = /n (Holt) ~ Ho(t)) + V(B -B8)- fs ¢(B.3) ho(s) ds (kde
e je jista K-rozmérnd funkce z podminek stability a regularity) jsou asymptoticky nezavislé.
Proces W,(t) je asymptoticky rozdélen jako Gaussovsky martingal, s varianci j: %{';‘% du (zde
s%(t) je opét funkce z piedpokladii, P limita vyrazu 1 350, B(Xi(t)) £i(t)).

=i

Jako duisledek 4. dostaneme nasledujici tvezeni: Zname-li funkci B (resp. parametr ), je vn (ﬁo(t)—
Ho(t)) asymptoticky rozlozeno jako Gaussovsky martingal, s varianci P-konzistentné odhadnutelnou:

~ dN(s) P
sup [asvar W, () —n — 0.
<t %l [£5.0 BN 1i(s)]

4 NEPARAMETRICKY MODEL, ADITIVNI REGRESNI FUNKCE

Coxtiv modet je velice ¢asto uzivany v mnohych oblastech uplatnéni analyzy piezivani. Jeho para-
metrizovana cast nemusi byt nutné lineirni (4’ X), pro jinou parametrizovanou funkci v exponentu
bychom doili k podobnym vysledkim odhadovani (viz také Prentice, Self, AS 1983, No 1). Ale



kaidé parametrizovani funkce je nutné omezujici. Proto je dobré se snait odhadnout cely model
jako neparametricky, pak teprve na zikladé odhadnutého tvaru funkei zkusit pro né zvolit vhodnou
parametrizovanou formu.

Vratme se nejprve ke standardnimu modelu pro intenzitu h(t,z) doby do poruchy, zavisici na
kovariité, ktera se neméni v 2ase. V Robustu 88 byla popsana metoda, jak odhadnout kumulativni
intenzitu H(t,z) = f; h(s,z)ds, jako funkei t pro pevné z. Odhad je prosté pocitin jako Nelsoniv-
Aaleniiv odhad z vysledkii majicich hodnotu kovariity v n&jakém zvoleném okoli z. Opét, pokud
iitku okoli d zmensujeme k 0, polet dat n — oo a d - n ~ oo, pak lze ukazat, ie ziskany odhad
je konzistentni a asymptoticky normalni. Je moZné pokratovat dil a pro model s proporcionalni
intenzitou, tj. kdyz H(t,z) = Ho(t)- B(z), konzistentné odhadnout vhodné normované funkce Hy, B
- viz stile Volf, 1988a,b. McKeague a Utikal (1991) vyvinuli na zikladé tohoto viastné jadrového
odhadu sérii testd pro rozliseni mezi modelem s proporciondlni intenzitou a jinymi formami modelu
intenzity.

Jenze jakmile je potet kovariat (tj. dimenze z) vétsi, staéi uz K > 2, mdilokdy mame dat tolik
a tak “husti”, aby se dal efektivné pousit globilni (v Rx) jadrovy odhad. To je divod, pro¢ se
zavadi aditivni regresni funkce. Piedpoklidime, ze vliv kovariit z),...,zx na regresni model je
zprostiedkovin néjakou regresni funkeci ¥x) = P

jmt bi(x;) — tieba aZ po néjakeé vhodné transformaci
modelu & kovariit, Naptiklad v linedrnim regresnim modelu popisujicim zavislost néjaké veli¢iny
Y na kovariaté x, regresni funkce je E{Y/X = x]. V rimci modeli pro analyzu pietivini budeme

piedpokladat, Ze intenzita je proporcionalni, tvaru
h(t,x) = ho(t) - exp(b(x))

a budeme 5(x) odhadovat jako aditivai funkci kovaridt. Ale nejprve se podivime na problém nepa-
rametrického odhadovani regresnich funkci obecné.

Metoda maxima lokilni vérohodnosti. Metoda byla popsana a modifikovana na “local scoring”
v &lanku Hastie, Tibshirani (1986). Spo&iva v nasledujicim ptistupu k odhadovini komponent bi(z)
aditivai regresni funkce §(x) = Zi‘_l bi(zs):

Chceme-li odhadnout hodnotu funkce by v bodé z; = z, povazujeme funkci by za konstantai (b,)
v néjakém zvoleném okoli O,. Predpoklidejme, ze miiZeme zkonstruovat log-likelihood ¢, na zikladé
nihodného vybéru {Y;, X;, i = 1,...,n}. S b, nyni zachdzime jako s parametrem a fesime rovnici
d, [ 8b, = 0. Je to tedy opét jakysi “jadrovy” piistup, tentokrit ke kaidé slozce zvlist. V mnoha
béznych modelech ma logaritmus vérohodnostni funkce tvar

=) 4(Y; X)) (1)

=]

takZe

aen - v

% = Y UXu €06 Vi b+ b(Xi) ).

i=1 I#k

Je vidét, ze lokalni vérohodnostni rovnici muzeme tesit (pro b;), pokud mame k dispozici odhady
ostatnich komponent b;, j # k, z néjakého piedchoziho kroku odhadovani. Takze tento ptistup vede
k iterativni procedure, startujici z néjakého politeéniho odhadu viech funkci by, j =1,...,k, tieba
bgm = 0, neboz b;o)(:c,-) = a;+73; z;, kde a;, [i, jsou MVO pro linearni regresni funkce. Vérohodnostni



rovnice byvaji zpravidla feseny také iterativné, Newtonovou-Raphsonovou procedurou. Kombinaci
techto dvou iteraci dospéjeme k nasledujicimu kroku od s-tého k (s + 1)-tému piiblizeni

M+ = pl) [3"' / a2

: ' %,/ (2)

bmble)

{s+1)
k4l

Hastie a Tibshirani (1986) ve své modifikaci, kterou nazvali “local scoring”, jadrové vyrovnavali
v kazdém kroku i derivace ¢,.

Tak vypocet projde hodnoty = = i, odhadne tim funkci b&'*”, a zatne odhadovat funkci b

Stone {1986) se zabyval odhadovinim regresnich funkei, ale nikoli zcela neparametricky. Uva-
soval pro funkce by aproximace pomoci polynomialnich splind. Vlastné je tedy reparametrizoval, a
parametry téchto splinti odhadoval bé2nou, globlni metodou maximalni vérohodnosti. Dogel viak
k zajimavym zavéram, pokud jde o aditivni regresni funkce.

Piedpokladal, ze data odpovidaji modeiu exponencialniho typu. To znamena, e likelihood je typu
(1). s 4(Y,8) = Y - ¢(8) + d(8), kde ¢, d jsou znimé funkce a # = 8(x) je regresni funkce popisujici
zavislost Y na X. Stone formuloval vhodné podminky a dokazal, ze plati:

1. Mezi aditivnimi regresnimi funkcemi ZL' bj(x;) + bo existuje takovd, kterd je nejbliz k #(x)

vzhledem k p#isluiné Kullbackové-Leiblerové vzdalenosti (dané vérohodnosti £;).

2. Tato aditivni funkce z 1. je konzistentné odhadnutelna polynomialnimi spliny.

Aby sloiky b; byly jednoznaéné (s.j.), ptedpoklidal Stone, 2e Eb;(X;) =0, =1,...,K.

Konzistence miie byt zajisténa jenom tak, Ze s riistem rozsahu dat (n) roste i poéet parametru.
V ptipadé splinli to znamena, Ze zustiva zvoleny stupei polynoma, ale zvétsuje se pocet uzlovych
bodtl, ve kterych jeden polynom piechazi v druhy.

Metoda lokilni vérohodnosti vychazi vlastné z téze aproximace jako Stone. Misto polynomu v pev-
nych oknech (trividlnim splinem je histogram) uvaZuje okna posouvajici se. Podstatny rozdil muze
byt ve zptisobu vypoétu. Standardni vérohodnostni odhad fedi naraz soustavu rovnic, zatimco lokdlni
ptistup fesi postupné rovnice pro jednu nezndmou (a dokonce provede vidy jen jeden krok iterativ-
niho feseni, a piejde k rovnici pro daldi “okno” -okoli, viz (2)}). Pokud je kovariata jednorozmérni
a je-li likelihood typu (1), ukaze se, ze matice druhych derivaci (pti aproximaci funkce b histog-
ramem) je diagonalni. Fakticky tak tesime rovnice “globdini” vérohodnosti stejné jako pfi poutiti
metody lokalni vérohodnosti. Jakmile ale pracujeme s aditivni regresni funkci vicerozmérné kovariaty,
je konzistence dokazana jen pro klasicky Gaussovsky regresni model, kde §(x) = E{Y/x]. Pro ten-
to specialni piipad je iterativni procedura znima pod jménem “backfitting” algoritmus (Friedman,
Stuetzle, 1981). konzistence odhadu a existence nejlepsi aditivai aproximace pro E(Y/x) je také doka.
zana v ramci obecnéjsiho ACE algoritmu (Alternating Conditional Expectations, Breiman, Friedman
1983), ktery iesi otazku nejlepsich aditivnich aproximaci i pro vicerozmérnou zavislou proménnou
Y. V Gaussovském modelu se totiz shoduje MVO regresni funkce s pravoiihlou projekei.

V obecnéjsich piipadech si viak konzistenci vysledki metody maxima lokilni vérohodnosti ne-
mizeme byt jisti (i kdyz zkusenosti jsou povzbuzujici). Koneckoncii, neparametrické odhadovani
mizeme povaovat za prvni krok analyzy, kterou pak prohioubime uvazovanim vhodného modely
parametrizovaneho.

Vénujme se nyni opét regresnimu modelu s proporcionalni intenzitou v analyze prezivani. ProtoZe
¢asteéna vérohodnostni funkce neni typu (1), nemiiZeme pouZit pro tento model zavéry ze Stonea
(1936). Popiseme feseni tilohy odhadu aditivni regresni funkce metodou lokdlni vérohodnosti. Pro



standardni model s konstantnimi hodnotami kovariat bylo tedeni navrieno i piedvedeno na piikladé
v Voif (1990). Zde budeme pracovat jit s modelem pro counting procesy a s regresi na procesech kova-
riit. Model byl popsin v piededlé &isti &linku, piipomeiime, Ze vyvoj counting procesu Ni(t) je Fizen
intenzitou h;(t) = Ao(t) - exp &{(X.i(t)) - Ii(t). Odhadovani vychazi z logaritmu ¢isteéné vérohodnostni

funkce HX.A0))
exp it
(= / dN,(1). (3)
Z Yo ie exp (X,(8)) - 15(8) “
Budeme se snazit odhadnout sloiky aditivni regresni funkce b(x) = Ef_l bi(zi)- Zvolme si néjakeé 2
z oboru hodnot, feknéme, X(t), ¢ € [0, T}, a povazujme be(z() za konstantu be(z) v néjakem okoli
O,. Potom

i=nl

o Re(z,6,)) v
Dbe(2) Z:/ {1[X¢.(t)60|-epr,(z) SO0 }dN.(t),

kde Re(z,b,t) = 3., 1[X¢i(t) € Oi]exp {Z“, bp,(Xk,(t))} Li(t) a S(b,t) = 37, exp{&{X,;(?)) -
I;(t)}. Piimo z poZadavku na fedeni rovnice 8¢, [ db,(z) = 0 se nabizi nisledujici iteraéni krok:

bg'“'(Z) = —log [;/o ng((‘“b: i dN; (t)/ Z/ 1{Xu(t) € O,]dN; (1)] (4)

1=l

Potfebujeme tedy v kazdém takovém kroku uz mit s-té odhady (84)) viech komponent regresai
funkce, a to alespoit v bodech Xi;(T;), pokud I;(T;) = 1 - tj. ve viech pozorovanych hodnotach
kovariat. Piitom i, j = 1,...,n, k = 1,..., K, ¢&ili mnotstvi uloZenych dat je nejméné n x n x K,
pokud si nepomizeme né&jakou interpolaci (a pokud skuteéné viechny kovariaty jsou proménné).

Metoda odhadu je zformulovana (alternativni postup by mohl byt zalozen pfimo na (2}, s pomaoci
jesté druhych derivaci £,). Jeji moZnosti nejlépe piedvedeme na piikladé.

PRIKLAD. Rekli jsme, e se sledovinim dob (do néjaké udalosti) se setkivime v mnoha oblas-
tech, perspektivni pro statistickou analyzu jsou nyni zejména demografie, ekologie, sacialni védy.
Nasledujici ptiklad je jednoduchy, vymysleny, ale snad naznati moznosti pouziti popisované analyzy
vyskytu udalosti v &ase.

Piedstavme si, ze v néjakém podniku byl po néjakou dobu sledovin vyvoj zaméstnanosti, mimo
jiné i odchody zaméstnanci. Ziskala se data

{T.'., 5.', 4¥|.’,-..,4¥4.‘, i = l,...,n].

Doba T probihd poslednich 10 let, je udivina v mésicich od 0 do 120. Moment T: je bud doba
skon&eni pracovniho poméru i-tého pracovnika, nebo moment cenzorovani, pii 6; = 0 - to se vétiinou
tyki pracovnikd zistavajicich v podniku po dobé ukonieni sledovani, pak je T; = 120. Uvaiujeme
dva typy odchodi, a to dobrovolny (§; = 2), zde je zahrnut i odchod do penze, a propusténi (6; =1).
Naméiené hodnoty kovariat maji nastedujici vyznam: X\, je vék pracovnika v momenté T;, X3 je détka
zaméstnani v podniku do okamziku T;. Obé jsou udany v rocich. Xy charakterizuje kategorii profese:
1 - védecky pracovnik, 2 - odborny pracovnik, 3 - administrativa, 4 ~ technici a kvalifikovani délnici,
5 - ostatni, .X; = 1 pro muZe, 2 pro Zeny. Veli¢ina § tedy kromé cenzorovani indikuje i konkurujici si
rizika. X, a X; musime uvazovat jako veliéiny ménici se s ¢asem, napiiklad X,,(t) = max{0, X,, -
(Ti=t)/12}. (tj- X1ilT;) = Xy,), stejné pro Xoi(t). Indikitor rizikové mnoziny f,(t) = 1 prot € [0, 120]



takove, ze i-tv pracovnik byl zaméstndn v podniku v dobé ¢. Neboli pro ¢ € [max{0, T — 12 X3}, Til,
jinak fi(t} = 0.

Data jsou pripravena pro neparametricky odhad slozek aditivni regresni funkce b(x) = 3., ba(zx)
pomoci iterativniho schématu (4). Pak odhadneme kumulativni intenzitu Ho(t) jako

n t
ffo(t) = Z [ d—N-."-(-:’—),
= Jo S(b9)
pripadné jadrovym vyrovnanim z ni dostaneme odhad pro ho(t). Proceduru odstartujeme z b(,ol, cee

..,b(‘o' = 0. Po kazdémn dokonéeném s-tém kroku prolotime odhadnutymi body {z&i, bi')(:rh-), i =
1,...,n} optimalai piimky ai” + ﬂf,') z) (metodou nejmentich étverci). Vyvoj parametri téchto
piimek bude pro nis indikaci postupu iterovani a jeho konvergence.

V nasem piipadé u pro s = 6 byly rozdily mezi ;3{6’ a B{” mensi nez 10-7, vypoiet jsme ukondéili.
Vysledky této koneéné linedrni aproximace funkci by jsou shrouty v Tabulce 1. Jsou tam i odhady
korelace ry; a Bg,(zk.-) a variance rezidui 5*(1;.-) od ptimky éx + Bs zi. Celou analyzu jsme provedli
zviast pro 6 = 1 a pro § = 2.

Obrazek 1 ukazuje vysledné odhady funkei by, by, b;. Protode Etvrta kovariata méia jen 2 hodnooty,
je jeji vliv zcela popsatelny piimkou, jejiz odhad je v Tabulce 1. Na Obrazku 2 je zobrazen odhad
“baseline” intenzity ho(t).

5 MOZNOSTI TEs:rowlNi TVARU MODELU, ALTERNATIVNI
MODEL AALENUV

Kdyz uz provedeme analyzu v ramci uritého modelu, méli bychom se také piesvédcit, Ze jsme model
nevybrali ipatné. Pokud jde o model pro intenzitu, ui jsme se zde zminili o élanku McKeague,
Utikal (1991). V ném je navriena testovaci procedura vychazejici z asymptotické normality odhadu
kumulativni intenzity H(f,z) pro pevné z, tj. jen z dat, kterd maji hodnoty kovariat ve zvoleném
okoli z. Dikaz asymptotickych vlastnosti je naznaien také v Robustu’88. Metoda se dd poutit i
pro piipad s Zasové proménnymi kovariitami. Pak sledujeme vidy jen counting procesy probihajici
za podminky X(1) € O.. Pokud je model n counting procesi charakterizovan jejich intenzitami
hi(t) = h(t. X.(t)) - I(t), pak ony podminéné counting procesy jsou popsiny piiblizné intenzitami
h{t.x) - Li(t) - 1[{Xi(t) € O,). Nelsonovym-Aalenovym odhadem jsme schopni odhadnout H(t,z) =
f; h(s.z)ds.

Pokud jde konkrétné o model s proporcionilnimi intenzitami, pro jeho testovani existuje fada
procedur, numerickych i grafickych (viz také V. Lanska, 1938). Vétsinou jsou zaloZeny na teé vlastnosti,
ktera dala modelu jméno. Konkrétné, jsou-li z, a z3 dvé iirovné hodnot kovariaty, pak

log h(t. z1) = log h(t, 2) = &{(z1) — b(z3)

pro kazdé { € (0,7} takové, ze ho(t) > 0. Jako hladinu kovaridty z uvaiujeme vidy néjakou stratu
{okoli) kolemn hodnoty =.

Dalsi otazkou, ktera nas zajima. je to, zda zavislost na kovariatich je vyznamnad, zda neni zaned-
batelna.

Pro doplinéni i kontrolu piedchoziho piikladu jsme provedii i analyzu za ptedpokladu, Ze intenzita
spliwje Coxtiv model, neboli b(r) = fi - z. Procedura vypoitu odhadi je popsana v ¢asti 3 tohoto



&lanku, vychazi z vysledkd Andersena a Gilla (1982). Vyutijeme-li asymptotické normality odhadi B,
a konzistence odhadu asymptotické kovarianéni funkce, miZeme zkonstruovat test hypotézy 3; = 0 na
2ikladé statistiky (oznatme ji Gy), kterd md asymptoticky standardni normalni rozdéleni. Tabulka 2
ptinadi vysledky této analyzy. Vidime, e uZ na (asymptotické) hiadiné 0.1 zamitneme hypotézu
“pevyznamnosti” regrese jen pro slozky 2, 4 (pro § = 1) a pro slozky 2, 3 (pro § = 2), nebol
gaussovsky kvantil ¢(0.05) = —1.645. Pro test vyznamnosti regrese na vice komponentach nardz se
lehce odvodi chi-kvadrat kriterium.

$ uréitou toleranci mi2eme pfijmout zdvéry piedvedeného testu i v pripade, Ze Coxuv model je
vzddlen od skutecnosti.

Dostivime se k tieti, “nejjemndjii™ drovni testovani, které by mélo rozhodnout, zda regresni
funkce je (napiiklad) linedrni. Jedna moinost je ta, Ze odhadneme regresni funkei jako polynom
vyidiho tidu, a pak testujeme hypotézu o tom, Ze koeficienty nelinearnich élend jsou nulové.

Druhi cesta mize vést pres pokus linedrné aproximovat neparametricky odhad regresni funkce.
Tabulka 1 obsahuje vysledky takové aproximace. Jen2e vysledky (tj. odhad korelace i variance) ptilis
zdvisi na pouZité vyrovnavaci procedufe (na 3ifce okna) pii neparametrickém odhadovani.

Aaleniiv aditivni model pro intenzitu

Jde o alternativni model pro intenzitu counting procesu Ni(t), uvedl ho Aalen (1980). Intenzita je
modelovdna jako «
hilt) = {ﬁo(t) + 38, x,-.-(t)} 1),

=l
Aditivni je piimo tvar intenzity, zatimco v piededlé Easti jsme uvaZovali aditivni regresni funkci (v
multiplikativnim modelu pro intenzitu). Vyskytuji se zde “parametry” Bi(t} coby funkce ¢asu na
néjakém intervalu [0, T}, X;; jsou procesy kovariat, /i(t) indikitory rizika, 1 = 1,...,n jsou indexy
sledovanych objektd & sledovanych typd udalosti. Model musi byt volen tak, aby intenzita byla
nezaporna.

Piirozeny vznik multiplikativaiho modelu pro uréité pojeti vlivu kovariat jsme se snazili vysvétlit
hned v prvni Edsti prace. Aalentv aditivni model odpovidd zase trochu jiné situaci. Ptedstavme si na-
ptiklad, e kovaridty jsou jen nula-jednitkove veliiny, tj. indikace, ze néjaky vliv pusobi & nepusobi.
Aalenilv model pak predstavuje situaci, kdy se “zapinaji” dalii zdroje rizika, kromé néjakého zaklad-
niho popsaného intenzitou Bo(t), kdezto v multiplikativnim modelu ho{t) - exp Y. B; Xji(t) ptepnuti
kovaridty z 0 na 1 zpisobi “zesileni” rizika popsaného zékladni intenzitou ho(t).

Stojime nyni pted tkolem odhadnout nezndmé funkee 8;(¢), j = 0,1,..., K. Odhaduji se jejich
kumulativni verze, tj. B;(t) = f‘: B;(s) ds. Oznatme Z;i(t) = X;i(t)- Ii(t), Zoi(t) = Ii(¢), matice Z(t)
slozena z téchto prvkid ma rozmér (K +1) xn. Dile oznatime J(t) = lima—o4 1[hodn Z(t-2) = K+1},
cot je jakysi indikator regularity ilohy odhadu. Pokud si nyni vzpomeneme na vztah mezi prirustky
counting procesu a piislusného martingalu, d Mi(t) = d N;(t) - h;() dt, tak ayni je tento vztah moZné
napsat

dM(t) = dN(t) - Z'(t) - B(t) dt

kde M, N, 8 jsou vektory, Z je matice. Z tohoto vztahu vlastné metodou nejmensich étverca dosta-



neme vyraz pro odhad

B(t) = / J(3) [Z(s) Z'(s)]™" Z(s) dN(2)
= S JT)-UT)dN(T)),

7,4t
kde T; jsou pozorované momenty udalosti, Z = (ZZ’')"' Z je zobecnénd inverzni matice k Z’, dN (T.Y
je (0,0,...,1,...,0), piicemz “1” je na i-tém misté.

[ pro tyto odhady je vyvinuta asymptotické teorie (Aalen 1980, monografie Andersen et al. 1992).
Pokud oznaéime B*(t) = [, J(s) B(s) ds, tak zjistime, Ze /n (ﬁ(t) - B‘(t)) =yn fy J(s)Z(s) dM(s)
je lokdini martingal s kovarianénim procesem n fo' J(s)Z(s) Q(s)f(a) ds, kde Q(s) je diagondlni ma-
tice diag (hy(s), ..., ha{s)), protoze, jak jsme vidéli, vardM;(t) = h;(t) dt. Z toho jiz se daji odvodit
asymptotické vlastnosti. Tento model je uZ svou podstatou neparametricky, ale kromé& vypoétu in-
verznich matic neni jeho numericka analyza nijak obtiZna.
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