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1. Uvod

Mode! rastovych kriviek je v literatiire najeastejiie uvazovany v tvare
Y = PBZ +¢, (1

kde Y je matica pozorovani typu n x m, P, Z st znime matice, B je matica neznamych parametrov
strednej hodnoty typu g x k a ¢ je chybova matica, o ktorej predpokladame:

r
E(e)=0, E(vece(vece))=) 9V, QL
=l
kde vektor ¥ = (d,,...,9,) je vektor neznimych varianinych komponentov, matice V; pre i =
1,2,...,p a matica £ si zname symetrické matice prislusnych rozmerov. Symbol “@”" znati Kro-

neckerov suéin matic, resp. vektorov.

Predchidzajiici predpoklad o §truktire kovarianénej matice sa da chapat’ tak, ze P A7
je kovarianénou maticou riadkov matice Y , je spolotnd pre vietky riadky a matica £ vyjadruje
stochasticku vazbu medzi jednotlivymi riadkami.

V geodézii a geofyzike sa uvaiovany model casto vyskytuje v sivislosti s tzv. epochovymi
a etapovymi meraniami, s &im sivisi skutonost’, ze v modeli (1) su nezname parametre strednej

hodnoty viazané systémom linearnych podmienck v tvare
DBG = F, (2)

kde D, G a F si znime matice prisludnych dimenzii.

V siivislosti s testovanim hypotézy o kovarianénej §truktire riadkov matice ¥ resp. < sa ukazuje,
ze lokalne optimalne testy je mozné zaloit’ na optimalnych odhadoch varianénych komponentov vV
odvodenych za platnosti nulovej hypotézy. V takomto pripade je mozné nulovi hypotézu vyjadrit’
v tvare

RY =c, (3)

kde matica R a vektor ¢ si dané. V d'aliom odvodime odhady tzv. MINQUE lincirnej funkcie
parametra J tvaru [ so znamym vektorom f za predpokladu platnosti podniienok (2) a (3).

Transformujme model (1) transformaciou “vec”, ktora vytvori z matice vektor pozostivajuci zo

stipcov matice umiestnenych pod sebou. Takto dostaneme model, ktory mozme oznacit’ nasledovne

P
(vec ¥,Z'® Pvec B,) (V. ®%). (4)



Pre jednoduchost’ budeme pouzivat’ oznacenie:
veetY =y, 2'@P =X, ve B=g, V. =W.

Model (1) je teda moiné uvazovat’ v Lvare

(v, X8, Z W), (5)

=1

¢o je vo vieobecnosti linearny model s varianéno-kovarianénymi komponentami.

2. MINQUE v modeli bez podmienok

Oznaéme T(y) odhadovaciu statistika funkcie f*¥. Nasledujiica definicia pripomina zakladné kvality
odhadu T(y).

Definicia 1. V modeli (5) je itatistika T(y)

1. nevychylenym odhadom funkcie f'9 ak

E(T(y)) = f'? pre vietky € R*, J€OCR

2. invariantnym odhadom, ak

T(y) = T(y + XP) pre vietky B € R

3. kvadratick¥m odhadom, ak

T(y) = y' Ay, kde A je symetrickd matica.

Za predpokladu, e rozdelenie pravdepodobnosti vektora vec's spiﬁa jediny predpoklad o existencii
koneénych stvriych momentov Rao v r. 1971 (pozri (1)) zaviedol tzv. MINQUE odhad funkcie f'9,
pre ktory plati, Ze za predpokladu normality minimalizuje varianciu odhadu lokalne v danom bode.
Presnejsie MINQUE odhad popisuje nasledujuca definicia.

Definicia 2. Nech Vo je zafixovani hodnota parametra 9. MINQUE odhadom odhadnutel'nej
funkcie [V nazyvame kvadraticky nevychyleny invariantny odhad y'Ay, pre ktory plati, Ze euk-

lidovskd norma

" A"EV(%' = tr A"V(l’o)A"V(l’o) = min,
kde ‘V(l’(;) = EP l’oilv.'.

r=1
Specialny tvar modelu (5) sme dostali z modelu (1). Je preto prirodzené vyutit' Specidinu trukturu
matic X a WV, v odvodenvch odhadoch tak, aby sa vyutila redukcia dimenzie vo vypoite. Nasle-
dujiica lema podava tvar MINQUE odhadu odhadnutelne; funkcie f'9 v modeli (5).



Lema 1. Lineirna funkcia f'9 je MINQUE-odhadnutelnd v modeli (5) prive viedy, ked’ vektor f
patri do stfpcqvého priestoru matice H, kde i, j-ty prvok matice H je dany vztahom

{H}i; = (n— r(P))tr(Wo"VW;'V)
+ r(Pyu [(We' - W' Z2'(ZW 2')” ZW)Y V(W' - a"'Z'(ZlV;'Z')'Z‘VJ') V,] .

MINQUE odhad funkcie f'¥ v modeli rastovych kriviek (1) je dany vstahom

o= Z’: Mte(Y - BV VvH(Y' - Yo B, (6)

i=x1
kde \ riesi systém rovnic HA = f, kde matica Yo je odhadnuté matica Y v bode o,
Vo = PBz
= P(P'E*P) P'EYYV(do)~Z'(ZV(Ya)~2')" 2.

Dékaz pozri napr. v [6], alebo [4].

3. Systém podmienok na B tvaru DBG = F

V d'alsich iévahich budeme vychidzat’ z modelu

vec Y Z27Q P
(vecF)*(G'QD)WCB*.WCE" (7)
kde plati
E{(vece.)=0 E(vece(vece.))—Z:’ (ng g)
=l

K tom, aby sme adekvitne vyuili siroko rozpracovanu tedriu linearnych modelov pre odhad va-
rianénych komponentov, t. j. parametrov druhého ridu, je predovietkym potrebné modifikovat’
Raom zavedent definiciu MINQUE odhadu. Vychidzame zo skutonosti, z¢ MINQU E odhad za
predpokladu normality rozdelenia vektora y md lokilne minimalnu disperziu v zafixovanom bode
Jo.

Definicia 3. MINQUE odhad funkcie f'9 v modeli (7} je nevychyleny invariantny odhad v tvare
T(Y) = tr Y'AY +tr bY +¢,

pre ktory plati , Ze v pripade normality vektora vec Y, minimalizuje disperziu v bode ig.

’%_(v?v o) i"’ (V@E o)

i=1

Oznaéime

v zafixovanom bode V.



Veta 1. V' modeli rastovych kriviek (1) so systémom podmienok na parametre B tvaru (2) je
MINQUE odhad odhadnutel'nej funkcie f'0 dany v tvare:

— P s '
fu =351 ( vec | ) (MpW,Me)t W, (MeW MEe)* ( vee ¥ ) .

vec F vec F

kde Mg je projekcia

2’ P , [ Z®P '
MF“I-(G'@D)(ZZ ®@PP+GG @DD) (G’@D)

a vektor \ riesi systém kriteridlnych rovnic.
Dokaz pre vieobecny lincirny model s varianéno-kovarianénymi komponentami pozri v [3)-

Poznamka 1. Oznaéme

(MeWoMp)* W, (MeWoMF) veeY \ _ A A )
vec F Ay A,

Potom MINQUE odhad ma tvar
79 = (vec YY A, vec Y + 2(vec Y) Az vec F + (vec FY A, vec F.
Je teda vidiet’, ze v odhade vystupujii okrem rydzo kvadratického élena aj linedrny a absolitny clen,

ktory je zavisly na matici F.

4. Podmienky DBG =F a R =c

Tak ako v predchadzajicom oddieli budeme postupovat’ tak, fe vyuiijeme poznatky z linearne;j
? V,QL 0 zepP\ [ zoP\

T. Vo,
; ° ( o o) \cen/\cen

( TP 0Vi®L+ Z'ZQ PP Z'GQPD )

tedrie. Oznacme:

ZZ'@ P'D G'G® DD’
X=(2'3P:.G'® DY
d'aleg
M. = I =TV'X(X'THX) X'TH"?

Vychodiskom nech je transformovany vektor

Z. = M.THY ( vec ¥ )

vec F

\a zaklade vektorov vec Y, vee F, Z.® Z. a c zostrojime lineirny model v parametri J, pricom ale
je potrebné zafixovat’ parameter Yo v kovarianénej matici vektora Z. @ Z.. Dostavame teda model

vec Y Z’eP 0O
vee F oD 0 8 |

= -w 8
7.0 7. 0 Q. ( 9 ) e (®)

r 0 R



kde matica Q. vystupuje vo vyraze pre
E(Z.9 2.) = Q.J.

Priamym ddsledkom linearne) tedrie je nasledujica veta.

Veta 2. MINQUE odhadnutel'nej funkcie f'V je v modeli (1) za podmienok DBG = F a RV = ¢
dany ako ' = f's, kde 9 Jje riesenim systému:

QQRIV+Rv = g
Rv = ¢

kde v je vektor Lagrangeovych multiplikitorov, a vektor g. ma komponenty

9 = ( vee ¥ ) (MpWoMEp)t W, (MpWoMp)* ( :cc Y ) .

vec F ec F

{Q‘_Q.}.‘J = tr (MFWOMF)+ W; (M;-WoMp)* Wj.
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