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1. UvoD

Vyznamnou ¢ast teorie spolehlivosti tvoii analyza dvoustavovych systému (zakladni
informace lze nalézt napfiklad v [1]). Studium téchto systémi se pfitom vidy omezuje
na systémy slozené z koneéné mnoha prvkd.. Cilem tohoto pfispévku je ukdzat, Ze
miize byt utiteéné a zajimavé uvaovat systémy slozené z nekoneéné (piesnéji spodetné)
mnoha prvki a koneéné systémy povazovat za jejich zvladtni piipad. Divody vedouci
k takovému piistupu jsou nasledujici:

(1) Mnozina nekoneénych systémil je ptirozenym zdpinénim mnoziny koneénych
systémi. To umoZfuje snaZii a elegantnéjdi zvliddnuti fady dikazi. Navic se
nékteré vlastnosti koneénych systémt objevi v novém svétle (viz odstavec 4).

(2) Nekoncéné systémy mohou byt vhodnym nastrojem pro studium limitnich
vlastnosti koneénych systému (viz napiiklad tvrzeni 5.2) a pro modelovani sys-
témt s extrémné velkym poétem prvki (takovym systémem muZe byt tieba
krystalova m#iz, kde prvky rozumime jednotlivé atomy miiie).

Vétsina pojmit a vlastnosti koneénych systémil se prenasi i na nekoneéné systémy.
Zobeeneéni jinych vyzaduje jistou opatrnost. Naptiklad standardni definice koherentnich
systémi nem4 v nekoneéném piipadé smysl (viz [3]). Naopak, u nekoneénych systému
se objevuji nékteré kvalitativné nové vlastnosti, které u koneénych systému nemaji
obdobu.

Tento piispévek obsahuje struény prehled nékterych viastnosti nekoneénych systému
a mé pouze informativni raz. Viechny vysledky jsou proto uvedeny bez dikazu (zajemci
najdou nikteré z nich v élancich [2,4] nebo se mohou obratit pfimo na autora). Kromé
[3] nevi autor bohuel o Zadnych publikovanych pracich v tomto sméru.



2. POPIS MODELU A ZAKLADN{ DEFINICE

Nejprve piipomeiime obvykly dvoustavovy model. Uvazujme néjaky systém slozeny
z prvka U, ..., Ua, kde n € N. U kazdého prvku rozlidujme pouze dva moiné stavy:
stav 1: prvek plni svou funkci (je neporouchany);
stav 0: prvek neplni svou funkci (je porouchany).
Rovnéi u celého systému rozlifujme pouze tyto dva stavy (systém bud funguje nebo
nefunguje). Zavislost stavu systému na stavech jeho jednotlivych prvki se popisuje
tzv. strukturni funkei @ : {0,1}* — {0,1}, kde {0,1}" je mnoZina viech moinych
konfiguraci stavi prvkii. Stav prvki v daném Zasovém okamiiku popisuji 0-1 nahodné
veliginy X,, ... ,Xa. Stav systému v daném 2asovém okamZiku je tedy 0-1 ndhodna
veli¢ina ®(X,,...,Xa).

V tomto &lanku budeme dale piedpoklidat, Ze systém je slozen z nekoneéné posloup-
nosti prvki Uy, Uz, ... . Viechny moZné konfigurace stavu jednotlivych prvkd jsou nyni
popsany mnozinou {0, 1}N. Strukturni funkce definujeme nasledujicim zptusobem:

2.1. Definice. Zobrazeni & : {0,1}¥ — {0,1} se nazyva strukturni funkce, jestlie
je méfitelné vzhledem k souéinové o-algebie B = R o{0,1}. Rekneme, Ze strukturni
funkce ® je koneénd, jestlize existuje n € N tak, Ze pro vsechna z,y € {0,1}" plati
implikace ; = y1,...,Za = ¥n => ¥(z) = ®(y).

Tento model v sobé zahrnuje strukturni funkce koneénych systémii jako specidlni
piipad. Skuteéné, kaidd koneénd strukturni funkce @ : {0,1}¥ — {0,1)} popisuje
néjaky systém sloZeny z koneéného poétu prvki. Je-li naopak ¢ : {0, 1}* — (0,1},
n € N, obvykla strukturni funkce, pak funkce $4, definovana jako

Boo(z) = B(21,....2a), z€{0,1)}",

je strukturni funkeci ve smyslu definice 2.1 a piitom popisuje stejny systém jako dana
funkce ®. Vsechna tvrzeni uvedend v tomto piispévku tudi plati i pro obvyklé struk-
turni funkce ¢ : {0,1)}" — {0,1}, kde n € N.

2.2. P#iklad. Nasledujici zobrazeni {0,1}" — {0,1} jsou strukturni funkce:
3, (z) =0, &(x)=1,

$3(z)=1 & z;=1nebozyzs =1,
b (z)=1 & card{ieN|zi=0} <o,

2
Ps(z)=1 & nh__ncx‘o-r-l-gri=§.
Bo(z) =1 & liminfli > 1
6 - n—o0 N %i 4

=1

Strukturni funkce ®,, #; a ®; jsou koneéné.



Nyni piejdéme k definici spolehlivosti systému:

2.3. Definice. Necht ® je strukturni funkce a necht P je pravdépodobnostni mira na
({0,1}".B). Hodnotu h(%.P) = P(¢-'(1)) budeme nazyvat spolehlivosti systému .

Poznamenejme, Ze miru P chipeme jako sdruzené rozdéleni nahodnych veli¢in X,
X,, ... popisujicich stavy jednotlivych prvki. Muzeme proto také psat h(®,P) =
E®(X,,X,,...).

Jsou-li viechny prvky navzajem nezavislé a spolehlivost i-tého prvku je rovna p; (5.
pi je pravdépodobnost toho, Ze nahodna veli¢ina X; je rovna 1), pak budeme sdruzené
rozdéleni nahodnych veli¢in Xi, Xz, ... oznacovat symbolem A(,,}. Je-li pi = p pro
viechna i € N, pak budeme uZivat symbolu A,. Formalné:

A(Pi‘} =®(1'PO)€0 +pl'€l ’ A'=®(l—p)€o +m’| ,

=1 i}

kde co a €, jsou atomické miry nesené prvky 0 a 1.

3. VLASTNOSTI MONOTONN{CH STRUKTUR

Diilezitou téidu strukturnich funkci piedstavuji monoténni strukturni funkce. Tyto
funkce slouii k popisu takovych sytémi, u nich? nahrazeni{ vadného prvku fungujicim
prvkem nemizZe v Zadném pripadé zhorsit funkci systému. Piirozené roziifeni tohoto
zn&mého pojmu na nekoneény piipad je obsahem nasledujici definice:

3.1. Definice. Na prostoru {0, 1} definujme uspofidani < predpisem
r<y & VieN:z; Sy

pro viechna z,y € {0, 1}¥. Rekneme, Ze strukturni funkce & je monotonni, jestlize pro
viechna r,y € {0,1}" plati implikace z S y = ¥(z) < ¥(y)

3.2. Piiklad. Strukturni funkce &,, &3, ¢3, &, a ¢ definované v piikladu 2.2 jsou

monotonni.

Jednim z dalezitych problémil je popis starnuti (opotiebovavani) prvki. Uvazuj-
me dva stejné systémy Sy, Sz lidici se pouze svym stafim (tj. dobou, po kterou uz
jsou v provozu). Ozna¢me jako My, M, mno#iny prvki, z nichi jsou tyto systémy
slozeny. Dale oznaéme jako P a Q pravdépodobnostni miry popisujici spolehlivost
prvkn v okamziku. kdy oba systémy sledujeme. ProtoZe uvaiujeme stejné systémy,
obsahnji obé mnoziny M, My prvky stejného typu, prvky jedné z téchto mnoZin jsou
véak opotiebovanéji. Vlastnost systému "mit opotiebovanéjii prvky neZ jiny systém
stejncho typu” ziejmé nezdvisi na struktufe systému, ale pouze na mirach P a Q.
Charakterizuje-li mira P opotiebovanéjsi prvky nel mira Q, pak budeme psit P < Q.
Monoténni systém s méné opotiebovanymi prvky bude mit jisté vyssi spolehlivost neZ



stejny monotonni systém s vice opotiebovanymi prvky bez ohledu na tvar strukturni
funkce. Piesné zavedeni této relace je obsahem nasledujici definice:

3.3. Definice. Necht P, Q jsou pravdépodobnostni miry na prostoru ({0,1}", B)
a necht pro kazdou monoténni strukturni funkci & plati h(®,P) < h(®,Q). Potom
budeme psat P < Q.

3.4. Tvrzeni. Relace < je (nclinedrni) uspotadini na tiidé viech pravdépodobnost-
nich mér prostoru ({0,1}",8). Atomické pravdépodobnostni miry nesené posloupnost-
mi {1}%, a {0}, jsou nejvétsim a nejmensim prvkem pfi tomto uspoiadani.

Nejvétsi a nejmensi prvek tiidy viech pravdépodobnostnich mér charakterizuji dva
extrémni piipady: viechny prvky absolutné spolehlivé/nespolehlivé.

3.5. Tvrzeni. Nech! P, Q jsou pravdépodobnostni miry na ({0,1}%,B). Potom
P < Q tehdy a jen tehdy, kdyz h(®,P) < h(®,Q) pro kazdou koneénou monotonni
strukturni funkci ®.

3.6. Dasledek. A{,,} < A(,,) pravé tehdy, kdyZ p; < ¢; pro viechna i € N.
Nyni prejdéme k "dynamickému” popisu starnuti prvki v daném ¢asovém intervalu:

3.7. Deflnice. Nechf T C [0, 0] je neprazdny uzavieny interval a pecht P, te T,
jsou takové pravdépodobnostni miry na ({0,1}%,8), te pro viechna ¢,,t; € T platf
implikace ¢; < t; = P,, » P,,. Potom tekneme, ze (P;t € T) je monotdnani systém
pravdépodobnostnich mér.

3.8. Tvrzeni. Pro katdy monoténni systém pravdépodobnostnich mér (Pt € T),

T = [a, b}, plati:

(a) pro kazdé t € T existuji jednoznacné uréené pravdépodobnostni miry P, PY
takové, e pro viechny posloupnostia S vy St <wa, < Hn€ N, plati

lim va=t = P, %P, limwy=t = r.. X pr,
(b) pro viechna t,v,w € T,v <t < w,plati P, = P » Py » Pt % P,;
(c) existuje nejvyse spoietné mnoho bodi t € T takovych, ze neplati P, = Py = Pr.

3.9. Tvrzeni. Necht (P;;t € T) je monoténni systém pravdépodobnostnich mér
na ({0,1}¥,B) a necht & je libovolnd strukturni funkce. Potom je funkce h(®,Py)
borelovsky méfitelna na T.

3.10. Tvrzeni. Necht (P;;t € T) je monotdnni systém pravdépodobnostnich mér na
({0,1}¥,8) a necht & je monoténni strukturni funkce. Potom existuje takova posloup-
nost koneénych monoténnich strukturnich funkei {Ba)%,, 2e limpeco h(®a, P} =
h(®, P;) v kaidém bodé spojitosti t € T funkce h(®, P;). Navic, je-li funkce h{b, P¢)
spojita na T, pak h(®,, P;) konverguje stejnomérné k h(®, P ) na T.



Na zavér tohoto odstavce poznamenejme, Ze v nadem modelu s nekoneéné mnoha
prvky se nabizi jesté jina definice monoténnich struktur. Nékdy mize byt totiz uZitecné
uvazovat na {0, 1}¥ misto uspotadani zavedeného v definici J.1 nasledujici uspofadani:

1<y & card{i€N|zi >y} <o0.

Lze ukazat. ze vzhledem k dost " velké” tiidé pravdépodobnostnich mér maji monoténni
strukturni funkce definované pomoci tohoto uspoiédani stejné vlastnosti, jako obvyklé
monoténuni strukturni funkce definované v 3.1.

4. Poris MNOZINY VSECH FUNKC[ SPOLEHLIVOSTI

V tomto odstavei se budeme zabyvat piipadem nezivislych stejné spolehlivych prvki.
To znamena, 2e néhodné veli¢iny X, Xa,... (Xi je 0-1 ndhodna velitina udévajici stav
i-tého prvku) jsou nezavislé a stejné rozdélené. Je-li spolehlivost prvki rovna p (tj.
X, = 1 s pravdépodebnosti p), pak spolehlivost daného systému ® budeme, jak jo
zvykem, oznacovat he(p) (tedy he(p) je totéz co h(®, ),)).

PoloZme si nyni otazku, jak charakterizovat mnoziny viech funkei spolehlivosti

H={hs !l ®: {0,1}" — {0,1} strukturni funkce} ,
Hy ={he | ®: {0,1}" — {0,1} monoténni strukturni funkce } .

Poznamenejme, e podle tvrzeni 3.10 a disledku 3.6 jsou tyto mnoiiny uzavéry (ve
smyslu bodové konvergence) mnozin

H ={he |®:{0,1}" = {0,1},n€ N},
H\, = {he | ®:{0,1}" — {0, 1},n € N, monoténni strukturni funkce } .

Tento problém miiZeme zformulovat i nasledujicim zpusobem: jak pro danou funkeci
h :(0.1) — [0,1] poznat. zda existuje (monoténni) strukturni funkce ¢ takova, ie
h(p) = he(p) pro véechna p € (0,1) ? Reseni je obsahem tvrzeni 4.1 a 4.2.

4.1. Tvrzeni. Funkee h : (0,1) — [0, 1] je funkci spolehlivosti néjaké strukturni funkce
® tehdy a jen tehdy, kdy7 je borelovsky méfitelna.

Toto tvrzeni ukazuje pickvapivou bohatost bindrnich struktur: jejich funkee spolehli-
vosti se mohou chovat (z praktického hlediska) téméf libovolné divoce. Dukaz je obsazen
v [4].

Nei uvedeme odpovéd na druhiou ¢ast naseho problému, zavedeme jesté nasledujici
znaceni: pro kazdon funkei h : (0,1) — [0,1) necht Mh znaéi funkei (0,1) — [0,1]

definovanou piedpisem

Mh(p)=1-L;'"(1-h(p)), p€(0,1}),



kde L;*! je inverzni funkce k distribuéni funkei
Ly(z) = A([0,z])), z€[0,1]

(zde ziejmym zplisobem ztotoidujeme prostor ({0,1}N, B) s intervalem {0,1] a jeho
borelovskou o-algebrou). Snadno se lze presvédiit, Ze plati

L) =22y a0 -p . sl

a=] =]

kde 1,,23,... je binirniho rozvoj &isla z (je zfejmé, Ze ma-li &islo z dva moZné binarni
rozvoje, pak pro oba obdriime stejnou hodnotu). Transformace M je vzajemmneé jed-
noznaéna, tj. pro kazdou funkei g : (0,1) — [0,1] existuje pravé jedna funkce h :
(0,1) — [0,1] s vlastnosti Mh = g. Poznamenejme, Ze numericky vypocet transfor-
mované funkce Mh je snadny a rychly (pocita¢ AT 286 vypoéte béhem jedné sekundy
nékolik desitek hodnot funkce Mh s pesnosti na deset desetinnych mist).

4.2. Tvrzeni. Funkce h : (0,1) — [0,1] je funkci spolehlivosti néjaké monotonni
strukturni funkce & tehdy a jen tehdy, kdyZ je funkce Mh neklesajici na (0, 1).

Je dobfe zndmo, e funkce spolehlivosti monoténnich struktur jsou neklesajici. Podle
tvzeni 4.2 viak tato vlastnost neni uréujici. Rozhodujici je, 2da je neklesajici jeji M
transformace.

4.3. Diisledek. Necht ® je monoténni strukturni funkce. Pak pro kadé a € (0,1)
plati

ha(p) <1 - L,(1 — Mhe(a)) pro viechna p € (0, al ,
he(p) 2 1 — Ly(1 — Mho(a)) pro viechna p€fa,1).

Tyto nerovnosti poskytuji netrividlni odhad pro zkoumanou funkci spolehlivosti he,
nebot funkce 1 — L,(1 — Mhe(a)) je rostouci, spojitd a pro p = a je rovna he(a).

4.4. Disledek. Necht f:(0,1) — [0,1] a necht je funkce M f nerostouci. Pak pro
kazdou monotonni strukturni funkei @ je funkce sgn(f(p) — he(p)) neklesajici (sgn je
funkce signum).

Zvolime-li f(p) = p, pak Mf = 1 je nerostouci funkce. Dostavame tak znamou
viastnost koneénych monoténnich strukturnich funkei s alespoii dvéma relevantnimi
prvky: jejich funkce spolehlivosti protinaji diagondlu f(p) = p nejvyse jednou a pokud
ji protinaji, tak "zdola". Tuto vlastnost ma oviem podle disledku 4.4 velka tfida funkdi,
napiiklad véechny funkce f(p) = p°, kde c € (0,1).



5 DUALNI STRUKTURY A SYTEMY SE DVEMA DUALNIMI TYPY PORUCH

Definice dualnich strukturnich funkei je v piipadé nekone¢né mnoha prvka stejna
jako v koneéném piipadé:

5.1. Definice Duslni strukturni funkee ke strukturni funkei ¢ je zobrazeni $0(z) =
1-&(1-1z) kdel -z ={1-1z}%3,

Lze snadno ukazat, Ze tato definice je korektni, t). 3D je métitelné zobrazeni. Rovneéi
neni tézké ovéiit iadu znamgch viastnosti dudlnich strukturnich funkei. N apiiklad plati,
7e 0 je monotonni pravé tehdy, kdyi & je monoténni.

§ dualnimi srukturnimi funkcemi dzce souvisi systémy se dvéma dualnimi typy
poruch. U kazdého prvku takového systému rozlisujeme, zda je oviadatelny, nebo je
trvale mimo provoz (pteruseni), nebo je trvale v éinnosti (zkrat). Systém je v pofadku,
je-li ovladatelny. Presnou definici a zékladni viastnosti lze nalézt napt. v [1]. I u téchto
systémil je zajimavé zkoumat jejich roziifeni na nekoneénd mnoho prvku. Zde uvedeme
pouze jedno tvrzeni pro koneéné strukturni funkce, jehoZ dikaz (viz [2]) tohoto rozsifeni
vyuZiva:

5.2. Tvrzeni. Necht {U.,i € I} je neprazdnd mnoiina nezavislych prvku s
pravdépodobnostmi zkratu a pterudeni p; a ¢i, ¢ € I. Potom jsou nasledujici tvrzeni ek-
vivalentni: (a) pro kazdé ¢ > 0 existuje koneénd mnoZina J € I a monoténni strukturni
funkce & : {0,1} — {0.1} tak, Ze spolehlivost systému $ je alesponi 1 — ¢ (b) existuje
nejvyie spocetna mnozina K C [ s vlastnosti [liexlVpi(l = gi) + V(1 - pi Jgi| =0.
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