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1 Uvod

Nasledujici pi{spévek se zabjvé fefenim nékterjch numerickych dloh s pfihlédnutim k vlastnostem
architektur pouzitych po&itatii. Pozornost soustfedime predeviim na nékolik zakladnich podproblémii
vznikajicich jako sou¢dst Feseni nékterych statistickych Gloh. V oblasti potitatovych architektur se
zaméfime pfedeviim na vektorovy paralelismus a na problémy datové komunikace mezi paméti a
procesorem v sekvenénich i vektorovych poéitatich.

2 Numerické vypocéty ve statistice

Méjme X € R™* matici pozorovini hodnosti g,m > g. Necht f je piedepsany vektor pozorovini a
V je symetrickd a positivné definitni kovarianZni matice.
Zékladni modelovy problém linedrni regrese je din nasledovné (viz (21]). Najdi vektor b € RY

minimalizujici
eTV-1e, (2.1)

pro ktery plati
e=f—Xb (2.2)
Resen{ tohoto problému je dino systémem normélnich rovnic

XTv-ixp = XTv-1y, (2.3)

Je-li V faktorizovino pomoci Choleského faktorizace tak, %e V = LLT, pak miZeme (2.3) piepsat na
tvar

XTLTL'Xb= XTL-TL§, (2.4)
nebo
ATAb= ATy, (2.5)
kde
A=L"'X,g=L"'f. (2.6)

Vzhledem k predpokladu o hodnosti matice X ma matice A také hodnost g a ATA je positivné
definitni. Reseni naseho problému tedy ziskime jako fedenf linedrniho systému rovnic se symetrickou
a positivné definitni matici soustavy.
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Druhé moznost FeSeni naseho systému spo&iva v pouziti ortogonalnich transformaci. Necht poté

x:m(ﬁ), 2.7)

kde Q € R™™ je ortogonalni matice a R € R™ je horn{ trojihelnikovéd matice. Neché

=0 (p): | (28)

kde @ € R?,& € R™7. Pak dostaneme feseni b problému daného v (2.1) a (2.2) jako feleni systému

(2.9) s trojihelnikovou matici soustavy.
Rb=0. (2.9)

Miizeme se o tom presvédiit dosazenim z (2.7) a (2.8) do systému normaélnich rovnic (2.5). Piitom
postupné dostavame

(rroj@rq () s=mrorama(5),
RTRb=RT9. (2.10)

7 regularity RT ziskime (2.9).

Uvedeny piiklad ukdzal dva dilezité numerické postupy se kterymi se stietneme pfi feseni zakladni
tilohy linedrni regrese - tzv. lineirnim problému nejmensich &tvercii: Choleského faktorizaci symetrické
a positivn& definitni matice (dekompozice V a A) a ortogonalni faktorizaci obecné obdélnikové matice
z R™ prom > q.

Z&kladni problém nelinedrni regrese se obvykle previdi na problém obecné nepodminéné mini-
malizace nebo na jeho speciilni podproblém - nelinedrni problém nejmensich ttverci. Jeho feSeni
obvykle spoiivé v fedeni posloupnosti lineirnich problémi nejmensich Etvercl. V ptipadé, Ze k pro-
blému danému v (2.1) a (2.2) piidime jest& néjaka dalsi omezeni na vektor b vyplyvajici ze zkoumané
reality, pak misto systému v (2.5) dostavdme systém promitnuty na nadrovinu uréenou piidanymi
omezenimi. To vede také na problémy fefeni linearnich systémi, ale s nesymetrickymi maticemi.
Gaussova eliminace pak nahrazuje nékde Choleského faktorizaci. Témito ttemi problémy: Choleské-
ho faktorizaci, Gaussovou eliminaci a ortogonalni faktorizaci ve vztahu k architektufe pocitace se
tedy budeme piedeviim zabyvat. .

Vrafme se nyni k nasemu modelovému problému. Pro fedeni lineirniho problému nejmensich
¢tverci je prehrile daldich riznych postupli. Jmenujme naptiklad pievedeni na feSeni rozdifeného
systému. Tento zpilisob spo&iva v nalezeni feSeni b systému se symetrickou indefinitni matici

(& 6) () ()

Souhrn riiznych postupi je uveden v [4]. Ponechdme-li stranou iteraéni metody, tak vétsina z nich
vyzaduje jako podiilohu Choleského faktorizaci & vyuziva ortogonalnich transformaci. Soustfedime-li
se na uvedené dva pifstupy, pak piimé feden{ systémem normalnich rovnic pouZijeme pouze v piipadé,
Ze Eislo podminénosti k(A) matice A neni “piilis” velké, tj. v piipadg, Ze soustava je dobfe podminéna
(x(A) = ||A}ll|A~|| pro n&jakou normu matice A). V opatném piipadé tento postup nedava dobré
vysledky a jsme nuceni pouZit ortogonilni transformace. '

Dokonéeni feeni systému normalnich rovnic se stane problematické pro x(A) =~ 1/v/, kde €
je strojova presnost poéitae (pro PC je e fadové 1077°). Pro ortogonalni transformaci je fedeni
problematické obvykle aZ pro x(A) = 1/e. a

7 hlediska asymptotického je pfi prvnim postupu feleni linedrntho problému nejmensich &tverca
pies normalni systém i pfi druhém postupu provadéném prostiednictvim Householderovych zrcadleni
potieba pro m = ¢ stejny poget operaci. Pti m > ¢ vyZaduje prvoi zplsob méné operaci.



3 Pocéitacové architektury a algoritmy

Vyvoj v oblasti vypoietni techniky vnesl do architektur nové prvky, které jsou k dispozici uiivate-
lim. Ackoliv je tendence vyvoje nezatéZovat uivatele novymi problémy s ptichodem vykonnéjiich
potitatt, rychlost vivoje technickych prvkil daleko piedbfhd moZnosti névrhéta programového vy-
baveni. Chceme-li efektivné pousivat vypotetni techniku, musime p#i ndvrhu algoritmii a programi
piihlizet aspoii k jejim hrubym charakteristikim.

Prvni z nami sledovanych rysti je hierarchie paméti poéitade. Typickd struktura paméti je na
obrazku 3.1.

vnéjsi voitini vyrovn
paméf |—— ———| paméf [—| registry
(disky) pamséf (cache)

Obr. 8.1: Typickd struktura paméti poitace.

Pamét je obvykle tim rychlejsi, &im blize je v této struktufe centrdlni jednotce. Smérem k CPU
také obvykle stoupé cena poutitych soutdstek a klesa jeji kapacita. Proto se pfi béhu ilohy nevyh-
neme uréité komunikaci mezi jednotlivimi vrstvami paméfové hierarchie. Pfirozenym zimérem je,
aby tato komunikace byla co nejmensf. Komunikace mezi uritymi vrstvami - napk. mezi vyrovnivac{
paméti a vnitini paméti — je zabezpetovina technickjm vybavenim potitate. Mezi vnéjs{ paméti a
vnitinf paméti je nékdy zabezpetovina uzivatelem (pouzivini pomocnych souborii), nékdy je zabez-
petovina programovym vybavenim — napt. v pifpad& virtudlni paméti, jejiz provoz je zabezpecen
rozdélenim paméfového prostoru na paméfové strdnky. NepouZivané stranky jsou odklédény na disk
podle uréitych, &asto diimyslnych, pravidel.

To ma vliv na konkrétn{ vybér algoritmu. V naich podminkich to znamen4 nejenom respektovani
omezeni velikost{ redlné paméti, ale i ptihlédnuti k strénkovén{ paméti na disk a pfihlédnuti k velikosti
vyrovnavaci paméti (cache). Navrh algoritmu by meél dosahovat co nejvétsl lokality dat v Zasové
néroénych &istech algoritmu. Nepiihlédnuti k témto faktdm napiiklad pii testovini potitati muze
znehodnotit vysledky jejich porovnavani.

Druhy ze sledovanych rysi je vektorovyf paralelismus. Mnohé dnedni poditate maji moznost efek-
tivngjiiho zpracovini blokil dat nad kterymi se vykonavaji shodné aritmetické &i logické operace.
Hovofime o zpracovini vektordt nebo o vektorovych operacich. Potitaée byvaji pfizpusobeny tak, Ze
registry mohou obsahovat celé bloky dat uréité velikosti (vektorové registry) a strojovy kod obsahuje
piikazy pro manipulaci s témito bloky, jak pro jejich natitdn{ a uklddani, tak pro aritmetickeé i logické
operace. _

Vlastni uklddini dat v paméti nemusi byt nutné souvislé. To zavis{ na logice technického zafizeni,
které #id{ jejich uklad4n{ a &teni. Ba naopak, &asto jsou vektory uloZeny v centrilni paméti oddélené,
protoZe u dnesnich dynamickych paméfovych obvodi je moZné piistoupit do téZe fyzické paméfové
oblasti po naéteni néjakého paméfového prvku az po uplynuti jisté vybavovaci doby. Data pfisluse-
jici po sobé jdoucim indexiim jednoho vektoru jsou tedy umisfovina asto v riznych paméfovych
oblastech napf. s pravidelnou periodou (interleave).

Fyzicka realizace vyhodnéjsiho zpracovani vektori je zaloZena na &asovém piekryvu &asti operaci
s po sob& jdoucimi indexy v segmentované funkéni jednotce. Kazdy z t&chto segment je odpovédny
za tasteéné dekédovani, interpretaci a vykondvéni instrukce. Piikladem bud ndsobeni dvou &isel ve
funkénd jednotce pro ndsobeni v plovoucs desetinné édrce rozélenéné na 5 segmentis. Predpoklidejme,
Ze &isla jsou uloZena ve standardnim formatu zahrnujicim exponent a mantisu.

Vypocet ve funkéni jednotce probihd v péti fazich:

1. Porovnavani exponentu,



b

zarovnavani operandd,

ot

s¢itan{ exponentil a nasobeni mantis,

i

uréeni normaliza¢niho faktoru a
5. normalizace vysledku.

Méjme vektor dat b € R, ktery mame ndsobit skalirem s abychom dostali vektor ¢ = bs. Pak
zatimco providime fazi 5 pii vypoétu ¢;, pak providime fizi 4 pfi vypottu ¢, fazi 3 pii vypoltu cs,
... Tim dosahujeme pa potitagi rychlost nazyvanou vektorovd rychlost poéitace.

Na po&itaéi, ktery to umoziiuje, mizeme dale zfetézit celé funkéni jednotky. Méjme napiiklad
spo&itat vyraz d = c+ sh, kde s € R a b,c,d € R?. Mé&jme k dispozici funkén{ jednotky pro sitdni a
nasobeni z nichz kazda je segmentovina na 5 ¢4sti. Vysledek z ndsobicky miZeme rovnou vkladat na
vstup séitacky a zfetézit tak praci obou jednotek. Pro del3i vektory se asové prekryva nejen prace
v jednotlivych segmentech funkénich jednotek, ale i vypoéty na obou jednotkich. Zpozdéni vstupu
do séitaiky je dano jen dobou k vytvoteni sby. Situace je znizornéna na obrazku 3.2.
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Obr.8.2: Zietézeni ndsobici a séitaci funkéni jednotky.

Obecns je efektivita vektorovych operaci tim vy3if, &im je délka zpracovidvaného bloku (délka
vektoru) vétif, a to az do asymptotické rychlosti providéni urtité vektorové operace. Pro malé délky
vektordl nemusi byt zisk a tak velky, vzhledem k uréitym asovym prodlevim potiebnym k zahajeni
vektorové operace, které jsou vétd nez analogické prodlevy pro skaldrni operace.

Teprve pii idedlnim vektorové zpracovani instrukci, pfipadném zfetézeni operaci a soub&né praci
maximalniho mozného poétu funkZnich jednotek je mo#né dosahnout v nasich programech rychlosti
srovnatelnych s Gdaji doddvanymi vyrobcem jako 3pickova teoreticka rychlost potitage. Této hodnoté
se v praxi obvykle nepfiblizime bez znalosti zakladnich problémi ve vztahu poéitat - algoritmus.
Mnoho price za nas udéla operaéni systém a ptekladaé z vysitho jazyka, nicméné spoustu probléma
musime vyfesit sami. Af uz znalosti problémd, ¢i znalosti vhodnych optimalizovanych programii.

U vektorového potitaie obvykle touzime po tom, aby se data v dlohdch dala pfirozené natitat,
zpracovavat a uklddat prostfednictvim operaci s vektory. V nimi vybranych typovych dlohich je
tento poZadavek do znaéné miry splnén, pracujeme-li s hustymi maticemi.

Pii feSeni problémd vétsich dimenzi maji pouzivané matice obvykle vétdi mnoZstvi nulovych
prvki. Takové matice se nazyvaji tidké. Z hlediska operaéni paméti, ale hlavné z hlediska strojového
asu je nutné uklédat matice v téchto problémech v “zahusténé” formé. tidké. Tak muZeme uklidat
napi. jen nenulové prvky a informace o nich. Tim zmen3ime velikost pottebného prostoru, zmensime
pocet aritmetickych operacf s prvky matice, ale obvykle vzroste poget operaci logickych a operaci
celo&iselnych. Piistup k datim zméni svou charakteristiku. Namisto piimé adresace prvkii vektori
jsou jednotlivé nenulové prvky adresovany nepiimo.

Problém vektorti nepifmo adresovanych byl vytesen vyvojem poZitaéd v osmdesatych letech. Vét-
fina dnednich architektur vektorovych potitati podporuje i vektorové zpracovani nepfimo adresova-
nych vektord. Piesto je viak toto zpracovani obvykle pomalejii ne zpracovani pifmo adresovanych
vektord. Vzhledem k tomu, Ze algoritmy pouZivajici nepfimo adresované nenulové prvky matic jsou
i jinak vnitiné komplikovanéjsi, je stile mnoho vyzkumnych projektd vénovino vyvoji algoritmu,



které maji Easové nejndro&néjsi tasti realizoviny pomoci vektorovych operaci s pfimo adresovanymi
vektory. :

Nésledujici oddily ukazuji nékteré piiklady viprav algoritmi pro lohy z naseho vybéru vyvolané
vyvojem architektur po&itagu. '

Ani v podminkéch bez superpoéitatii nejsou n&kieré z téchto iprav pkilid odtazité. Dobrym vybé-
rem algoritmu mizZeme i pro PC potitate & pracovnf stanice docilit drastickych Easovych dspor. Nové
procesory pro pouZivané po&itae maji moznosti vektorové prace & fetézeni funkénich jednotek (i860,
R4000). 1 kdyz ne viechny tyto tipravy jsou pifmo&aré, méli bychom si jich byt védomi p#i praktickych
vypoitech, & umét pouzivat pfi sestavovani algoritmi ndstroje témito principy ovlivnéné.

4 Algoritmus nasobeni hustych matic

Tento piiklad ukazuje jaké obrovské Gspory v Zasu potiebném pro béh tlohy miZeme dosahnout
jednoduchym pieformulovanim algoritmu pro nasobeni matic. Pro tento oddil jsme zvolili Easové a
prostorové idaje z reilného fedeného problému (viz [25}, [10]).

Algoritmus ndsobeni matic pro husté i #idké matice nepotiebuje rekapitulaci. Zde pfedpokladame,
%e matice A, B,C € R% jsou husté, kde g = 1024. Necht opera¢ni systém pouziva techniku virtudlni
paméti a umoZiuje ulozit 65536 prvkia matice na jednu stranku. Nechf operaZni pamét potitate ma
velikost 16 stranek. Pii pouZiti dvojité pfesnosti pro prvky matic tomu odpovidd velikost stranky
512 kbyte a velikost operaéni paméti 8 Mbyte.

Neni-li v prib&hu vipoétu v operatnf paméti stranka s potiebnymi daty, pak ozndmf technické
zafizeni takzvany viypadek sirdnky a piisludna strinka je nactena. Necht vypadek stranky zabere
pfiblizné 0.5 s €asu na zafizenich pro vstup a vystup.

UvaZujme nyni 3 zplisoby poéitani vyrazu C = C + A.B Postup bude znidzornén programovymi
smytkami v obvyklé notaci. A(:,I) resp. B(J,:) oznatuje napf. [ — ty sloupec matice A resp. J —ty
fddek matice B. V &asovych Gdajich se budeme zabyvat Easem pro vstup a vystup, nikoliv strojovym
¢asem pro vlastni numerické vypoéty.

e Prvni zpisob je tzv. algoritmus skalirniho soucinu. Piedpoklidejme, Ze matice A, B,C jsou
ulozeny tak, Ze na kazdé strance je uloZeno 64 sloupct néjaké matice. Potfebujeme tedy pro
matice 48 stranek paméti celkem.

fori=1toq
for j=1to q
for k=1 to q
c(i,j)=c(i,}) + a(i,k)*b(k,j)
end k
end j
end i.

Obr. 4.1: Ndsobeni matic algoritmem skaldérniho souéinu

Uspofdddme-li algoritmus tak, jak je zndzornéno na obr. 4.1, pak pro kaidym fidkem matice
A, ktery potfebujeme, zapii¢inime 16 vypadki stranky. ProtoZe takto potitame 1024 x 1024
prvka matice C, pak dostavame pfibliZné 16 milionii vypadkl stranky, z nichZ kazdy trva 0.5
s. Celkovy tas spoticbovany pro vstup a vystup je tedy minimalné 93 dni. Vnitini cyklus
algoritmu na obr. 4.1 odpovida skalirnimu souéinu vektord.

¢ Druhd moznost je algoritmus sloupcové aktualizace. Pfedpokladdme stejné uloZeni dat jako
u vyse uvedeného piikladu. Provedeni algoritmu je znazornéno na obr. 4.2,



for j=1to q
for k=1 to q
fori=1to q
c(i,j)=c(ij) + a(i,k)*b(k,j)
end k
end ;
end i.

Obr. 4.2: Ndsobeni matic algoritmem sloupcové aktualizace

Vnitini cyklus nyni odpovidd priéteni ndsobku sloupce k jinému sloupci. Pro kazdou hodnotu
indexu j nyni potfebujeme piistup ke véem sloupciim matice A, coz vede k 1024 x 16 vypadkim
stranky. Matice B a C zpusobi 16 vypadk stranky kazdi. Celkovy &as spotiebovany pro vstup a
vystup zavinény jen témito vypadky strinek je tedy aspofi 2.25 hodin. PfestoZe toto je vyrazné
zlepseni proti prvnimu ptipadu, stile je mozné jesté zmensit ¢as potiebny pro vstup a vystup.

e Piedpoklidejme, Ze matice jsou rozdéleny na bloky o velikosti 256 x 256. Nechf kazdy blok je
umistén na samostatné strince. Algoritmus, ktery vyuziva toto blokovani, je zndzornén na obr.
4.3. Konstanta nb je rovna 256.

for j=1 to q step nb
for k=1 to q step nb
for jj=) to j+nb-1
for kk=k to k+nb-1
c(:,0i)=c(:,5i) + a(:,kk)*b(kk,jj)
end kk
end jj
end k
end j.

Obr. {.2: Ndsobeni matic algoritmem sloupcové aktualizace

Pocet vypadki stranky je velmi vyrazné redukovan. Celkoveé schéma zpusobi pouze 96 vypadkit
stranky odpovidajici ptiblizné 50 s &asu pro vstup a vystup.

Uvedené tii piiklady jsou skrovnym vybérem z vice moZnosti, jak uspofddat algoritmus nasobeni
matic efektivné vzhledem k €asu spotfebovaném pro vstupni a vystupni operace. Rozdily v tomto
Zase mohou byt velmi drastické. Dalsi podnéty je mozné najit napt. v [8] a [10]. Z uvedeného vyplyvaji
minimdlné nasledujici zdvéry, chceme-li vytvofit program, ktery se bude rutinné pouzivat a u jehoz
pouZivani bude zalezet na jeho rychlosti.

¢ Je zapotiebi piihliZet k zplisobu uloZeni matice (fidkové - sloupcové).
e U programii, které maji data uloZend ve vnéjii paméti je zdhodno znat velikost stranky.

e Na zdkladé uvedeného se snaZit o co nejvétsi lokalitu dat pfi providénych operacich. Tomu
odpovidd blokovani dlohy.

o Viimnéme si, Ze to co zde bylo fefeno pro vztah operaini paméf - vn&jii paméf plati i pro
vztah vyrovnivaci paméf (cache) - operani pamét. Se znalosti zdkladnich principu miZeme
dosahnout pomérné velkych dspor Zasu.



Mnoho modernich poéitath miize provadét aritmetické operace tak rychle, Ze Eas k jejich vykonani
je srovnatelny s Zasem potiebnym k natteni dat z paméfové struktury a k ulozeni vysledki. Je tedy
jasné, Ze spie nez naéteni kazdého tidaje z paméti, jeho zpracovani a uloZeni zpét je vyhodnéjsi snazit
se vykonat na nactené ¢asti dat co nejvice aritmetickych operaci, aby komunikace byla co nejmensi.
Nejefektivnéjiim ze tii uvedenych piikladd se jevil piipad, kdy celé nisobeni bylo provadéno po
blocich.

Uvedme jeité formalni vysledky tykajici se porovnani viech ti{ zpisobii nisobeni. Oznatime-li
g pomér poctu vykonanych operaci v plovouci fidové ¢arce a poétu odkazi k paméti, M velikost
vyrovnavaci paméti a piedpokliddme-li, Ze se celd iiloha (tj. viechny tfi pouzivané matice) vejdou
do operaéni paméti, pak mame v prvnim piipadé ¢ = 2, v druhém algoritmu g ~ M/q a v tietim
algoritmu g ~ /M/3. Cim vyssi tedy bude pomér g, tim bude algoritmus vyhodnéjsi pii problémech
s ¢asovou naro¢nosti pfenosu dat.

5 Pienos dat v algoritmech Gaussovy eliminace a Chole-
ského dekompozice hustych matic

V Gaussové eliminaci & Choleského faktorizaci je pii vektorovém pohledu na operace nejbéznéjdi
aritmetickou operaci pii¢itan{ skalirnfho nasobku jednoho vektoru k druhému vektoru. Tyto vektory
mohou byt bud #4dky & sloupce matice, ktera je upravovana v pribéhu algoritmu. Maime-li k dispozici
funkéni jednotky, které mohou byt zfetézeny, pak tyto vektorové operace mohou byt velmi rychlé.
K prvnimu porovnani se soustfedme na algoritmus Choleského faktorizace, na kterém vyniknou
viechny podstatné rysy vykladu.

Na obr. 5.1 je znazornéno schéma Choleského faktorizace A = LLT s aktualizaci ve formé voéjdich
souéini. Necht A, L € R

fork=1toq
Qg = \/m
fori=k+1toq
@ik = Gir[ark
end i
forj=k+1ltoq
fori=jton
Qi; = Gjj — Ak Cjk
end i
end j
end k

Obr. 5.1: Schéma Choleského faktorizace s aktualizact ve formé vnéjsich soucinii.

V kazdém kroku k tohoto schématu pficitime ve dvou vnitinich cyklech ke kazdému z dosud
nezpracovanych sloupct nasobek k — tého sloupce. Necht al?) oznakuje vektor sestivajici se ze pod-
diagonaln{ &asti j — tého sloupce. Nechf pro k < j oznacuje &) podvektor al®) ktery ziskime 2 at®}
odstranénim tolika komponent s nejmensimi fadkovymi indexy, aby mél stejny potet komponent ja-
ko al¥). Pak mohou byt operace v nejvnitin&jsim cyklu schématu z obrézku 5.1 popsiny vektorovou
operaci ali) = al) — g;,a®). Schéma pak je znizornéno na obrazku 5.2.

fork=1toq

Qrx = /Okk
a® = g7} a®



forj=k+ltoq
ali) = ati) — a5t
end j
end k

Obr. 5.2: Schéma Choleského fakiorizace s akiualizaci ve formé vnéjsich soucini ve vektorové formé.

V algoritmu jsou pouzity vektorové operace, které viak mohou byt, umozfiuje-li to architektura
pocitale, efektivné zietézené. Niroky na komunikaci jsou viak piilizné. V kazdém kroku totiZ nati-
tame viechny zbyvajici sloupce s indexy § = k+1,...,n, jednou modifikujeme a opét ukladame. Na
poéitaéi s vektorovymi registry, ve kterych miizeme uchovdvat sloupce nebo jejich znaéné ¢asti muze
byt datovd komunikace znagéné omezena. Pfeformulovany algoritmus je zndzornén na obrazku 5.3.

forj=1toq
fork =1 toj-1
at) = al¥) — ;40
end k

ajj = \faj;

ol = g31al)
end j

Obr. 5.8: Schéma jk Choleského faktorizace ve vektorové formé

V algoritmu podle obrdzku 5.3 nim odpadi v ka?dém kroku komunikace spojena s ukliddnim
sloupc a redlny vykon poéitate na uvedené dloze se miiZe znaZné zvysit. V piipadé, Ze sloupce
matice jsou dlouhé a nevejdou se celé do vektorovych registrii, musime sloupce jesté segmentovat a
cely problém bude mit jesté vnitfni blokovou strukturu.

Ptedstavme si obecnéjsi algoritmu, ktery provddi Gaussovu eliminaci. Obecné mizeme popsat
zakladni schéma feleni problému schématem zndzornénym na obrazku 5.4.

------------
------------

------------

Obr. 5.4: Generické schéma algoritmu Gaussovy eliminace

K jednotlivym naznaZenym cyklim miZeme pfipojit indexy i, j, k, pfisluiné meze cykli a dosta-
vame celkem 6 moZnosti algoritmu. To, co jsme ukazali vyse pro speciilni pfipad, byly vektorové
formulace dvou moznosti u kterych jsme si vdimali velikost komunikace dat. V zavislosti na uloZeni
dat si muzeme zvolit vyhodny tvar Gaussovy eliminace. Operace, které byly ve vnitinich cyklech se
daly vyhodne vektorizovat a data jsme mohli na&itat po vektorech.

Totéz mizeme provést pro ilohu Choleského faktorizace pfi rozkladu matic symetrickych a posi-
tivné definitnich. Daldi mozZnosti pteformulovani rozklad{ znazornime opét pro nidzornost na tomto
piipadé.



Rozepiime v k — tém kroku rozklad nisledujicim spisobem.

An of Ay Ly 0 0 Iy, § L
ap O a{ w=| I la O 0 I X;
An a An Ly M Lo 0 0 Iy

Na zikladé znalosti L,; a matice A siskime v k — tém kroku vektor Iy a prvek Iy, tvolici k — ty
tidek faktoru L. Tyto hodnoty spoditime ze vatahd

L“f,’,' = dr

’:. =0k — 'j'{.

Tento 2piisob Choleského faktorizace bychom mobli opét rozepsat v ndkolika variantich podle
potadi cyklii rozepsaného algoritmu. V uvedeném piikladé potitime matici L po sloupcich. Obdobné
mézeme formulovat tedy algoritmus, ktery potiti matici L po tidcich. Vyrazny rozdil proti pied-
chizejicim esti variantim je v tom, 2e jidro k — tého kroku je sde vyjidieno pomoci operace matice
- vektor. Tyto operace se daji na vektorovych architekturich mnohem lépe optimalizovat. V zivéru
této kapitoly ukiZeme piehled vatahu mezi pottem numerickych operaci a velikost{ komuaikace mezi
registry a paméti potitate. Tyto varianty algoritmu vyudivajici operace typu matice - vektor jsou
mnohem efektivndjif na vektorovych potitatich a je mozné s nimi dosdhnout tasto témét bpitkového
vykonu potitale.

Nisledujici moznost Choleského faktorizace je jeitd obecndjii, nebol vyudivi dpiného rosddleni
matic na bloky. Abychom se vyhnuli nadbyteénému formalismu, situaci znizornime na jednoduddl
ptipadé matic o deviti blocich. UvaZujeme-li nisledujici schéma

An Aap Ap Ly 0 0 LY, L'i, Li',
An An Au = L1| Lz: 0 0 L-n Ln
Ay An Ax Ly Ly Ly 0 0 LI

Maéme-li spotitino L;; a znime-li matici A, pak miZeme spoditat Ly, ze vatahu
LIIL‘{\ = Ali

a poté ze vztahu
Lnl], = An = Ly L],

spolitime L.

Operace pouZité v tomto zpisobu faktorizace jsou operace typu matice - matice a jejich poutiti
dile obecné zefektiviiuje Choleského faktorizaci pti pouiviai vektorovych politatii.

Zikladni operace s vektory a maticemi jsou souddsti ti knihoven BLAS (Basic Linear Algebra

‘Subroutines) : BLAS1, BLAS2 a BLAS3, které jsou efektivné implementoviny na viech dileditych
politatovych architekturich poufivanych pro védecko-technické vypolty.

Knihovna BLAS! obsahuje zékladni typy vektorovych operaci jako jsou piititéni skalirntho nd-
sobku vektoru k jinému vektoru, nésoben{ vektoru skalirem, skalérni soulin vektori, vypotet norem
vektoru, generovani a aplikace Givensovych rotaci, ...

Kaihovna BLAS2 zahrnuje operace typu matice - vektor jako piititdni lineirni kombinace soutinu
matice a vektoru a skalirniho nisobku vektoru k jinému vektoru, nasobeni vektoru trojihelnikovou
matici, fedeni systému s trojihelnikovou matici, aktualizace matice maticemi hodnosti 1 &i 2, ...

Knihovna BLAS3 je vénovina operacim typu matice - matice a obsahuje pfititani linedrni kombi-
nace soudinu matic a nasobku matice a vektoru k néjaké daléi matici, ndsobeni matice trojithelnikovou
matici, feSeni systému s trojihelnikovou matici, obecné aktualizace matice matici hodnosti &, ...



Necht A, B,C € R,y € R',a,8 € R. Porovoejme potet operaci v pohyblivé fidové édrce a
pocet naétenych a uloZenych prvki v pribéhu vypoéti tH zakladnich vektorovych operaci.

Pro operaci y = y+az z BLASul je polet operaci v pohyblivé tidové Eirce 2q a podet naltenych
a ulozenych prvkii 3¢. Pro operaci BLASu2 y = Sy + aAz je potet operaci v pohyblivé tidové
irce 29 a poiet prvkd naitenych a ulozenych pHi této operaci je ¢* + 3q. Pro operaci BLASu3
C = BC + aAB je potet operaci v pohyblivé tddové Edrce 2¢° a podet prvki naitenych a ulozenych
pti této operaci je 4¢2.

Zatimco u operace z BLASul je pomér pottu pamétovych referenci ku poétu operaci v pohyblivé
tadové &irce roven 3:2 je tento pomér u operace 3 BLASu2 roven 1:2 a u operace z BLASu3 do-
konce 2:¢q. To je diivod, pro¢ operace odpovidajici BLASu3 jsou maximalné vyhodné, a to nejen na
superpotitaovych architekturich, ale, vzhledem k hierarchizaci paméti, i na méné vykonné vypocet-
ni technice. Na velké vétiiné modernich architektur jsou tyto knihovny dostupné a optimalizované
piimo vzhledem k architektufe - po&tu registri, vyrovndvaci paméti, ...

Algoritmus Gaussovy eliminace miie byt spracovin blokovymi algoritmy tplné analogicky.

7 uvedeného je patrné, 3e pokud chceme potitat Gaussovu eliminaci i Choleského faktoriza-
ci efektivné, je nutné zamyslet se nad plesuny dat a lokalitou operaci algoritmu. Pokud nemime
speciilni posadavky je velmi vyhodné vyudit velkého mnodstvi dsili specialisti, kteti vyvinuli fadu
utitedaych procedur pomahajici poditat tyto dlohy linedrni algebry: BLAS 1 - 3. Tyto procedury jsou
poufity v fadé spitkovjch soubori pro tebeni jednodusdich i komplikovanéjiich iloh. Z soubori, které
teii systémy linedrnich rovnic s hustou maticf soustavy a ptihliteji k architektufe politatd jmenujme
na prvaim misté systém LAPACK (vis [2]).

6 Frontdlni a multifrontdln{ metody fedeni soustav s Fid-
kou matici soustavy

V ptipadé, Ze matice soustavy je tidki, to jest, md& mnoho nenulovych prvki, jejichi struktury miZeme
vyudit, pouzivané algoritmy pro Gaussovu eliminaci & Choleského faktorizaci nejsou tak ptimolaré
(vis (1], [13}).

Jednou z moinosti je plevést matici pomoci permutaci na tvar, ve kterém bude tento algorit-
mus jednoduchy a podobny zpracovéni hustych matic, ptitem3 operace s vét¥inou nulovych prvki
nebudeme viibec providét. Typickym piikladem jsou metody, které upravi matici tak, aby méla ne-
nulové prvky pouze v oblasti “okolo” diagondly - metody profilové a pisové. Matice na obrézku 6.1
je typickym ptikladem pédsové matice. Nenulové prvky jsou znizornény hvézditkami.

(ttt \
P *
x » »
* *

* * »

\ g,
Obr. 6.1: Malice s pdsem nenulovyich prokd v oblasti diagondly.

V obou zminénych algoritmech poutivime pouze ¢4sti t4dki resp. sloupcii v oblasti diagondly.
Tyto &isti jsou pfimo adresované, a tak jejich vektorizace je zajidténa.

Prvni problém je délka poutitych #idkd & sloupci v algoritmu. Ta muZe byt dost mali a vime, Ze
efektivnost zavisi velmi na délce vektort v aritmetickych operacich. Vektory mohou byt tak kratke,
%e neni ptilis velky rozdil mezi vykonnosti poZitate ve skalirnim a vektorovém médu pro vykondvané
operace. Vzhledem k tomu, Ze pis v matici je idealizaci, a #e providime operace nad nékterymi



nulovymi prvky, pak se mise ukizat, $e jiné algoritmy mohou byt efektivadjii i ptes moinou nepiimou
adresaci hodnot matice (viz [17]).

Schéma pisové matice mideme trochu zjemnit tak, $o pro kaidy tidek uchovivime informa-
ci o tom, od kterého sloupcového indexu zakini uloten{ jeho nenulovych prvki. Uvaiujme matic
z obrizku 6.2,

Obr, 6.2: Ptikiad matice na ilustraci profilového schématu.

Je atejmé, $o pro tuto matici je nevyhodné uchovivat ditku pisu matice, cot je &islo charak-
terizujici ditku diagondlni oblasti s nenulovymi prvky. Posledni tidek matice totii narusuje uloeni
nenulovych prvki v okoli diagonily. Uchovivame-li pro kaidy tidek “délku” pisu jeho nenulovych
prvki a poté pouze ty prvky, které se nachizeji v tomto pisu, pak muzeme matici efektivné uchovivat
i v tomto ptipadé. Toto schéma uchovivini matic se nazyvi profilové schéma.

Diilezity fakt, pro ktery jsou pésovi a profilovi schémata uloZeni oblibena, je ten, Ze pti Gaussové
eliminaci ¢i Choleského faktorizaci jsou nenulové prvky faktorii umistény opét v oblasti diagonily.
Precizni znéni tohoto tvrzeni, zdvislé na preciznich definicich pisu a profilu, nalesne itendt v {13

Moznost uchovivat profi! matice vede k daliim dspordm paméti i ¢asu na fedeni nadeho problému,
ale 2 hlediska ivahy nad vztahem architektury a algoritmu neptinidi nic nového.

V ptipad®, te nenulové prvky matice jsou soustfedény v nékolika hlavnich a vedlejlich diago-
ndlich matice, je moiné pteformulovat uvedené algoritmy tak, aby pousivaly pouze prvky v tichio
diagondlich a prvky nové vzniklé a algoritmus je vektorizovatelny s vektory déltky O(n).

Priuncip lokality vypoéti a minimalizace pfesuni vede, pokud je matice rossihlejii, k blokové-
mu provadéni operaci. Mnohé vyznamné matice vznikajici v statistickych problémech maji blokové
pasovy & blokové diagonaini tvar (viz [6] a {7]).

Gaussova eliminace a Choleského faktorizace vedou v ptipadd matice obecnd tidké k nasledujicimu
problému, zminénému vyde. Z pousivanych matic zachycujeme pouze strukturu a hodnoty neaulovych
prvki. Pro matici z obrézku 6.1 méme napt. v tietim tidku nenulové pouze elementy se sloupcovymi
indexy 2, 3 a 5. Abychom pracovali pouze s nenulovymi prvky tletiho tidku, musime poutit pole
s témito sloupcovymi indexy a ptes jejich hodnoty provést pisluiné operace. Elementy tohoto Fidku
mame tedy nepiimo adresované.

Na vektorovém potitati je tento postup efektivani pouse tehdy, je-li ptisludni architektura vy-
bavena technickymi motnostmi pro efektivni prici s uvedenymi poli. To je nadtésti ptipad vétdiny
soudobych modernich poéitati pro védecko-technické vypodty. O vlastnich algoritmech zde nebudeme
hovotit pro spousty neopominutelnych detaili nutnych pro efektivni implementaci.

Zamétime nyni svoji pozornost na dalii perspektivnf smér, jehod vyvoj byl ovlivaén vyvojem
politatovych architektur - na metody frontilni a multifrontilni.

Froatalni metody vznikly plivodné pro teseni dloh strukturdlai analyzy metodou konetnych prvka.
Jeden z prvnich programi byl napsin pouze pro ptipad matic symetrickych a positivané definitnich
(viz [16]). Pozd&jii roziiteni zahmuje i jiné aplikace i algoritmy pro nesymetrické matice.

Zpisob tedeni spodiva v nasledujicim. Vypolet probihi v husté matici dimenze b x ¢, kde velitiny
b, ¢ specifikujeme pozdéji. Uvazujme matici z obrazku 6.1, kde b = ¢ = 3. Piedpoklidejme zpracovani
tiddka a sloupci ve zndzornéném pofadi. V prvanim kroku piesuneme do husté pracovni matice b
prvaich fadki a ¢ prvnich sloupci. K provedeni prvaniho kroku nalich algoritmi nam staéi tato
podmatice. Mime v ni viechny elementy, které se méni. Po prvnim kroku ptehrajeme prvai Fidek
a sloupec faktori do vysledné struktury a do uvolnéného mista v pracovni matici nahrajeme dalsi



tidek a slonpec. Cely postup si miZeme tak pfedstavit jako pohyb “okna” v rozklidané matic
po diagonile smérem k pravému dolnimu robu matice. Velikost pracovni matice musime zvolit tak,
abychom v kazdém kroku méli v ni viechny prvky, které jsou v tomto kroku upravoviny. Pro aplikaci
této metody neni nutné, aby matice byla pievedena permutacemi na pasovy tvar. Permutaci miZeme
uréovat pfimo v priibéhu algoritmu, co? je diileZité ptedeviim v ptipadé nesymetrickych matic, kde je
putna pivotace (tj. vybér hlavniho prvku, ktery budeme také nazyvat pivot, aby rozkiad v Gaussové
eliminaci byl stabilai.

V piipadé, e providime vybér pivota v pracovni matid, t.j. providime dodatetnou permutaci
idkd a sloupci, je obvykle nutné mit frontilni matici dostateéné velkou, abychom méli dostateZny
vybér kandiditi pivotace.

Dimysinéjii varianta tohoto postupu se stala jednim z nejispéinédjiich postupii feleni piedeviim
symetrickych indefinitnich systémii. Metoda se sna#{ vyuiit vyhody frontélniho postupu a zmensit
mnoZstvi aritmetickych operaci. Opét jako v piipadé frontélni metody se budeme snait csvétlit jeji
vyhody na piiklad®. Pro detailnéjsi vyklad odkazujeme k [11].

Ptedpoklidejme nejprve, Ze matice, kterou chceme rozklidat je symetricki (viz obr. 6.3).
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Obr 6.9: Matice k ilustraci mullifrontdiniho schématu.

Ridky a sloupce pivota (hlavniho prvku) jsou vybiriny z diagondlnich prvki v ptirozeném potadi.
V pevaim kroku mizeme provést eliminaci odpovidajici pivotu v posici (1,1) nejprve “sousttedénim”
(assembly) nenulovych prvkid prvoibo tédku a sloupce tak, Ze dostaneme matici zndzornénou na
obrigku 6.4. Timto soustfedénim rozumime umisténi nenulovych prvki prvniho tddku a sloupce do
podmatice fadu daném poétem nenulovych prvka prvniho tédku.

)

Obr. 6.4: Strukiura podmatice veniklé soustfedénim proniho Fddku & sloupce.

Nulové prvky ay; = aj; tak zpiisobily vynechini fidku a sloupce &islo 2 v tomto soustiedéni.
Poté provedeme prvni krok eliminace, zpracovany prvni tidek a sloupec jsou pfemistény do vysledné
struktury pro uklddini faktord L a U/ (resp. Choleského faktoru L). Vysledni redukovand matice
odpovidajici fidkovym (a sloupcovym) indexiim 3 a 4 md byt upravena pomoci elementirni Gaussovy
transformace tvaru

aij = @i ~ ﬂudlj/ 13

pro viechna (i, ;) takovi, Ze a;ya,; ¥ 0. V konvenéni Gaussové eliminaci jsou tyto operace ihned
vykonany. V multifrontilai formulaci jsou uchoviviny pouze produkty

ﬂ-‘lﬂu/ ayy

a odpovidajici upravy prvki nejsou vykondviny okamiitd. Uprava uréitého prvku musf byt viak
vykonina do okamiiku, kdy je prvek potiebny v néjakém sloupci i idku pivota.

Poté jsou soustiedény prvky druhého tadku a sloupce, prvek (2,2) je v tomto druhém kroku
pivot. Ziskime druhy fidek a sloupec faktorii a uchovime vyrazy

(l.'gtlg,',an.



Opét neni nutné providét okamiitd iipravy piisluingch elementd v matici slodené 3 tietiho a Etvr-
tého tidku a sloupce. Podmatic s uvedenymi produkty tedy miZe byt v jednom okamdiiku vice a
uchovivime je do té doby, dokud jsou poteba pro dpravu ndjakych daldich prvki.

Piedtim, net mideme poukit k dalifm operacim prvek (3, 3) jako pivot, musime provést na tietim
tidku a sloupci dpravy vyplyvajici 3 prvnich dvou krokd. Poté ve &tvrtém kroku provedeme viechny
dpravy na prvku (4,4) piivodni matice, abychom upraveny prvek zatadili do struktury faktori.

Posloupnost kroki faktorizace je snisornéna stromem na obrézku 6.5. Kroky musime vykonivat
tak, abychom pro libovolny jeho vrchol m&li nejprve provedeny kroky odpovidajici jeho synim (tj.
vrcholim umistéaym v podstromu pod timto vrcholem). Vidéli jame, e struktura zdvislosti v nadi
matici odpovidi tomuto stromu. Vétiim problémem je nalezen{ tohoto stromu a zéjemce odkagujeme
k [19].
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Obr. 6.5: Zdvislost krokid faktorizace ndzornénd climinaénim stromem.

Tatik pamé( a totét mnodstvi aritmetickych operaci je pouito, jestlite tidky a sloupce pro thetia
&tvrty krok jsou soustiedény najednou a poté jsou provedeny dva kroky na téte matici. Tato procedura
odpovidi sloutenim vrcholi 3 a 4 v stromu z obrizku 6.5. Dostaneme tak situaci znizorndnou ma
obrazku 6.6.

{3.4}
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Obr. 6.6: Eliminaéni strom faktorizace po slouéens vrchold 3 @ {.

V typické iloze se snatime avydit efektivitu algoritmu tim, 2¢ hledime skupiny vrchold, které mi-
feme eliminovat spoletné. Tim zvylujeme velikost pousivanych pracovnich matic a nalézime jakousi
rovnovihu mesi dvéma protichidaymi faktory:

¢ Sonahou o to, aby byly co nejhustdi, cot se dosihune jejich zmendenim a

e snahou o zvyseni délky poufivanych vektoril, cok se dosahuje vytvitenim vétiich matic sou-
sttedénim Fidka a sloupcil i od vice nisledujicich pivota.

Uvedeny postup je efektivni predeviim pro tedeni symetrickych indefinitnich lineirnich systémi.
Pro systémy se symetrickou positivné definitni matici jsou k dispozici jeité efektivnéjsi algoritmy.

Pro nesymetrické matice se di uvedeny algoritmus poutit, ale vzhledem k tomu, Ze pouiivana
struktura je symetrizaci struktury matice feieného systému, neni &asto tak efektivni jako nékieré
jiné algoritmy. V tomto pfipadé je obvykle nutna pivotace.

Frontilni postup mozno chapat jako jakési zobecnéni pasovych feditii, kde operace jsou providény
ponékud odlifnym zpisobem. Z toho plynou i stejné pozniamky k jeho pouzivini na modemich
poéitatovych architekturach. Vyvoj multifrontalniho algoritmu byl ovlivnén z velké édsti podnéty



z potitatovych architektur. Vice pracovnich matic umoZiiuje soub&2nou praci na vice ¢istech matice
zarovein a to se di efektivné vyuzit v paralelismu, ktery zde nesledujeme - v multiprocesorovém
paralelismu. Zpracovini téchto ¢asti v hustjch pracovmich maticich umoZiuje pHimou vektorizaci
krokil algoritmu. Je vyhodné, dokazeme-li veskeré pracovni matice umistit ve vyrovnivaci paméti.

7 Metody ortogonalniho rozkladu

Jak jsme jiz uvedli, efektivni provadéni ortogonilnich rozkladii je klitem k fedeni lineirniho problému
nejmenéich étverct vznikajiciho napiiklad v iloze linedrni regrese.

Struéné shrime vyhody a nevyhody zikladnich tH metod ve vztahu k iloze a poé:ta.éove archi-
tektute,

QR rozklad matice A metodou Givensovych rotaci (viz [15]) spodivd v jejim ptevedeni na trojihel-
nikovou matici R postupnym vynulovinim poddiagonélnich prvki matice A. Prvky jsou pfitom nu-
lovany jeden po druhém. Jednotlivé kroky mohou byt interpretoviny jako nisobeni matice A sleva
matici rotace v urtité rovin prostoru R™. PH této operaci nulovini jednotlivého prvku dochézi ke
zméndm v rozkladané matici, ale pofadi jednotlivych ortogondlnich transformaci se di uriit tak, Ze
kaidi pozice se nulu]e jen Jednou Nevyhodou je velké mnoZstvi neoumerickych manipulaci a ta-
ké vétii polet operaci ve srovnani s jinymi metodami. Ulobu lze vektorizovat, metody vektorizace
viak nejsou piili§ pfimodaré a efektivitou zaostdvaji u velké 2dsti problému za efektivni vektorovou
implementaci jinych metod. Vyhoda tohoto postupu je vétdi selektivita nulovanych posic. Situaci si
piiblizme na obrazku 6.3. Chceme-li eliminovat element (3,1), pak pro eliminaci pouijeme Givensovu
rotaci uréenou fadkovymi indexy 1 a 3. Struktura matice této Givensovy rotace je nasledujici:

Obr 7.1: Struktura matice Givensovy rotace uréené k nulovdni prvku (3,1) v matici z obrdzku 6.3.

Po jejim provedeni je tedy vysledna struktura fadka 1 a 3 s vyjimkou eliminovaného prvku rovna
sjednoceni struktur téchto tadkd. Nevyhoda velkého mnoZstvi manipulaci je zfejma, uvédomime-li
si, Ze pro kazdé vynulovini potiebujeme nalitat dva fidkové vektory.

Drubou moznosti, kterd nas bude hlavné zajimat, je poukit metodu Householderova zrcadleni (viz
[15]). Zikladnim rysem této metody je soubéZné nulovén{ vice poddiagonilnich prvki 2istf sloupcii
tak, abychom ziskali trojtihelnikovy faktor R {Pfesndji, hovotime pouze o zikladnim zpusobu pou-
#t/ Householderovych zrcadleni, kdy pivot je vybirdn 2 naddiagonilnich prvku rozklidané matice).
Jednotlive ortogondini transformace maji tvar

I-auul,

kde auTu = 2. Vektor u je ptfitom konstruovin z &isti sloupce v nil jsou viechny elementy kromé
prvniho nulovany.

Formilné mileme pro Houscholderovo zrcadleni napsat:

A=Q.,Q.-....Q.(g)

pro néjaké prirozené k, kde matice QxQx-y...Q) jsou ortogonilni transformace vise uvedeného
tvaru. V algoritmu Givensovych rotaci jsme mohli rozklad vyjidtit obdobné. Poutitych ortogonalnich
transformact by viak bylo vice.



V této metodd je datovych manipulaci vyrazné ménd, cot indukuje lepdi motnosti vektorizace.
Ukaime nyni jeden zpisob, nedivno zavedeny, ktery umodiuje jeité slepdit vyhlidky na vektorizaci
(viz [24]). Tento zpisob se nazyvi tét kompaktni schéma QR rozkladu.

Produkt k Householderovych zrcadleni miZe byt zapsin ve tvaru jako soutin matic nisledujicim
zpisobem:

(I - aju;ul) = I - YTTT,

kde Y = (u;,...,us) & T je horni trojibelnikovd matice odpovidajicich dimeazi. Teato fakt mize
byt snadno ovéten matematickou indukci: Mime-i V =1 - YTT?, pak

V(I-auur).-:I—(Y u)(f; :)(Y u )T,

kde A = aTWTu,

Prvni vyhoda uchovivéaf soutinu matic ortogonilnich matic prostiednictvim Y a T' je mendi
mnodstvi poudité paméti. Vytviten{ téchto matic je navic bohaté na operace typu matice - vektor.
To jsou viak operace, které jsou zahrauté v knihovnd BLAS2, a tedy velmi dobie vektorizovatelné.

Cely algoritmus QR rozkladu miteme dile aplikovat blokovym zpiisobem a dosihneme toho, 1
velki ¢ist operaci bude niletet dokonce BLASu3. Proces si snizornime pro piehlednost na matici
rozdélenou na dva sloupcové bloky.

Nejprve rozloZime matici odpovidajic{ prvni blokové 2dsti pomoci Householderovych zrcadleni.
Z poutitych ortogonilnich transformaci spotitime odpovidajici matice Y a T. Aplikujeme-li teato
vysledek na matici A, pak dostivime:

A=(I—YTYT)(}:* i{)

kde R, je jiz vypolteni &ist horni trojihelnikové matice. Sloupcovy blok (i{) je vypotten po-

moci operaci z knihovny BLAS3. Algoritmus je tedy vektorizovin s vysokou itinnosti a blokové
uspotidani té2 umotiuje dobrou lokality jednotlivych blokovych krokid. Potet sloupcovych bloki, na
ktery rozdélime matici, tedy zvolime tak, aby co nejlépe vystihoval hierarchii a piesuny dat v najem
paméfovém systému.

Rozepiteme-li algoritmus Householderova algoritmu prosttednictvim cykld se saméaitelnym pofa-
dim, pak opét piichizime k problému komunikace probiraném vyide. Vzhledem ke komplikovanéjdim
opetacim jsou mo2né pouze th uspotédéni, lidici se efektivitou. Zijemce odkasujeme k [23].

Treti zikladni zpdsob rozkladu - modifikovany Gramm-Schmidtdv algoritmus (viz [3), (5]) aeni tak
tasto poutivin pro tuto slohu ptedeviim proto, de ortogoniini matice spodteni timto zpisobem trpi
numerickou ztritou ortogonality vyrasad vice net v ptedchosim plipadé a tim je ovlivnéna kvalita i
tedeni algoritmem v blokové formulaci. Jeho vyhodou je jeitd vétdi prizratnost algoritmu. Vektorové
operace providéné v jeho pribéhu pracuji nad vektory stejné délky m.

Obratme nyn{ pozornost k QR rozkladu v ptipadé, Ze rozklidani matice je Hdki. Jak jsme se
zminili, zde budeme mnohem vice na vizkich, zda poudit metodu Givensovych rotaci, nebol pak
mizeme nulovat poddiagonilni elementy mnohem specifittéji s mensim zaploénim matice v priibéhu
vypoétu. Vzhledem ke komplikovanosti datovych struktur v plipadé tidké matice je metoda Givenso-
vych rotaci dnes Zasto pouzivina (viz [12]) a je implementovina ve znimé knihovné SPARSPAK-B.
Metody, které pouzivaji Householderovo zrcadleni pro Hdké matice, jsou v dnedni dobé intenzivné
rozvijeny (viz {14]). Obralme pozornost na variantu algoritmu podobnou multifrontilaimu postupu
z kapitoly 5.

Méjme ddnu matici A se strukturou nenulovych prvki jako na obrizku 7.2. Zpracovivejme ji
pomoci sekvence Householderovych zrcadleni v péti krocich, z nichZ kazdy odpovidi jednomu sloupci
matice, na jehoZ zakladé se spoéita piisluina ortogondlni transformace.
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Obr. 7.2: Struktura matice rozklddané ortogondinimi transformacemi.

V prvnim kroku spoéitime transformaci na zdklad® prvki prvaibo sloupce. Ovlivnény jsou pouze
prvky v fadcich, které maji nenulovy element v prvnim sloupci, tj. prvky v Hdeich 1, 3, 4. V drubém
kroku upravujeme vysiednou matici po ulofeni prvniho tdku faktoru R, ktery byl spotitéa v prvnim
kroku. Matice se kterou pracujeme v drubém kroku ma tedy sloupcovou i #idkovou dimenai o jednitku
mensi. To je onen vyse inzerovany rozdil proti modifikované Gramm-Schmidtové metodé. Viimnéme
si nasledujicich detaili: Vzhledem k tomu, 2e v kaidém sloupci rozklidané matice muge byt jen
nékolik nenulovych prvki, je moiné nisledujici varianta. Elementy zpracovivané v urtitém kroku
jsou natteny do husté pracovni matice a zde zpracoviny. V prvnim kroku pottebujeme jen matic
dimeanze 3 x 3. Druhy postieh je ndsledujici. Pro provedeni druhého kroku rozkladu nepottebujeme
3idoy 3 prvki upravenych v prvnim kroku. Data siskand v prvnim kroku tedy mohou byt uloZena
nékde v pomocné datové struktufe a poutita v néjakém dal3im kroku. Toto nis stavi pied nésledujic
problémy intenzivné fedené v soutasné dobé:

1. Nalezeni struktury zivislosti dat pouZivanych v jednotlivych krocich rozkladu a
2. nalezeni efektivniho uloZeni tisteéné zpracovanych dat pro algoritmus rozkladu.

Straktura sévislosti dat, jak je dnes poutivina, odpovidi eliminatnimu stromu zminénému v mul-
tifrontilnich metodich vytvoieném pro matici ATA (viz {19]). Pro ulofeni tistetné zpracovanych dat
byls nalegena efektivai struktura (viz [18], [20]), kterd je také dile zdokonalovina. Piehled tohoto,
dnes asi nejperspektivnéjitho, schématu pro ortogonalni faktorizaci Hdkych matic je uveden v {22].

Vyvoj tohoto algoritmu byl ovlivnén nisledujicimi koncepty:

o Piechod k Householderové metodé zrcadlen{. Tato metoda ma pro husté matice teoreticky maly
potet operaci. Piestoze z diivodu velkého zapinéni (velky potet nové vaniklych neaulovych prv-
ké v pracovnich strukturich) mize celkovy polet operaci ptevylit mnodstvi operaci nutné pi
pouZiti Givensovych rotaci, dilesity je té2 maly potet datovych piesuni ve srovnini s metodou
rotaci.

o Mo2nost lepdi vektorizace algoritmu zalodeného na Householderové metodé zrcadleni z divodi
piimého adresovini elementii ve vnitinich cyklech. Uchovavini meziprodukti v ptimo adreso-
vanych strukturich. Vzhledem k sloZitosti uschovivin{ meziproduktd v priibéhu algoritmu je
viak piima adresace poutivina asto i v metodé Givensovych rotaci.

o Moinost pouiit operace BLASI.

Spojeni uvedenjch koncepti s rozdélenim matice na bloky je dnes zikiad solidniho systému pro
QR rozklad, a tim i pro fedeni linedrniho problému nejmendich &tvercd v piipadé rozséhlé tidke
matice soustavy.
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