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Jednim 2z prvnich problémi, kterym se zabfvala matematicki
statistika od poéditku své existence, je regresni model. PIi Iedeni
praktickych problémd se viak <casto setkivime s nutnosti zabyvat se
nejen modely linedrniho vztahu sledovanych veliéin, ale é&asto 1 se
slozitéjsimi modely. Prédce se zabyvad nelineirnim regresnim modelem, ve
tvaru y=g(x,8)+c, kde y je zivisle proménni, x je nezivisle proménni, €
nezném¢y parametr, ¢ ndhodnd chyba a g(.) regresni funkce zniméhq
analytického tvaru, nelinedrni v parametru 8. V principu mohou nastat
dva pripady :

1/ existuje transformace regresni{ funkce na linedrni tvar (jako
ptiklad miZeme uvést model s regresni funkci 5% ). V praxi se tento
model re3i <&asto prdvé touto transformaci. Dile byvajli vétiinou
pouzivdny metody odhadu v linedrnim regresnia modelu. Je viak nutné si
" uvédomit, 2e touto transformaci se dopoustime zivainého zkresleni chyby
¢ a jejitho rozloZeni, je tedy nutno odhadovat parametry v piuvodnim
regresnim modelu. .

2/ Neexistuje transformace regresni funkce na linedrni tvar (jako
ptiklad miZeme uvést model s regreani funkci 139“‘)x - .9(2): }. Pak
mime situaci v rozhodovdni o volbé metody jednoduisdi - je nutno Vv
kaZdém pripadé pouzit nékterou z metod nelinedrni regrese.

Bé2inymi poZzadavky, kladenymi na regresni model, plesnéji teleno na
nihodnou chybu &£ jsou pfedpoklady :

1/ Chyby €,...,€_ jsou nezdvislé, stejnd@ rozdélené.

2/ Rozdéleni ¢ jJe symetrické okolo 0.

3/ Rozdéleni ¢ Je normilni s nulovou stfedni hodnotou a s koneénym
rozptylenm.

Samozfejmé je moZno diskutovat o viech téchto ptedpokladech. Prvni
ptedpoklad je nejménd omezujici a Je éasto prfijimén, ale o druhé
ptedpokladu je jiZ moino v praxi &asto polemizovat. Tteti pfedpoklad je
jestd vice omezujici. Za tohoto pfedpokladu je bezpochyby nejvhodnéjsi
odhad metodou nejmendich é&tvercu. Casto se viak setkivime s problémen
odhadu parametri v modelu kde neni splnén tteti nebo dokonce ani druhy
pledpoklad. Byvd to zpusobeno bud tim, %2e chyba ¢ nemid normdlni
rozlozeni (&asto se jednd o rozloZeni tézkymi chvosty) nebo se jedna
o velidinu, kteri je kontaminovina néjakym jinym rozdélenim. Nemusi se
dokonce ani jednat o symetrické rozloZeni.
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K fe3eni tohoto problému v modelu parametru polohy a v regresninm
modelu byly navrZeny rizné robustni metody.

Price se zabyvd jednak konstrukci ale i statistickymi vliastnostmi
regresnich a-kvantild a odhadd zaloZenfch na téchto regresnich
a~kvantilech. K dikazu jsou pouzity rUzné teoretické vysledky,
ptedeviim souvisejic{ s praci D.Pollarda [18] o vlastnostech
empirickych procesi indexovanych mnoZinami (Vapnik-Cervonénkisvy
tridy).

Mé jme nelineidrni regresni model

Y, = g(x;,0) + gy i=1,...,n (1)

kde g(x,8) je spojitd funkce vektorovich parametrd xeXcr],
9-(90, 8, .. .,o’)’cecn"", kde © je kompaktni mnoZina.

ProtoZe uvaZujeme model s aditivni chybou ¢ je pro
konstrukci kvantild nutné aby regresni model obsahoval také aditivni
neznimy parametr. Pokud tomu tak neni Jje nutno pro konstrukci
regresnich kvantill tento parametr pfidat k regresni funkci.

Pfistupme nyni k vlastnimu problému. Podobné jake R.Koenker a
G.Bassett [12] v 1linefrnim modelu definujeme regresni kvantil v
modelu (1) (viz. Prochiazka [20]).

Nejprve oznaéme funkci pa(.) :

P 2) =az proz 20 (2)

=(a-1)2z proz < 0
a2 jeji derivaci zprava

iu(z) = o pro z & 0 (3)
= (a~-1) pro z < O

Definujme nyni regresni kvantil :

DeEFINICE 1:

Pro a€(0,1) nazveme regresnim a-kvantilem v modelu nelineirni
regrese (1) vektor Qan, ktert minimalizuje

Zpa(yl—g(xl,'l‘)) pro Te®.
[ 3

Pro takto definované regresni kvantily je v préci odvozena
asymptotickd 1linedrni representace a z ni plynouci asymptotick4
normalita. )

Definice regresnich kvantill pak pfimo nabiz{ zobecnéni na odhad
lineirni kombinace regresnich kvantilu:



DEFINICE 2:

Méjme pevné k, Xkonstanty 0(“1“':(' - <¢.<1 a véhy LARERTA N
takové, 2e wz 0 a L v, = 1 Pak odhadem 6 1linedrni Xombinaci
regresnich kvantild nazvesme odhad :

.,

i=1

Dile se zabjveime moinosti definice useknutého odhadu. PouZijme
myllenku 2z &lénku Prochézky (20]). Tato definice je zobecnénim
useknutého odhadu, ktery zavedli v linedrnim modelu Koenker a Bassett
{12] na nelinedrni regresni model. K tomuto Gidelu pouzijeme regresni
kvantily. Useknuty odhad v modelu nelineirni regrese charakterizujeme
jako fedeni minimalizace :

2
ZI[g(xl,Qu)syls alx,.b_ )11 9T (a)

i=1
Vzhledem k T&O,

Tento odhad je jiZ zaveden v &linku Prochdzky {20}, ale neni zde
studovdno jeho asymptotické chovidni. Nejdfive viak oznaime diagondlni
matici A fidu n»n jeji% i-ty diagondlni prvek je

3, 1" Tig(x,, 0)+F (a)sy,s glx,,0)+F  (1-a) ]
a matici ﬁn, jejiz diagondlni prvky jsou :

fin™ Trg(x,8) = y,5 gtx.8 )]

Reseni minimalizace vyrazu (4) je ziejmé& fedenim soustavy rovmic
D'k (y - g(T)) = o, (5)
kde y = (y,,...,¥,)" 2 g(z) = (q(xl,z),...,g(x.,z))'.

Soustava rovnic (5) midZe obecnéd mit vice kofenld. Price ukazuje, 2e
existuje alespofl jeden kotfen, ktery je n'? konzistentnim odhadem 6;
pro libovolny takovy kofen je odvozena jeho asymptotickdi representace a
asymptotickd normalita.

V této souvislosti definujeme a-useknuty odhad :

DEFINICE 3.:

Necht éa a 31_ « jsou regresni kvantily. Pak a-useknutym odhadem v
podelu nelineidrni regrese nazveme libovolny kofen e:a soustavy
rovnic (5), ktery vyhovuje

n(67 - 6]l = 0 (1) ptin — w



Diive ne2 pfistoupime k formulaci jednotlivfch vét, je nutné klist
jisté pozadavky na model. Aby vibec mélo smysl model uvaZovat je nutné
zajistit aby plin experimentu nebyl degenerovang:

Al  Necht pro kazdych p+l navzidjem raznych bodu

(yl, x‘), cees (ypu,x‘m) existuje nejvyde jedno 6€8, takové, Ze

yl=q(xl, e),... ,yw‘-g(xp",o) .

Dile je bezpochyby nutné poZadovat aby nezndmé parametry regresni
funkce byly jednoznaéné odhadnutelné
A2 g(x,z) ryze monoton{ v kaidé sloice z, s parcidlnimi derivacenmi,
jak prvého, tak i druhého £idu, omezenjmi konstantou K stejnomérné
x x&X.

Ikdy2z tyto odhady jsou konstruovény jako robustnf{ vzhledem k
rozdéleni chyb, je samoziejmd@ nutné uvaZovat jisti minimélni omezeni
tohoto rozdéleni{. podobn& jako v lineirnim modelu pfedpoklidejme tedy:

A3 €5, i=1,...,n jsou nez&vislé, atejné rozdélené nihodné veliéiny s
hustotou 0 ¢ f(x) < x* pro xeR' a se symetrickou distribuéni
funkci F(x). Takovou, 2Ze existuje k>0 a K>O0 takovi, 2Ze k<(f’'(x)<K

na néjakém S-okoli bodu F'(a), &>0.

Ptedpoklad symetrie rozloieni viak neni zdaleka nutny, je pou2it
pouze pro zjednodudeni jednotlivych tvrzeni.

Daldi{ pfedpoklad na regresni funkci, <¢&asto pouZivany Vv
nelinedrnim regresnim modelu i u odhadu metodou nejmendich dJZtvercu
(napt. Prakasa Rao [23]), zajistfuje jednoznaénost existence odhadu.

A4 Existuji konstanty kl,k; tak, Ze pro kaZdé n>n a al,ezce je :
fn

k1|et-e:|’s _IIT' Z[g(xl'al)-g(xl'ez)]z‘ kalen'aalz'

i=1

Posledni pledpoklad zajistuje spoleéné s piZedpokladem Al
nedegeneronanost plinu experimentu, je to obdoba pZedpokladu béZné
pouzivaného v lineirnim regresnia modelu pii konstrukci useknutjch
odhadt (napf. Juredkovi [9]) :

A5 Existuje pozitivné definitni matice Q takovi, Ze :

a(x ,T) ag(x,t)
S e M
T=0

i=1

e]."ouo . 'P
ke0,.. .

Nejprve se vénujme regresnim kvantilim. Zvolme tedy né&jaké pevné
a€(0,1). Pak lze dokidzat tuto vétu o konzistenci odhadu regresniho
a-kvantilu :



VETA 4.

Necht v modelu (1) plati Al az A5 pak je
Q“- ﬂu._- e, = op(l) ptin — o,

kde
-1 .
ea - (a°+r (u).av....a’) .

Oznaéme podobnd jako Pollard [18]
E  =¢ - ¥ ' (a)

1,Q
8 (x ,0+T)
D = nt? [ I ] ] latici nx{p+1)
T=0 | 1=1,
.---.’
¥(a) = [\ta(E,.G) ]M L W (a)=D!¥(x) -a P= DD

Nésledujici véta ndm jiZz dévd asyaptotickou representaci
regresnich a-kvantild v modelu (1).

VET A 5

Necht v modelu (1) jsou spinény plfedpoklady Al az AS. Pak pii
n — o plati asyamptotickd representace

= (B o) = iy TR

Disledkem této véty je viak i asymptoticki normalita odhadi regresnich
a-kvantilu :

VET A 6.

Necht v modelu (1) plati Al aZ AS5; pak
Va (9.(“)’9.(“)]
m4 asymptoticky normilni rozdéleni se stfedni hodnotou 0 a kovarianéni

matici :

var ea a(l-a)

£2(F ' («))

Q! xde @ = lim D'D
A 2

Tyto véty nim poskytuji moZnost odvozeni asymptotickych
vlastnost{ ruzng¢ch odhadl parametri @ konstruovanych pomoci regresnich
kvantild. Pro nejjednodu3i z nich, llodhad (regresni medidn), lze tyto
véty pouzit primo a navic je to odhad kterym se zabyvali i jini autofi.



Nisledujfic{ véta popisuje asymptotické rozdéleni a*.
vETA 7

Necht v modelu (1) plati Al aZ A5. Pak mi o asymptoticky
normilni rozdéleni se stfedni hodnotou

k
L -1 ¢
ES = (9o, + E vE'(a,),0,...,8)
im}
as varianéni -atici :

v, v (a Ad - a o )
var B* = RNUE B Y
Z Z z(r“(a ))f(!"(c ))

i=] )=t

V praxi se nékdy v modelu parametru polochy nebo v linedrnim
rsgresnim modelu pouZivd Gastwirthiv odhad (viz. napfZ kniha D.Hampla a
kol. {4] ). Pokud bychom chtélli tento odhad zobecnit na obecny regresni
model, tak se ndm pfimo nabizf pouZiti regresnich kvantild. Sestrojime
tedy 8 zobecnény Gastwirthiv odhad parametru & nelinedrniho regresniho
modelu (1) ktery definujeme :

8° = 0.3 ém + 0.4 9m+ 0.3 ém

Podle véty 7 mi za plfedpokladu Al aZ AS 8° asymptoticky normdlni
rozdéleni se stfedni hodnotou & a kovarianéni matic{ :

-1
vuéannq

kde x = —0:02 v = 0.04 4 . 0.02 .
£2(F '(1/3)) £X(F'(1/2)) £H(F '(2/3))
+ 0.02 + 0.02 +
£(F'(1/3))2(¥F"(1/2)) £(F*'(1/2))2(F ' (2/3))
0.01

+
£(F' (1/3))2(F ' (2/3))

Zabyvejme se konedné useknutym odhadem 9;1 zavedenym v definici 3
k formulovini vét o asymptotickém chovidni odhadu bude nejprve potieba
zavést nisledujici oznadeni:
e =(e,....,.e ) , ¥ = (y,....7.)" , g(z) = (g(x,z),...,9(x_,2))’

a funci ’a(E)'(Pa(cx)'""'a(ea)' , kde pa(x)je funkce Hubrova typu:

x F ' (a) s x s F (1-a)
p,(x) = { F(1-a) x > F ' (1~a)
F(a) x ¢ F Y a)



Nyni jiZz koneéné miZeme formulovat ndsledujici vétu:
VETaA 8.:

Necht Q;n je a useknuty odhad v modelu (1) z definice 3. Pak za
ptedpokladd Al aZ A5 pfi n — @ je :

wa At 1l s T
n' (8] - 6} = =3 Q7D #,(e) + 0 (1)
a tedy n“m{ézn ~ 9} m4d asymptoticky normdlni rozdéleni

¥ (0 ,00a,F)0" )

-"!(a)
kde a§ - 1 < { x’a;(x) + 2a(F ' (a))? }
(1"'2‘!) E‘lta)

. Za zminku stojf i to, %e v speciilnim piipadé lineirni regrese
tato véta poskytuje asymptotickou representaci useknutého odhadu
metodou nejmendich &tvercl stejnou jako v linedrnim modelu (viz.
Ruppert a Carroll [26]). '

Dalsi moZnost definice useknutého odhadu by mohla byt zaloZena na
zobecnéni definice L-odhadu pouzité v préci Serflinga (44 ) pro
parametr polohy a jejiho zobecnéni na linedrnf regresni model, které
navrhl Koenker a Portnoy(13).

Tento odhad 1lze definovat jako integril regresnich kvaantild
vzhledem k vhodné mife na podmnoZindch intervalu [0,1], coZ je motno
chipat jako zobecnéni 1lineirni Xkombinace koneéné mnoha regresnich
kvantild na nekoneéné mnoho.

Navrzené odhady, pledeviim odhady regresnich kvantild a useknuté
odhady majf uplatnéni viude tam, kde se vyskytuje nelinedrni regresni
model a kde je nutno poditat s vyskytem odlehlych pozorovéni, nebo s
jinym neZ normilnim rozdélenim chyb. K ilustraci jejich vlastnosti je
moZno pouzit jednak simulaci nebo redlnych dat. Chovini téchto odhadi na
simulovanjch datech v modelu 1line8rn$ kombinace dvou exponenciel je
ukézino v &linku Prochézky [21]. V prdci {22] byly pouzity piiklady z
lékatského vyzkumu, a to jednak vysledky testu ELISA, ktery vede na
model logistické zivislosti tvaru :

g(e,x) = eo+1l(1+exp(-a‘+eix)),

dile dva farmakokinetické modely, jednak Zifeni teofylinu v krvi :
9(9,t)-9°+91exp(-szt)-eaexp(-e‘t)

a podobny{ model vyludovani izotopu manganu z téla potkani.

Na z4vér si jedté ukiZeme data i vysledky jednoho z praktickych
modeld pouZitych v prdci a to pfipadu logistické regrese. V
nasledujicich dvou tabulkidch jsou zobrazeny jednak pouzita data ale i
hodnoty ruznych odhadi parametru 8. Pouzité odhady jsou:



1, - odhad metodou nejmendich d{tvercd 1 - odhad metodou nejmensdich
absolutnich odchylek (’'regresni{ medidn’), TLS - useknuty odhad
metodou nejmensich é&tvercl a Q«1, Q.9 regresni kvantily. Hodnoty S
jsou hodnoty minimalizaéniho kritéria.

Data : Odhady parametrd :
Redéni} Absorbance odhad S e, e, e,
1 0.920 0.852 1: 0.1279 0.6689 3.0775
2 0.872 0.752
3 0.742 0. 736 1l 0.5080 0. 6902 2.8503
4 0. 433 0.510 TLS 0.0208 0.6518 2.8119
S 0.689 0.431
6 0.204 0.271 Qc.1)| 0.1845 0. 6430 2.8032 -0.0825
7 0.106 0.187 Q¢.#| 0.3078 0.6576 2.9287 0. 0455
8 0. 049 0.109 :

Tyto naméfené hodnoty a odhadnuté regresni funkce jsou zobrazeny Vv
nisledujicia grafu,. '

Koncentrace

V grafu je zfetelné vidét, Ze lz-odhad je vyrazné vychylen
pozorovanim v Xoncentraci S, dokonce tak, Ze se bli21i odhadu horniho
regresniho kvantilu. ostatni odhady jiZ nejsou zdaleka tak citliveé,
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