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1. Gvod

Nelinedrni regrese se v technickych aplikacich pouziv4
velmi casto prfi konstrukci matematickych modeld. Pro tyto
Ucaly véak 3Jji2 obecné nepostacduje klasické kriterium
nejmendich ¢&tvercld odchylek (MNC), ale 3je tifeba modelovat
i struktury chyb.

\'4 tomto prispévku je nejdfive struéné pojedndno
0 jednotlivych fazich matematického wmodelovdni s vyuZitim
regresnich metod. Druh& &4st je zamdrfena na vyuziti nékterych
technik transformace a viZeni pro zlepd#enf{ rozdéleni chyb,
resp. sniZ2eni vwvliwvu nelinearity modelu na statistickou
analyzu odhadi.

2. Modelovdni s vyuZitim regresnich matod

Pod pojmem modelovdni se obecnd chédpe z&mérnd &innost
pfirazujici zkoumanému systému (origindl objekt) jiny znamy
systém (fyzikadlni, abstraktni) zvany podel. Pri konstrukci
modelu se vyuzivd vhodnych kriterii vyjadfujficich miru shody
8 jistym rysem origindlu. V fadé praktickych ptipadld se
konstruuji modely matematické, které 1l1lze relativné snadno
pouiit (napf. pro optimalizaci atd).

Viastni postup modelovani Jje vyrazné ovlivnén typenm
modelovanédho systénmu.

Relativné nejjednodussdi Jje konstrukce modeld pro
neslozjité, malé a_dobfe organizované systémy (laboratorni
experimenty v idealizovanych podminkdch). Modely téchto
systému vychdzeji 2z fyzikdlné chemickych zdkond a zavisi na
relativné malém poétu parametri s definovanym fyzikdlnim
vyznamem. Je obyc¢ejnéd také znidmo, v jakém rozmezi se mchou
parametry pohybovat. Pokud lze zAvislost mezi vystupni (vy-
svétlovanou) a vstupnimi {vysvétlujicimi) proménnymi
znazornit, jsou patrné nejen trendy , ale také lokalni
tvarové zvldstnosti. V anglosasské 1literature se dasto tento



typ uloh oznad¢uje jako "curve fitting”.

Je zajimavé, fe také u velkych, Spatné organizovanych
systém) (typickych pro behavioristickéd védy) neni postup kon-
strukce modelli relativné slo2ity. Vzhledem k existenci rady
proménnych a nezachytitelnych vlivi se &asto pouiivd modelt
ve tvaru Taylorova rozvoije nezndmé funkce obydejné do
maximélné kvadratickych <&lena. Pro zjisdténi vyznamnosti
jednotlivych vysvétlujicich proménnych a Jejich interakc:
tento postup dZasto vyhovuje. Jde o klasicky pfipad regrese
(v tadé dloh lineé&rni).

Nejvice Xxomplikované 2z hlediska modelovani jsou védy
technickéd (primyslové experimenty). Zde se obycejné pracuje
s hife organizovanymi "djfusnimi” systémy, kde sice plati
fyzikdlné chemické zdkony, ale jejich vliiv je "maskovan" méne
zndpymi, nepopsanymi vlivy. Datové orientované modely typicke
pro velké i dpatné organizované systémy neumoiZniuji stanoveni
modelovych parametri fyzikélni povahy. Na druhé strané jsou
véak modely vychdzejici z fyziké&lnich predstav silneé
zjednodudené a nepopisuji obyc¢ejné dobrfe chovani originalu.
Typickym jevem je zde multimodelovost a vlastni modelovani se
stidvA témér "uménim”.

V mnoha pripadech se postup modelovidni méni v zAvislosti
na ¢cilli modelovéni. Je zfejmé, Ze modely pro uely predikce
mohou byt tvofeny jako datové zavislé (kriteriem Jje shoda
modelu s experimentem). Na druhé strané modely gtrukturni
musi byt v souladu s hypotézami a teoriem o modelovaném sys-
tému.

Omezme se v dal3im na 3jednu specidlni tiidu modeln,
kterou 1lze oznac¢it Jako ahodnym
rudenim.

Vysvétlujici proménné x, necht 3jsou deterministické.
Tyto proménné pZi pusobeni na orgindl vyvolaji méritelny
dusledek y*, ktery lze vyjadiit deterministickym modelem

y* = 5(3_.9_:.) (1)

kde f(.) je modelovd funkce a a jsou modelové'parametry.
Disledkem zpUsobu mérfeni velic¢iny y*, kolisdni nastavenych
podminek a nezachytitelnych vlivd je vyslednd vysvétlovanr:?



velié¢ina y nahodna

y:: G(y*.e) (2)

Zde symbol e oznaduje souhrnnou chybu {povazuje se za
nahodnou velic¢inu charakterizovanou napt. hustotou
pravdépodobnosti p(e)) a G(.) vyjadfuje pravdépodobnostni
model pusobeni poruch. '

Obecné je tedy tifeba pfi modelovdni téchto typld dloh

hledat deterministicky model f(xX,a) a pravdépodobnostni
model p(e). Ve velkéd vétéinéd pitipadd se v praxi vénuje
pozornost pouze specifikaci modelu f(x,a) s tim, 2e se
predpokladd aditivni model piscbeni poruch

G(§(x.2),e) = {(x,0) +&e,4 (3)

Zde je smérodatnd odchylka, e; Jje néhodnid velicina
s nulovou stfedni hodnotou a 3jednotkovym rozptylem. Pokud je
pleg) hustota pravdépodobnosti normovandho normdlniho
rozdéleni lze aplikaci metody maximilni vérohodnosti dospét
ke kritériu MNC. Neplati-1i vdak model (3), miZe byt pouziti
MNC zdrojem toho, 2e neni 3jinak korektni model £(x,a)
prakticky akceptovan. '

Z toho plyne, %e podcenéni konstrukce pravdépodobnostni-
ho modelu 3je jednou z pfi&in moiného nezdaru celého procesu
modelovani.

3. Postup pfi modelovani

PFi modelovdni deterministickych systémd s nAhodnym
rusenim se béZné vychézi z experimentu provedeného na
origindlu. Vysledkem je N-tice hodnot vysvétlované (vystupni)
proménné y;, pro zvolend nastaveni vysvétlujicich proménnych
Xj- Tyto vysledky experimentu lze chadpat jako N-tici bodl
v E®*l rozmérném prostoru.

Vliastni postup modelovani se obecné sklddd z téchto fézi:
1. Definice dlohy

2. Realizace experimentu

3. Konstrukce deterministického modelu

4. Konstrukce pravdépodobnostniho modelu



5. Adjustace modelu
6. Verifikace modelu

.V katdé fazi zAleZi zejména na znalostech o modelovaném
systému a zkudenostech modelujiciho. Plati zde v plné mirfe
vyrok “Experimentétor vi vZdy o problému vice neZ Jjeho
po&itad™. Na druhé strané pravé pouzit{ poéitade umoiiniuje
zahrnuti obecnéjséich typu pravdépodobnostnich modeln
a diskriminaci mezi nimi.

3.1. Definice \lohy

Tato etapa se povaiuje velmi casto za zcela trividlni.
V mnoha p#ipadech Jje viak pravé nejasnd definice cile
podelovéni zdrojem fady problémi. Napr. dloha "vyhlazeni
modelu” za Géelem niasledné numerické derivace, resp. integra-
ce modelu (&ast4d tieba v chemii) se da& jednoduse Fesit
s vyuzitim regresnich spline modelu, vyjadfenych jednoduse ve
tvaru useknutych polynomi (4]

E(y/x) = é""i*i + sz:. bL(x-%:L)": (4)

Zde t; Jjsou tav. uzlové body (mista styku loké&lnich polynomi
stupné n), Symbol (x), je useknutd funkce, pro kterou plati

(x), = X pro x > 0
(x), =0 pro x 4 O

Je ztejmé, 2e pro zvolené t; L = 1.. Kk je viloha odhadt para-
metrd (aj,bL) J=1..m L=1..Kk ulohou linedrnf{ regrese.
P21 interaktivnim zpisobu volby uzlovych bodd na displeji lze
" snadno modelovat i velmi kmplikované polymod&lni zavislosti,
pro Xkteré Jje nalezeni matematickych modeld Jjinak takrka
nemoZné.
Také v situacich, kdy Jje treba hledat optimdlni podminky
funkce systémi (diloha extremalizace) postaduje misto
konstrukce slozitych modeld pouZiti polymonu nizkého stupne,
pfipadné spline polynomi.

v tadé& praktickych iloh tedy mule spravna specifikace
cile znaéné ulehé&it vlastni modelovani.



3.2. Realizace experimentu

Obecné je treba pfi vlastni realizaci experimentu
stanovit experimentalni oblast (obyc¢ejnd jako rozmezi vsech
vysvétlujicich proménnych) a zpusob jejiho “zmapovani®, tj.
uré¢eni poloh jednotlivych sloZek x,.

Plati pravidlo, Ze dobrfe napldnovany eaexperiment znacné
ulehéi Jjak numerickou, tak i statistickou strinku vlastni
regrese (odhadu parametri). Na druhé strand fada potiii,
zejména pri vice vysvdtlujicich proménnych tvori
multikolinearita jako typicky pfipad sSpatné pléanovaného
experimentu. h

Z celé rady kritérii pro vhodné plénovadni experimenti,
uvedma pouze tzv. D-optimalitu, kdy se minimalizuje
determinant matice (JTJ)'I. Matice J m& prvky

(55; ) t»4...n
J§=m+ o A

) a; jrl... om |
Obyéejné plati, 2e pro 3spatné postavené modely f(x,a) nevede
konstrukce D-optimdlniho experimentdlniho plénu k vyraznému
zlepdeni. V radé praktickych udloh se také zpracovavaji

(5)

vysledky jiz hotovych (neoptimiélné pliénovanych) experimenti.
V téchto situacich nezbyvd neZ vzit v udvahu moZné dusledky
zpuisobené nap¥. multikolinearitou (4]}.

3.3. Konstrukce deterministického modelu

T kdyZz existuji jistd pravidla pro obecné feseni uUlohy
modelovani (uvedena nap¥. v Descartové spisu “Pravidla o ri-
zeni rozumu®) nelze nalézt universdlni postup.

Pro pr¥ipad konstrukce teidy empirickych modeln
zalozenych na geometrické podobnosti modelu s experimentem
existuje celé spektrum technik vyuZivajicich riznych katalogu
nebo atlasd kfivek a ploch. S oblibou se pouZivaji takové
funkce, ktaeré 1lze linearizovat nebo jejichZ tvar zavisi
jednoduse na hodnotach parametri. Pro Xkonstrukci vice-
rozmérnych empirickych modeld 1lze pouiit také specidlni
metody regresni diagnostiky (grafy konstrukéni proménné, pii-
dané proménné atd.) [4]).

Obecné plati, 2e v praxi se této fazi wmodelovdni vénuje
maximalni pozornost, protoze jde o “viditelny" vysledek celé
¢innosti. .



3.4. Konstrukce pravdépodobnostniho modelu

Tato etapa modelovéni je v praxi bézﬁé zanedbdvana.
Navic se konstrukce pravdépodobnostniho modelu projevi "jen"
na odhadech parametri a jejich statistickém chovéni.

Jde tedy o "skrytou"” &ist modelu, ktera vsak miZe cely
proces modelovéni rozhodujim zpisobem ovlivnit. Pri
konstrukci pravdépodobnostniho modelu G(.) 1lze postupovat
tfemi zpusoby.

A. Sestavit teoreticky model pusobeni chyb na zaklade
znalosti a hypotéz o jejich vzniku a statistickém chovani.

B. Sestavit empiricky, velmi obecny model zahrnujici vétsinu
modelt pisobeni chyb a hledat jeho zjednoduseni pro dany

ptipad.

C. Na z&kladé ovéreni predpokladd MNC (po Jeji aplikaci)
provést jejich zpfesnédni. To se tykad zejména heteroskedasti-
city a autokorelaénich struktur.

Ve druhé <&ésti tohoto ptispévku jsou detailnéji
rozebridny cesty A a B. Postup ad C je vlastné iterativni
aplikace metod regresni diagnostiky, ktera je popsdna napr. v
praci (4]).

3.5. Adjustace modalu

V této etapé se provadi odhad wmodelovych parametru
a jejich statistickd analyza (testy hypotéz).

Oblibeny je Bayesovsky prfistup, ktery lze ¢&asto v kon-
textu wmodelovAni chépat jako zpresnovani & priornich
informaci s vyuZitim informaci ziskanych z experimentu.

Pomoci Bayesovy definice podminéné pravdépodobnosti lze
3 posteriorni hustotu pravdépodobnosti p(a/y) vyjddfit pomoci
3 priorni hustoty pravdépodobnosti modelovych parametra p(a)

a vérchodnostni funkce L{a) ve tvaru
p(ar/y) = 22 P(e) (6)
Py




Bayesovsky odhad a* pak maximalizuje a posteriorni hustotu
pravdépodobnosti, tedy

»

o = max p(x/y) (7)

Pokud nejsou k dispozici a priorni informace © parametrech je
Bayesovsky odhad a* shodny s  odhadem maximalizujicim
vérohodnostni funkci

o 2 max L(a) = max InL(a) (8)

za pfedpokladu, 2%e y; jsou nezdvislé, stejné rozdélené ni-
hodné velidiny s hustotou pravdépodobnosti  p(y;/a) nd
vérohodnostni funkce tvar

L(a) = n P ()ﬁ/g-. | (9)

Pokud plati model méfeni vyjddfeny rov. (2) a chyby e maji
hustotu pravdépodobnosti pg(ys/a), lze snadno uréit, Ze

p(yi/a) = pe[G' (fCx1 .2 )] \°Gy‘> (10

kde G-1(.) je formalné inverzni funkce k funkci G(.). Je
zfejmé, 2e pro aditivni model méreni

G() = yﬁ'ﬁ e
e -1

G =y-y*
a tedy

py/a) = poLy - §(x.2) (1)

Pro multiplikativni model mé&Ffeni
G(C) = y*-exp ()

je inverse

G()=ly- !ny*



Po dosazeni do rov. (10) pak vyjde

ply:/a ‘T%;T . Pe [lny; - In §Cx, 2] (12)

Pro pripad, 2e pol{.) Je hustota pravdépodobnosti]
normdlnfho rozdéleni N (0,02), vyjde po dosazeni 2 rovnice
(11) do rovnice (9) a (8), 2e maximdlné vérohodné odhady
minimalizujf{ kriterium MNC

Sta) = 2 [yi-fGu @] ‘

Podobné resultuje pro multiplikativni model chyb (rov. (12))
kriterium MNC v logaritmech.

Pokud nejsou chyby e nezAvislé, ale jsou charakte-
rizovaAny kovarianéni matici (:e ptedpoklAdd4d se obycejné, :ze
maji vicerozmérnd normidlni rozdéleni. Modeluje se pak pouze
kovaria¢ni matice.

Z vyse uvedenédho je patrné, 2e v fadé& pripada vede

adjustace modelu na problém minimalizace soudétu &tvercu.
Pro tuto udlohu existuje fada specidlnich algoritmi (Gauss-
Newtonovy a Margquardtovy metody Jjsou nejznaméjsi), ktere
umozfiuji vlastni numerickou extremalizaci. Ve sloZitéjsich
piipadech .je tfeba pouiit obecnych optimalizaénich metod
vhodnych pro maximalizaci sestavené vérohodnostni funkce.
(Zndmy je nap?. program MAXLIK v jazyce GAUSS).

P*1 statistickd analyze se vétSinou vychdz{ z predsta-
vy, 2e 1lze v okol{ odhadu a* funkci f(x,a) dostatedné presne
linearizovat. Pak lze vyja&dfit kovariaéni matici odhadu ve
tvaru

D(o) =G"(JTJ)-1 (14)

a provadét statistickou analyzu podle stejnych vztahu jako
u linedrni regrese (pri ndhradé matice X matici J ).

Kvalita 1linearizace souvisi Uzce s nelinearitou regresniho
modelu. DA se také vyjadtit pomoci vychyleni odhadd b. Z hle-
diska jednoduchosti vyjadreni Jje vyhodné poc&itat vychylen:
dle Cooka a Tsale



- T
(273 J'd (15)
kde d je vektor se sloZkanmi

d; = -G tr [(31‘3)‘1‘ G ] /2 (16)

V rov. (16) je tr(.) stopa natice‘a matice (;; nd sloZky
G nf (%, )
L] :
W Qag Qau
Vychyleni odhadl se povaiuje za akcaptovatelné pokud

| 10 bj /a5 | = 1

3‘_"..-“"\ (17)

3.6, Verifikace modelu
V této etapé se ovéruje, zda model:
a) vyhovuje datum
b) vyhovuje A priornim predstavdm o parametrech
c) md dostateéné predikéni{ schopnosti.

V radé pripadi se provddi také diskriminace mezi modely,
pEi které se jesté zohlediiuje to, aby byl wmodel co nejjedno-
dussi (s nejmensiim poétem parametri).

Existuje celd rada technik pro vyjddieni shody modelu
s daty a pro posouzeni jeho predikénich schopnost{.

Jednodude lz2e poditat stfedni kvadratickou chybu predikce dle
vztahu

deF) 3 — 2{: [)ﬁ '{(Jﬁ.,!gzéf))]z

jud

kde 9_:(.;) jsou odhady ziskané pfi vynechdni i-tého bodu
(2&1: Yi)- .

Zobecnénim tohoto postupu jsou wmetody typu * Cross
validation ", kdy se poé¢itaji odhady z “trénovacich" dat
a chyba predikce 2z "ovéarfovacich" dat.



4. Pravdédpodcbnostni modely méfeni

Jak jiz bylo uvedeno lze pifi konstrukci modelu puisobeni
chyb vyuzit bud & priornich pfedstav nebo sestavit obecny
empiricky model. 2de si ukaime obé tyto techniky.

4.1. Teorsticky modal chyb

Teoretické modely chyb se tvofi na zékladé konkretnich
znalosti o modelovaném systému a méticim procesu. Vétsinou se
tyto modely tykaji typu heteroskedasticity nebo autokorelaéni
struktury chyb. Je napf. znémo, Ze u fady pZistrojq, které
mér{ v rozsahu nékolika 24add nelze dodriet poiadavek
konstantniho rozptylu méfeni G>. Je vidak <&asto docileno
konstantnosti relativni chyby méfeni definované vyrazem

Sq = Gs//'f (11192)

Rozptyl méteni Jje pak modelovdn Jjako Kkvadratickd funkce
hodnoty regresniho modelu

D(Y:) 3 Goz fz(l.i .9_') (18)

Pokud plati ostatni standardni pfedpoklady o chybidch méreni
vede poutiti rovnice (18) X modelu

Y’f(l‘.._@_) *'Go"f(.’.‘_.g-_)-e, (19)

kde eg4 je opét standardizovand néhodnd velid¢ina s nulovou
stfedni hodnotou a Jjednotkovym rozptylem. Rovnice (19) Je
ptipadem nelineidrniho heteroskedastického modelu, pro ktery
vede pouziti metody maximdlni vérohodnosti kX uloze
minimalizace kriteria

Ser 22 [yi-{xi, @)/ § (0. @)

Pokud se d& predpokladat, Ze chyby méfeni jsou malé, 1ze misto
kriteria S, pouZit jednodussi kriterium &tvercl relativnich
odchylek



N

5,-.-2:’.&1—’;(&.9:)/%]2 (22)

iet

Typickym pripadem vzniku specidlni autokorelaéni struktury
chyb je experimentovidni na 3jednom vzorku. Prikladem je nap:.
sledovani pribéhu chemickych reakci, kdy sae 2z reaktoru odebi-
raji v uréitych intervalech vzorky, které se analyzuji na mé-
ticim pristroji (4).
Calkovd chyba e; se v téchto situacich sklddd z chyb
zpisobenych fluktuaci podminek procesu uy (ve viech casech ai
do i-tého) a chyby méfeni v,;.To l1lze vylédiZit vztahem
\
e = 2. U + Vi | (23)
It}
Rov.(23) vyjadfuje fakt, 2e se chyby zplisobend neidealitami
procesu kumuluii.
Pro jednoduchost predpoklidejme, 2e
a) chyby procesu a chyby méfeni jsou vzdjemnd nezdvislé
ECu;,vi)=9 jod-- b

b) chyby procesu jsou vzidjemné nazivislé E(ui u;) =9

Maji konstantni rozptyl Du;) e Gu a nulovou stredni

hodnotu E(4i) = @
c) chyby méfeni v; jsou také vzajemé nezdvislé E.(V-,Vj) <

Maji konstantni rozptyl D(V-)-Gv a nulovou stifedni

hodnotu E(V) @ .

Rov.(23) sae di vyjaddZit také ve tvaru
- . (24)
e; = e"__,l + Wi

kde e;_, je chyba v (i-1)nim <&ase a w; je souhrnn& chyba od-
povidajici pfechodu systému z (i - 1)niho do i-tého stavu. Na
zdkladé vyse uvedenédho plati, 2e

E(w)=¢  D(w)=G,+&% ="

Chyby e; vsak jiz nejsou nezdvislé, a plati pro né

“



Maticové lze pak vektor chyb g vyjddiit ve tvaru
€ = A\_K_/_ (25)

kde A je dolni trojudhelnikovéd matice s jednidkami na a pod
hlavni diagonélou.
Pro kovarianéni matici chyb ¢ pak plati

Ce- E(g_e__',') = "C"A-Ar | (26)

a jeji inverze je rovna

c = (A)(AY) (a7
-4
Vzhledem ke specidlni struktuie matice A je matice A
bidiagondln{.

Diagonalni prvky 3Jjsou rovny 1 a prvky poddiagondlnihoc pésu
jsou rovny =-1. Ostatni prvky jsou nulové.

Pokud maji chyby ¢ normdlni rozdéleni je sdruienié hustota
pravdépodobnosti p(y/a) rovna

p(y /g_,) = (2.1!' T"j% exp[- 0,5(:/_-.§.)T C: (¥.'.:f.)] (28)

kde vektor £ ma& prvky f(x;.a).

Vzhledem k tomu, Ze rovnice (28) definuje primo vérohodnostni
funkci, je zfejmé, Ze maximidlné vérohodné odhady lze ziskat
minimalizaci vyrazu v exponenidle. Ten je moino vyjadrit ve
tvaru

5 (y-4Y Coy-PaLlti-ki@]”
Ddle plati

Li® i~ Yied KiCe) = § (i, o) - (%, 2)

Y%’={ (“Zo ;EE) a @

Kriterium S; tedy odpovida metodé nejmensich &tverch pro prv-
ni diferxence.
opusténim predpokladl normality, resp. aditivity chyb 1ze



dospét ke komplikovanéjsdim modeldm G{(.), kterym odpovidaji
slo2itéjsi kriteria regrese.

Tak pro pripad modelovdni neizotermnich kinetickych procesi
se ukazalo jako vhodné kriterium <&tvercu Jlogaritmd prvnich
diferenci (kumulativni procesni chyby a multiplikativni model
méfeni).

Sloz2itdjsi modely chyb zahrnujici i chyby ve vysvétlujicich
proménnych jsou uvedeny v [1].

4.2. Empiricky model chyb

P24 konstrukci empirického modelu chyb je snahou nalézt
takovy vyraz, ktery by zahrnoval pokud moino véechny typické
struktury chyb. '

S vyhodou se zde vyuZivd vhodné mocninné transformace,
xters mize &asto zajistit zkonstantnéni rozptylu a zlepdeni
synetrie rozdéleni = chvb (pribliZenf{ k normalitéd). Klasickym

ptikladem je Box-Coxova rodina transformaci zdvisejici na
jednom parametru c. Tato rodina transformaci je definovéna

vztahy 2(6) :(Zc- 4)/c C#ﬁ
Zﬁ?) = lJ\'E C=9

S vyuzitim této transformace lze vyjadfit celou tridu modelu
mérfeni ve tvaru

(©)
y(q =-§ (X, Q) * G-e, (30)

Je zrejmé, Ze pro c = 1 rezultuje 2z rovnice (30) aditivni

mode) méreni a pro ¢ = 0 pultiplikativni model méreni.
Model (30) mA& tu zajimavou vlastnost, 2e f(x,a) predstavuje

podminény wedisn velié¢iny v nezdvisle na velikosti c (3].
Toto plati pro piipad, 2e ez v modelu (30) m»A symetrické
rozdéleni.

V praci {3) bylo ukdzé&no pomoci Taylorova rozvoje modelu
(30), %2e tento model je moino vyjadrfit také ve tvaru

v §(x,0) +Gf (xie) €+ 0(e) (1)

Pro malée G je tedy model (30) ekvivalentni nelinedrnimu
heteroskedastickému regresnimu modelu.



Plati tedy napf., Ze multiplikativni model mdteni (c = 0) je
pEibliZné ekvivaletni modelu heteroskedasticity vyjédiendmu
rov (18) tj. ptipadu konstantnich relativnich chyb méfeni.

V nékterych pripadech model (30) neumoZfiuje simultdlni
pribliZeni k normalité (resp. symatrickému rozdéleni)
a odstranéni heteroskedasticity.

Pak lze provdst dalii roz#ifeni o funkci heteroskedasticity
a dospét k modelu

Y(c) = ‘S(??_‘..Q:) + G.q(x d) e (32)

Funkce g(x,d) se &asto voli ve tvaru (2]

q(x,d) a X9
g d) = {d(;.g_a)

. Komplikovanéjsi typy g(x,d) Jjsou vhodné pro pripad, kdy se
uvaZuji také chyby ve vysvétlujicich promdénnych (1].

Lza dokazat, 2e wmodel (32) odpovidd pfribliiné nelinedrnimu
heteroskedastickému regresnimu modelu

E(y): {(.’.‘.:&)
2 20t-<)
D(y) = 6¢ (xd)-{(x,a)
Za predpokladu, #e v modelu (32) maji jiZ chyby e, pribliiné

normované normdlni rozdéleni je =moZné vyjddiit logaritmus
vérohodnostni funkce ve tvaru

InL = ti:' {(C")-ln(y;) - ln[eg(xs.d)ll -
2: (v {ln.] 7g (i I

Pro pevné hodnoty parametrd c, 4, g 1ze z rovnice (33) nalézt
maximalné vérohodny odhad G analyticky

. 2
%z(c,d,.%-) = {[YM 5(()_)_(;'&)] /%(Xi ,d)}

nebo ve tvaru (5]

(33)

2(5‘



Po dosazen{ do rov. (33) resultuje koncentrovanid vérohodnost-
ni funkce

l.n\ta i{(c-&) lny;-ln[g(c.d.;e)- ‘3(’(3 .d)]} ~-N/2 (34
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Maximalizace rovnice (34) se d4& proviAdét pomoci obecnych
extremalizaénich programi nebo kombinaci metody véienych
nejmensich étvcrcﬁ se systonatickyni zménani parametrd c, d.
Po uréeni odhadid ¢*, a*, g Jje vhodné ovétit, zda nelze model
vyjadieny rov.(32) zjednodusit.

Pro tyto ucdely je moiné napf. vyuiit 100 (1 -&) % ni oblasti
spolehlivosti pro parametry (c, 4) {5].

Oznaé¢ime-11 (c*, a*) odhady odpovidajici{ maximu vérohodnostni
funkce (34) miZeme zkonstruovat oblast spolelilivosti pro (c,
d) hled4nim véech dvoiic (c,, d,), pro které plati, Ze

9 [Wnl*(2,d)- ¥ (co,du)] £ e

xde [ 1(2) je 100 (1 -&) 3n{ kvantil chi kvadrit rozdéleni.

V praci (2] je doporudeno pouiit pro testaci vyznamnosti
parametri c, 4 specidlniho F-testu.

Pro pripad d = 0 aexistuje moZnost Jjedodusdiho piibliZného
odhadu parametru ¢ (z linearizace obou stran modelu (30))
a testace jeho vyznamnosti. Postaduji pfitom pouze vysledky
nelinedrni regrese klasickou MNC.

Transformace typu (30) obylejné vede také k sniZeni vnitini
nelinearity regresniho modelu.

Pro odstranéni (nebo sniZeni) nelinearity zpisobené parametry
je bud moiné provést reparametrizaci modelu nebo mocninnou
transformaci odhadd ;*. V obou ptipadech 1lze s vyhodou
kontrolovat sniteni nelinearity modelu pomoci vychyleni
b definovaného rovnici (15).



