MINIMAXOVE ODHADY V MODELU LINEARNI REGRESE
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1. Uvod
Uvazujme linedrni regresni model
Y=XB+e, (1)

kile X je konstantni matice typu n x p (matice planu), B je p-rozmérny vektor nezndmych parame-
tii, Y je n-rozmérny nahodny vektor (vektor pozorovéni) a e = (ey,...,¢a)" je n-rozmérny vektor
nithodnych chyb.

Budeme piedpokladat, 2e nahodné chyby ei, i = 1,2,...,n jsou nezdvislé, nesystematické a
homogenni tj. Ee = O a De = vare = Eee’ = 0?1, (pfitemZ O znadi nulovy vektor ptipadné
nulovou matici - podle kontextu a I, pfipadné jenom I bude znaéit jednotkovou matici piislusného
fadu, zde fddu n). Dale necht e; maji stejnou distribuéni funkci F' s hustotou f vzhledem
k Lebesgueové mife. O distribuéni funkci F budeme piedpokladat, Ze patii do tiidy distribuénich
funkci F a zatim ji nebudeme bliZze specifikovat.

Dale budeme M, x, znaéit mnozinu redlnych matic typu n x p, !mz respektive M? mnozinu
pousitivné definitnich respektive positivné semidefinitnich matic redlnych &isel typu n x n.

Odhad 3 parametru 8, ktery minimalizuje asymptotickou variani matici vektoru A pro nejméné
piiznivé rozdéleni Fy ze tiidy F se nazyvi (asymptoticky) minimaxovy odhad parametru 3 (viz
(7], (12]). Je dobie zndmo (viz (7], [12]), Ze asymptoticky minimaxové odhady maji velmi dobré
robustni viastnosti. Napf. v [6] je pro tfidu F e-kontaminovanych symetrickych rozdéleni dokazino
¢z pomérné obecnych podminek, Ze rozdéleni F, které minimalizuje Fisherovu informaci ve ttidé
F. je rovno pravé nejméné piiznivému rozdéleni této tfidy a Ze takto ziskany minimaxovy odhad
parametru @ je M-odhadem s generujici funkef ¢ = —f3/fo. Ve [12] je potom uveden seznam
riznych téid rozdéleni ¥, prisluiné nejméné piiznivé rozdéleni Fy a generujici funkce o piisluiného
M-odhadu, ktery je zaroven minimaxovym odhadem pro tuto ttidu rozdélenf minimalizujici jeho
asvinptotickou varianéni matici.

Uvedeny minimaxovy piistup je zaloZen na apriorni informaci, Ze rozdéleni ndhodnych chyb ¢;
patii do predem specifikované ttidy F a ztratova funkce je zastoupena asymptotickou varianéni
matici odhadu. Na rozdil od tohoto piistupu Bunke v [2] voli odliny minimaxovy piistup a ukazuje
jeho jiste robustni vliastnosti. Vychazi z odhadu 4 parametrické funkce

y=CB+c, - (2)

kde C € M,x, a c € R?* (R = (—00,00)), vzhledem ke ztratové funkeci

29, 7)=Eo(7-7)2(7 - 7). (3)

kde Z € M2 a Ey je operator stiedni hodnoty poéitany pii dané hodnoté J = (8,9, F). Linedrni
nehomogenni odhad 4 konstruuje tak, Ze minimalizuje suprémum ztratové funkce sup Z(J, ) pfes
viechny moiné hodnoty 9. Uvedeny pristup déle modifikuje Lauter v [9], ktery suprémum ztratové
innkce Z hleda pres specificky volenou tfidu moinych hodnot parametru 8. Tomuto pfistupu a
irho roziiteni bude dale vénovana pozornost.



2. Minimaxové odhady linedrnf parametrické funkce pfi apriorni informaci
o parametru 8

Budeme uvaZovat regresnf model (1) s obecnou znamou varianéni matici ndhodnych chyb R =
De € M. Odhad parametrické funkce <, kterd je ddna vztahem (2), budeme hledat ve tvaru

¥y=UY +u,
kde U € M,xn & u € R?, vzhledem ke ztrétové funkci (3), kterou nyni zapiseme ve tvaru

Z(B,U,u) =Ea(¥ -~ 'Z(7 - ) . (4

Déle budeme ptedpoklédat, Ze je ddna mnozina G C R* a apriorni informace o parametru 8 dan:
vztahem 3 € G.

Jestlize )
wer Bem... 55 50 ) = 2 20 B0

budeme #kat, 3¢ 4 = UY + G je minimaxovy nehomogenni linedrni odhad parametrické funkce
~ = CB + u a zkricené jej budeme oznaéovat MILE-odhad {minimax inhomogenous linear esti-
mator).

Nasledujici véta (viz [9], [3]) popisuje explicitni vyjadieni MILE-odhadu pro apriorni informaci
o parametru 8 tvaru
BeG={B:0QB<1}, QeM . (5)
Véta 1. Necht je dén regresni model (1) se znamou varianéni matici nihodnych chyb R. Polozme
S = Q—1,=le—le-l,2
F = s—lq—ll!clch—lfis*l .
Necht existuje matice A € ‘.U’ti)- a konstanta aq > 0 tak, Ze plat{

(i) o'/} (F + A)/? 3> 51
(ii) a)>(F+A)"'?A =SA
(iii) ag'*Tr(F+ A)M/? =14+ TS,

Potom oznaéime-li D,, = a;'ﬁ(F + A)? . 81 plati, ze
4=0Y +4,
kde

ﬁ - CQ—IIQD.oq—lfﬂxf(R + xq-ll?Dﬂoq——llax')—l (GI
c Y

(=]
i

je MILE-odhad parametrické funkce (2) vzhledem ke ztratové funkci (4) pti apriorni informa::
o parametru 8 (5).

Navic plati, Ze ) ) .
Z(0,U,c) £ Z2(B,U,c) £ Z2(0,U,c) + ag
pro kaidé B € G.

Z vyjadieni (6) je patrné, ¢ MILE-odhad zavisi na ztratové funkci (4) prostiednictvim matic
Z. Kromé toho je vypoctové znaéné naroéné najit konstantu ap a matici A tak, aby vyhovova.~



predpokladim (i), (i) a (iii). Vlastni vypo¢et MILE-odhadu na zaklad& (6) nepiedstavuje zvlastni
to7kosti, s vyhodou lze vyuizit napf. programového systému MATLAB (viz napi. [13]) apod. Dile
urizeme specidlni pfipad, kdy lze snadno najit explicitni vzorce pro vypoéet MILE-odhadu.

Piedpoklddejme, 3¢ C=1, Q= 1I,Z =1a x >0 je konstanta. Pak F = s~VIXRTIX)!
a snadno lze nahlédnout, Ze podminka (i) je splnéna pro ap < x a A = O. Je-li matice A nulova,
pik podminka (ii) je splnéna trividlné a z podminky (iii) dostaneme, Ze

ao = s(Te{(X'R'X) ")/ (» + TH[(X'R™IX)))? .

Odtud po dosazeni do (6) ihned dostaneme, Ze

~

%+ Tr{(X'R1X)"1]

Porovnéme-li pro ¢ = O ziskany MILE-odhad parametrické funkce ¥ = C8 = S ziskany za
podminky 8’8 < x pomoci vzorce (7) s nejlepiim nestrannym lineArnim odhadem
3" = (X'R™1X)X'R~Y, dostaneme nésledujici vétu.

Véata 2. MILE-odhad parametru 3 v regresnim modelu (1) se zndmou variaéni matici R vzhledem
ke ztratové funkci

U=

(X'R™!X)"'X'R™Y . )

Z(B,U,u) =Eg(UY +u-8)(UY +u-3)
pii apriorni informaci @' < x lze vyjidfit ve tvaru

8= TR P

Jiny specidlni piipad, kdy matice Z uréujici ztratovou funkci ma hodnost rovnou jedné, vede
k minimaxovym odhadim, jez jsou popsany v [8].

3. Minimaxové odhady skaldrni parametrické funkce pti apriornf informaci
o parametrech 8 a R

V tomto odstavci se budeme zabyvat MILE-odhadem skalarni parametrické funkce v = a’g,
kterou dostaneme jako specialni pfipad parametrické funkce (2) volbou s = 1, C' = a € M, 1,
¢ = 0. MILE-odhady budeme hledat ve tvaru 4 = U'Y + 4, kde U € R® a u € R. Déle budeme
piedpoklddat, Ze jsou dday mnoziny G C R? a R C MM a apriorni informace o parametru 3 tvaru
3 € G a apriorni informace o nezndmé varianéni matici R vektoru nihodnych chyb e ve tvaru
ReR.

Budeme uvaZovat kvadratickou ztratovou funkei

Z((8,R),U,u) = E(a,n)(y - 7)’ = E@g,n)(a’8 - U'Y ~u)? (8)

a zavedeme funkci

J(U,u) = pe P L 2B, R),Uu). 9

Odhad ¥ = U'Y + @ nazveme MILE-odhadem parametrické funkce 7 vzhledem ke ztritové
tunkei (8) pfi apriorni informaci 3 € G a R € R, jestliZe

J(U,8) = Ueigf-enj(u‘") )

Potom o%(a,G,R) = J(U, &) je minimaxova stfedni kvadratick chyba MILE-odhadu pfi apri-

orniinformaci 3 € GaR€Rad= sup |E(5—7)| je minimaxové vychyleni MILE odhadu 7.
BEG,RER



Z vlastnosti funkce J(U,u) lze snadno odvodit, ¢ minimaxovy odhad ¥ existuje, jestlize jsou
spinény nasledujic{ dvé podminky:

(P1) {(U,u):J(U,u) < oo} #8@
(symbol @ zna&i préizdnou mnozinu)

(P2) {U: sup URU =0} = {O} .
RER

Jestlize G # Rf a plati-li podminky (P1) a (P2), ize minimaxové vychyleni § zapsat ve tvarn

§ = sup [(a — X'U)'8 — i| a tedy MILE-odhad ¥ neni nestranny.
peG

Pro vjpoiet MILE-odhadu je ufitecns ndsledujici véta (viz [10]).

Véta 3. Necht G je konvexni mnoZina, {U : sup |(a — X'U)YB| < oo} # 0 a plati (P2). Pa:
BEG
poloZime-li
$(U) = ~[sup(a — X'UY'B — inf (a — X'UYBJ? + sup URU ,
4 peq PEG ReR

dostaneme MILE-odhad parametrické funkce v ve tvaru ¥ = U'Y + i, pficem?
&(U) = 1}2{- (V)

= %[;:g(a - X'0YA + juf (a - X'OY ]

L

Zitejmym disledkem véty 3 je, Ze za piedpokladu symetrie mnoziny G vzhledem k prvku 8 € &
1ze funkei ¢ piepsat do tvaru '

#(U)= sup [(a— X'U)YB|? + sup URU
BEG-B RER
aii =_ﬁ'(a — X'U). Pro minimaxovou sttedni kvadratickou chybu pak dostaneme ¢*(a,G,R) =
= $(U).
V( pi')ipadé, te G = R?, lze z véty 3 odvodit nasledujici dvé tvrzeni (viz [10}).
(T1) MILE-odhad ¥ existuje, jestlize hodnost matice (X' a) € Mux(p+1) Je p.
(T2) Existuje-i MILE-odhad ¥ = U'Y +ii a polozime-lif = {U:a = X'U}a®, = sup U'RU

. ReR
pek plati 4 = 0 8 &,(0) = inf #1(V) .

Uvedenych vysledki lze vyuZit ke stanoven{ explicitnich vyrazi pro MILE-odhady pro nékters
specialni pfipady mnoiin G a R.

4. Specidln{ ptipady volby G a R

V tomto odstavei budeme piedpoklddat, e mnoZina G je zvolena z nasledujicich tii moznosti
() G={B:pUB L1}, Quem
(I) G={B: Q1B <1, LA=b},Q, EUH;,LEDT(,,(,, hodnost L je s a b e R*
(IM) G={8=(F"....0,): |Bil Secii=1,...,p}, c=(e1,...,cp) €ERP.
Dale budeme uvazovat nasledujici tféi mozné volby mnoziny R :
(A) R={ReM7: Tr(Q:R) < 1}, Q2 € M3
(B) R={R € MZ: Tr(R — Ro)? < g0}, Ro € MZ, go > 0 je konstanta
(C) R={R= (rij € DR,’: : Ir,-,- - rf?’] <bij,i,7=1,...,n},
Ro = (r'Y) e M2, B = (bi;) € M3 .

3]



Potom (viz [10}) lze odvodit explicitni vyrazy pro MILE-odhad parametrické funkce y pro
\-které kombinace volby mnozin G a R. Vysledky jsou uvedeny v nisledujicim ptehledu.

[ A: Necht G jetypul a R je typu A. Pak
U=QX(Q +X'Q:X)'a ,&=0
o*(a,G,R) = a'(Q + X'Q:X)""a
5 = a'(Q + X'QaX)"' Qi(Qs + X'QeX) a
[ B: Necht G je typu I a R je typu B. Pak dostaneme stejné vysledky jako v I A, kdyz Q;
nahradime matici (Ro + goI)~}.
[l A: Necht G je typu IT a R je typu A. Pak
U=QX(I+QuXQ:X)'Qa
i =(a-X'0)Qr'L(LQ'L)"'b
o*(a,G,R) = (I + Qi X'Q:X)"'Qia)'a
piiéemi
Qi = [(1 - b(LQ]'L))'bjQ (T - L'(LQ; L)' LT .
If B: Necht Gje typu II a R je typu B. Pak dostaneme stejné vysledky jako ve II A, kdyzZ za Q2
dosadime matici {Rg + goI)~! .

III C: Necht G je typu III a R typu C. Potom lze nalézt mnoZiny G, a Gz typu I tak, ie
G, C G C G2 a mnoginy R; a Ry typu A tak, 2¢e Ry C R C R; a aproximaci MILE-odhadu
4 véetné aproximaci stiedni kvadratické chyby o%(a, G, R) lze najit uiitim vysledki I A
pro dvojice Gy, R1 a G2, Ra. Podrobnéji je nastinénd aproximace popsina v {10}.

Vhodnou volbou Q,; a Q2 v [ A a v I B lze ziskat analogické vysledky jako ve vété 2.

5. ZAvér

Pouziti minimaxovych odhadt naréi v mnohych situacich na obtiZe spojené zejména s jejich nu-
merickym vypoétem. Vyjédfeni navrhovand ve &tvrtém odstavci tuto obtit pro vybrané specifické
apriorni informace v parametrech obchazeji, na zdkladé uvedenych vysledki neni obtiZné pomoci
soudobych softwarovych systému (napf. MATLAB apod.) ziskat numerické ptedstavy o chovani
\MILE-odhadti. Podrobnéjsi vysetieni jejich robustnich viastnosti vyZaduje jejich dalsi statisticke
pusouzeni. Rovné: se ukazuje, Ze zobecneni uvedeného postupu na vektorové parametrické funkce
tvaru (2) nepfedstavuje zvlditni tézkosti. Zajimava se rovnéz jevi srovndni minimaxového piistupu
s metodami "ridge regrese”.

Zobecnéni celé problematiky na nelinedrni regresni funkce by mohlo byt efektivnim zuZitkovanim
apriorni informace o neznamych parametrech a mohlo by vést k nalezeni vhodnych poditeénich
odhadl pro jiné iteraéni postupy se zndmymi statistickymi vlastnostmi.

Dalsi zajimavé pouziti minimaxového pfistupu v obasti neparametrické regrese ukazuje price
[5]. Z tohoto hlediska se dal3i pouziti minimaxového pfistupu jevi jako nadéjné.
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