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1 Uvaed

Uvaiujme neporouchany prvek, ktery salne pracovat v okamiiku ¢ = 0 23 uréitych podminek,

o nich? budeme zatim pfedpokiédat, te se v pribéhu tasu neméni. V okamiiku t = X se prvek
porouché. Doba X, po kterou prvek pracoval bez poruchy se nazyvi doba do poruchy. Déle
budeme piedpoklidat, ie doba do poruchy X je s pravdépodobnostf 1 nezéporni asdhodnd
velitina s distribudnf funkci

F(z)= P(X <1) (N

Ve vétdiné praktickych pHpadit je F(z) absolutné spojiti. Je-ii tomu tak, nazyva se odpovi-
dajici hustota

dF(:)

f(z) = (2)
hustotou poruch. S distribuni funkei doby do poruchy je spojena funkce
R(z) = P(X 2 2) =1~ F(z), (3)
ktera se nazyva funkci spolehlivosti, kritce spolehlivost.
Uvafujme tlidu exponecidlnich rozdéleni s hustotou
_f }exp(§), proz>0,
fley={ §i bos Q

kde & neznamy parametr. Nech{ ¢ je kladné ¢islo. Jestlize X je ndhodna velitina s hustotou
(1), pak odpovndajici funkce spolehlivosti (3) ma tvar

Rie) = P(X > ¢) = exp(3) (®)
Bes tijmy na obecnosti miiZeme polotit ¢ = 1. Tedy (5) pfcjde do tvaru
R=R(1)= exp(%). (6)

Ozna¢me L(8,d) stedtovou funkei. Rizikovou funkei R*(6. R) ptislusnou odhadu R, je-li
skutetnd hodnota parametru #, definujeme vztahem

R°(8,R) = E(L(8,R) | ) (7)



Pti bayesovském piistupu piedpoklidime, Ze paramatr @ je nihodni velilina s hustotou
g(8) a definujeme bayesovskou rizikovou funkei odhadu R za apriorni hustoty g(#) parametru
@ jako

ﬂ(Rt ’) = B‘R‘(‘, R) (8)
V daliim textu budeme ptedpoklidat, e stritovi funkce md tvar
L(o,d)(0 - &)*. 9

V okamiiku ¢ = 0 zaéneme 1a ilelem sjidténi charakteristik spolehlivosti pracovat n prvki
stejaého typu, a e jejich doba do poruchy je nihoduni velilina s hustotou (4). Klasickd situace
nastane, jestlife pozorovini budeme providét, tak dioubo, dokud se viechny neporouchaji.
Vysledkem experimentu je tiplny vybér Xj,..., X, dob do poruchy,

Na zikladé toho vybéru provedeme adhad spolehlivosti (6). Budeme studovat Etyti rusné
odhady. Nejlepii nestranny odhad mifeme psit ve tvaru

- e, | . » 1 ’
me{ fA R a0

kde T, = Y7, Xi (viz Pugh [6]). Utijeme-li doble sadmého faktu, 3¢ 7, j¢ maximilné
vérohodny odhad #. Pak pro maximilné vérohodny odhad (8) dostivime

i
Ry = exp(=-) (11)
V bayesovském pfistupu k odhadu piedpoklidime, 3¢ § = 8~ nihodnd velitina s hustotou

_ | af " exp(—ad) jestlite § > 0,
9(6) -{ 0 jinak. (12)

Bayesovsky odhad, pak dostaneme jako stfedni hodnotu exp(~§) vzhledem k aposteriornimu

rozdéleni. Tedy T
nl, +a

NTu+a+l

Koneéné uvaiujme tzv. naivni odhad, ktery je urien otnost{ vyskytu jevu {Xi > 1}. Defi-
nujme Z,,...,Za tak, ie

Ry ={ ) i (13)

_f 1 jestlite X; > 1,
&= { 0 jinak. (9
Pak naivni odhad miteme psit ve tvaru
Re= 2 2, (15)
i=nt

2 Asymptotické vlastnosti odhadi

Nyni uvedeme nékteré vlastnosti uvednych odhadid spoleblivosti (vis napi. [1]). Ptedeviim
odhady (10),(11),(12) a (13) jsou asymptoticky normilni. Poloime 8 = .



Véta 2.1 Odkedy Ry & Rs sphinji tyto asymplotické rozvoje:

R = exp(--;- + ;}; - -2-’-.%,—)(1 + O(n"), (16)
Ra = exp(-3 - £+ St oo, (7)
Pro Rl, R: & R; ’““
VAR - exp(~B)] == N(0, 5% exp(~28)). (18)
Pro Ry platé
VA[R = exp(—=F)] 2 N(0, exp(=F)1 — exp(~B)). (19)

Z vity plyne, #¢ odhady R;, R; a Rs jsou asymptoticky ekvivalentni. Dile ¢ véty 2.1
vyplyvi, de R;, Ry jsou slabé asymptoticky eficientni, tzn. rozptyl jejich asymptotického
rozdélen{ je stejny jako rozptyl asymptotického rozdeleni nejlepiiho nestranného odhadu R,.
Odhad R4 neni slab& asymptoticky eficientni, protoie

p? exp(-26)
xp(=B)(1 ~ xp(~F)) . (20)

kdy2 # > 0. Dile uvedeme pro odhady R; asymptotické rozvoje pro ER;, varR; a R*(R, Ry).

3 Rizikovd a bayesovska4 rizikova funkce

Problematice asymptotickych rotvoji &iselnych charakteristik odhadi spolehlivosti v expo-
pencidlnim rosdéleni 'vinovéna price (3], ale ptedevdim price [4] . Zde je uvedena i nasledujici
véta.

Véta 3.1 Pro Ry, R; eRy platf

ER, = exp(-B), (21)

ERy = exp(=B){1 + £-(8— D) + O(x™), (22)

ERy = exp(~B)[L + 2(8 + fa — p - 1)} + O(n™Y), (23)
varRy = £ exp(-28)1 + 3-(8 - 1] + (™), (24)
varRy = %’-exp(-zm{l + 2—1“-[3@ -2’ —4j}+0(nr ), (25)

varRy = Eﬂ: exp(~20){1 + 5-[8(8-2)" = 4(p=3) - 48(p— 1)+ 480(-2)]) +O(x™ ), (26)
R°(R,R\) = E(R, - exp(-ﬂ))’ = varR,, (27)

’ |
R*(R, Ry) = E(Ry - exp(-$))® = %—exp(—zﬂ){l + 5‘;[%(5 -2 -4}} +0(n"}), (28)

3
R’'(R, Ry) = E(Ry—exp(~B))’ = -";,—exp(-—zaltl+-2-‘-,;[5(5-2)’+4(p-3)—w(p— 1+ (29)
+48a(f -2+ 2B+ Pa—-p-1)1]} +O(n }). (30)



Z danych rozvoji mideme vidét, e viechny odhady jsou silné asymptoticky eficientni. Pro
detailni porovnani R, miZeme utit deficiency (viz [5]). Zhruba feteno deficience znamend o
kolik vice (nebo méné) pozorovini vyiaduje odhad B, ma-li mit stejnou Etvercovou odchylku
jako odhad A zaloieny na vybéru rozsahu n. V praxi se obvykle ufivi asymptoticki deficience
pro n — 0. Jestlife otnatime V,(A), Va(B) stledni Eivercové odchylky odhadd a plati

Vald) = 2+ oy + ™40, ()
Va(B) = o + =y +oln™ ), (32)

pak asymptoticki deficience B vzhledem k A jo rovaa

D(5,4) = L= " (33)

Vita 3.2 Pro deficienci odhadi Ry, R; ¢ Ry platf
5
D(Ry, Ry) = (B - 2)’ -2, (34)

D(Ra, Ry) = 4(8 - 2)? +2p - 3) - 26(p ~ 1) + 28a(f -2 + (B +aB - p~ 1)), (39)
D(Rs, Ra) = 3(9 -2 + Ap=2) = 28(p - 1) + Wa(8- N+ (B +af ~p-1.  (30)

Z véty 3.2 plyne, ¢ odhad Ry je lepd ne R; pouse pro hodnoty # bliské 2. Obdobné
vysledky bychom chtéli ziskat na zdkladé bayesovské risikové funkce.

Dolni odhad pro bayesovské riziko je popsén v prici [2]. Nalést asymptotické rosvoje pro
(R, R:), viak vytaduje metodiku odlifnou od metodiky udité v plipadé porovaiai odhadii na
2ikladé klasického pristupu, tj. na zikladé stfedni &tvercové odchylky. Poutiti numerickych
metod viak ukazalo , 2 pro bayesovkou rizikovou funkei odhadd Ry, R; & Rs plati

(g = 242 HEP | o(a-3) @7

pro n — co. Pomoci systému Mathematica byly vypolteny hodmoty o R;, g)(n) pro nizné
a,pan= 1,..,35 . Ziskané vysledky byly poutity pro odbad parametri regresniho modelu

1
m = ¢ + din, (38)
proi 1,23 an =2,...,35. Tento model ved| ke stanoveni asymptotickych rosvoji

1
oRig) = == ;‘;‘; +0(n™) (39)

Vysledné rosvoje pro a = 2 a p = 3 jsou uvedeny v ptilose. V grafech jsou vyneleny téd
hodnoty e(Rs, g)(n).
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Asyptoticky rozvel pro bayesovskou rizfkovou funkci
naximéIiné vErohodného odhadu .
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Asyptoticky rozvoj pro bayesovskov rizikovou funkel
bayesovského odhadu.
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obrizek &.3 ’

Asyptaticky rozvoj pro bayesovskou rizikovou fuakct
nejlepiiho nestranného odhadu.
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