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1. Ovod

Statistické metody jsou jen Sistedné zaloZeny na pozorovinich.
Druhou neméné& vyznamnou sloZku plfedstavuji{ apriorni predpoklady
o skuteéné situaci (pfedpoklady o ndhodnosti, nezdvislosti
pozorovdni, typu rozdéleni sledované nihodné velicliny apod. ).
Tyto pfedpoklady nemohou byt striktné splnény, jsou v nejlep3im
ptipadé pouhou aproximac{ (idealizaci) skuteénosti. Odchylky
od idealizovaného modelu jsou zpusobeny napf. vyskytem hrubych
chyb, je: se projevuji pfitomnosti odlehlych uddaju v datovém
souboru, zaokrouhlovénim jednotlivych pozorovini, kontaminaci
modelového rozdéleni (zpravidla normilniho) jinymi rozdélenimi
nebo porudenim pfedpokladu o nezivislosti pozorovini. V zavislos-
ti na velikosti téchto odchylek mohou statistické metody vytvole-
né pro idealizovan} model v redlné situaci podstatné ztratit na
své iudinnosti nebo dokonce zcela selhat. Proto se pozornost sta-
tistikd, ale i uZivatelua statistickych metod, soustieduje na hle-
dini novych pEistupdy, které jsou mdlo citlivé na odchylky od
idealizovaného modelu.

2. Steinerovy charakteristiky

Steiner [1] zavdd{ pro spojitou ndhodnou velié¢inu s hustotou
f(x) dvé nové éiselné charakteristiky: nejéastéjsi hodnotu (most
frequent value) M a dihezi ¢. Tyto velidiny se definuji vztahy:
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Hodnota M je tedy uréena fe3enim rovnice HC(H) = 0, zatimco
hodnota e polohou maxima funkce Fﬂ(c) za podminky (1). Funkce
FM(c) mize mit nékolik maxim; v takovém piipadé se uvaZuje



maximum 8 nejvy3$3i hodnotou c. Je~li funkce Fu(c) diferencovatelnd
podle £ (¢ > 0), pouzivd se namisto podminky (2) vztahu
c1/2 ™ 2 2

e - - (x) (3)
f(x) dx = 0. 3
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F.(e) =
M 2 [e

Veliéina M je zfejmé charakteristikou polohy, diheze ¢ charak-
teristikou variability uvazované nihodné veliliny. V teoretickych
Gvahich se nékdy divd pfednost veliéiné x = 1/¢, kterou Steiner
oznaluje terminem koheze (mira spolehlivosti).

Otizkami existence a vlastnosti navrienych charakteristik se
podrobnéji zabyval Csernydk (2]. Jeho vysledky lze shroout
do nasledujicich vét.

a) Pro libovolné (pevné zvolené) konelné ¢ > 0 existuje takové
koneéné M, je: spliiuje rovnici (1).

b) Je-1i hustota f(x) spojitd v bodé x = M a plati-li navic
f(M) » 0, pak existuje koneéné ¢ > 0 takové, Ze pro né¢j funkce
FH(c) nabyvd svého maxima.

c) Pro libovolné koneéné M plati, Ze v3echna fe3eni ¢ rovnice (3)
spliiujf nerovnost

el s 3 I(x - H)z f(x) dx,

tj. jsou ohranicena.
Tvrzeni a) je mozno doplnit takto: Je-1i hustota f(x) navic sy-
metrickd a unimoddlni (jednovrcholovd), existuje privé jediné
koneéné M takové, 2e vyhovuje rovnici (1).

zfejmou prednosti charakteristik M a ¢ je skutecnost, Ze
existuji (nabyvaji koneénych hodnot) i v pifpadé takovych abs.
spojitych rozdéleni, pro né2z neexistuje rozptyl D nebo dokonce
ani stfedni hodnota E (Cauchyho rozdélen{ nebo celd tiida
rozdéleni s hustotou typu

F(a/2) _ |
fa(x) - (1 + xz) a/2 pro 1 ¢a = 3.

Vr et

Pozndmka. Charakteristiky M a ¢ lze pomoci Stieltjesova integrdlu
definovat i pro ndh. veliéiny diskrétniho typu.



3. Steinerovy odhady a jejich robustnost

Odhady Steinerovych charakteristik M a ¢ budeme dile znadit
symboly A, resp. ¢. Pro tyto odhady (statistiky) plati (viz
vztahy (1) a (3)):
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cad 2.2
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&2 et SR T (5)
Z 1
j“l [_é-i + ("j = H)QTT
kde Xy0 Xgr oeer Xy ptedstavujf realizaci néjakého nih. vybéru

o rozsahu N. Statistika R je evidentné viienym aritmetickym pru-
mérem se statistickjymi vahami typu

c

vV, = ' c> 0, =1, 2, ..., N
J -El + (xj - ﬂ)z J

Nejprve ukiZeme, 2e statistiky M, ¢ jsou vlastné M-odhady
polohy (location), resp. Skidlového parametru (scale). M-odhady
(zobecnéné maximilné vérohodné odhady) polohy Ty 2 §kdly SN jsou

podle [3] definoviny soustavou rovnic

N X, - Ty | N Xy - Ty
;;1*( SN = ;;11[ SN = !

Je-11 Fh(x) empirick4d distribuéni funkce odpovidajfci realizaci
uvaZovaného vybéru, miZe byt reSeni Ty Sy soustavy (6) zapsino

jako T(FN), S(FN), kde T, S jsou funkciondly dané soustavou

x - T(F)] Fix) = 0, I x[ x = T(F)

'w[-—————— | arx) =0 (D)
-» S(F) -- S(F)



Pfedpoklidime-1i, 2e rozdéleni F pifisluid{ huatota f, pak prosté
srovnidni vztahl (7) se vztahy (1) a (3) [nebo vztahi (6) se vztahy
(4) a (5)] vede X zivéru, %e statistiky M, ¢ jsou skutelnéd
M-odhady, pridem

X ax? - 1

y(x) = —— x(x) = (x! : 1)2 . (8)

X +1

Obé funkce jsou spojité a ohraniéené na mnoiiné& R, piilemi

lim $(x) = 1im x(x) = 0. Funkce ¥(x) je lichi, nabyvd maximil-
X —im X —ia
ni (minim4ilni) hodnoty 1/2 (-1/2) pro x = 1 (x = -1). Funkce x(x)
je sudd, maximum v bodé x = ﬂ/5/3 mi hodnotu 9/16 a minimum
pro x = 0 hodnotu -1.

PFi posuzovini robustnosti odhadi H a & vychizime z koncepce
zaloZené na pojmu funkce vlivu IF (influence function). IF odhadu
T pro rozdéleni F je obecné definovdna vztahem

T{(1-t)F + t8(x)) - T(F)

IF(x; T, F) = 1lim P
t —0 t

a to pro videchna takova x, pro néZz uvedend limita existuje. (3(x)
znaéi Heavisideovu funkci.) Tato funkce zfejmé charakterizuje vliv
infinitezimidlni Xkontaminace rozdéleni F poruchou 1lokalizovanou
v bodé x.

Vyrazy pro IF odhadl polohy polohy T a 3kdly S uréime tak, Ze
ve vztazich (7) nahradime distribuci F rozdélenim (1-t)F + té(x)
a takto upravené vztahy derivujeme podle t v bodé t = 0. Za zjed-
nodusujiciho pfedpokladu, Ze rozdéleni F mid hustotu f symetrickou
vzhledem k pocitku, dostaneme pro IF odhadd M a ¢ vztahy

b 4 1

IF(x; M, F) =
R I &l - yi
———5 f(y) dy
- (e + y7) (9)

3l - &2 €

IF(x; €, F) = —5
(x* + €%) I 10¢° - 6y°




Pomoci IF lze zavést nékteré kvantitativni miry robustnosti
pfisludného odhadu T pro dané rozdéleni F, a to zejména citlivost
viéi hrubym chybim (gross-error sensitivity) 7"(T, F) a asympto-
ticky rozptyl odhadu (asymptotic variance) V(T, F). Tyto veliciny
jsou obecné definoviny takto:

1.(T, F) = sup |IF(x; T, F)| ,
b 4

VT, F) = | IFXx; T, F) aF(x) .
-n

Lze snadno dokizat, 2Ze velidiny 1*(ﬁ, F) 1 7*(6, F) mohou
pro symetricki rozdélen{ nabyvat pouze koneénych kladnych hodnot.
(Integrdly ve vztazich (9) jsou evidentné nenulové a funkce
x/(é2 + xz) a (3:2 - 52)/(52 + xz)2 maji pro dané koneéné £ > 0
kvalitativné stejny prubéh jako funkce ¥(x), resp. x(x).). To
znamend, Ze mald kontaminace rozdéleni F nemuZe mit (ani v nej-
horsim ptipadé) katastrofiln{ vliv na hodnoty odhadi M a &. Odhady’
i ¢ je tedy moZno povaZovat za robustni vzhledem ke zkresleni.

Pro asymptoticky rozptyl V(f, F) odvozuje Czernydk [5] vztah

1
V(ﬁ, P) = '

o fle) &

- £ + X

z ného vyplyv4, 2e velidina V(H, F) je pro symetricki rozdéleni
a dané ¢ > 0 v2dy koneénd. Koneénost asymptotického rozptylu
v(R, F) je daldim dokladem robustnosti odhadu M.

4. Pouiit{ Steinerovych odhadld v regresni analyze

odhady A, ¢ se pro néjakou realizaci x;, x,, ..., Xy jednoroz-
mérného vybéru uréujf simultéinnim fedenim soustavy rovnic (4) a
(5). Steiner (6] navrhuje algoritmus “dvojnisobné” iterace.
Ve vnéjdim cyklu se poéitaji postupné iterace M, ve vnitfnim se
upfesfiuj{ hodnoty diheze. Vychozi hodnoty pro iterace se voli
takto:

1 . V3 _
A: 'ﬂjglxj' €: = (Xpax = Xpin!’



pritom x .., X 4o pfedstavuji nejvétdi, resp. nejmendi, hodnotu
realizace uvaZovaného vybéru.

Pro dely regresni analyzy je nutnc uvedeny postup modifikovat.
Uvazujme napf. exp. data ve formé posloupnosti uspofidanych r-tic
[yj, xlj' x2j' cees xnj]' kde r = n + 1, Yj jsou hodnoty nidh. ve-
liéiny 7 a xlj' xzj, ceey xnj hodnoty fixnich veliéin SR YARERY
X, (j =1, 2, ..., N). Pledpoklddejme, Ze zdvislost n na skupiné

nezédvisle proménnych x,, x,, ..., X, je vystiZena regresni{ funkci
n=olpi Xy X5 oo X))

vnizp = (pl, Pyr o p.) je vektor regresnich koeficiemtd. Pak
se ve vnéjdim cyklu provddi iteraéné upfesnéni odhadd regresnich
koeficientu (ﬁi-—a ﬁ1+1) fedenia dlohy

N

2
z Vji[yj = ?(Piﬂi x].j' xzjr N ] xnj)] = Min ,
=1
v ni2
-2
Ei .
vji it —é'z_.‘-;'z‘: dji - Yj = ,(pil xljf lzjr sy xnj)-
it 94

PEitom lze s vyhodou pouzit standardniho podprogramu pro metodu
nejmendich &tverci se stat. vahami vji’ Iterace ve vnitinim cyklu
se provddéji podle vzorce

g2 &4
) E: dyy€ ik,
22 o1 (€5y * 4411]
1 K+l
ik

=1 (B * 311
kde éik pfedstavuje hodnotu diheze v i~tém vnéjiim cyklu a v k-tém
cyklu vnitfnim. Slozky ﬁll' §21, cees ﬁ-l vektoru vychozich
regresnich koeficienti se uréi metodou nejmendich <&tvercl bez
stat. vah; pro vychozi hodnotu diheze se doporuéuje volba
V3
7 (dgax,1 =~ 9gin,1) -

kde d znaéi nejvétii, resp. nejmendi, z hodnot djl'

max, 1’ dmin,l



Na zidvér uvddime ukizku rezistence navrieného postupu vuci
odlehlym Uidajim. UvaZujeme jednoduchou linearni regresi s nisle-
dujicimi daty, JjeZ obsahuji 20 X odlehlych idaji (hodnot nah.
veliéiny n).

'xj 10 20 30 40 SO0 60 70 80 90 100

Yj 21 29 45 45 62 68 81 89 1000 1000

Vypodty realizujeme s peviym podltem Sesti iteraci ve vnitfnim
cyklu. Ukazuje se, Ze odhady smérnice regresni piimky nejsou jiz
po sedmém iteraénim kroku prakticky zkresleny odlehlymi hodnotami
nezivisle proménné. Steiner se svymi spolupracovniky uviddi celou
fadu pfikladi dspéiného pouziti M-fitting pfi analyze exp. dat
z geofyzikdlniho vyzkumu.

Odhady regresnich koeficientui s vyuZitim Steinerova pfistupu
je mo%no plnym privenm poklidat za robustni =2 hlediska koncepce
zaloZzené na IF (viz [4]). Jejich robustnost je vyrazné v téch
ptipadech, kdy se providdi regrese nah. veliéiny na veliéinich
nenihodné povahy.

5, ZAvér

Tento ptispdvek je vénovin dvéma novym (Steinerem zavedenym)
&f{selnym charakteristikam nidh. veliéiny: nejcastéjsi hodnoté M a
dihezi ¢. Ukazuje se, Ze odpovidajici statistiky il a ¢ (odhady M
a £) je moZno povaZovat za tzv. M-odhady s vyraznymi robustnimi
viastnostmi. Obé statistiky jsou predeviim robustni vzhledem
ke zkresleni a velidina M vykazuje vZdy konecny asymptoticky
rozptyl. Steinerova pIistupu se pak vyu2ivd k navrhu algoritmu
pro robustni odhad regresnich koeficientu. Popsany algoritmus lze
doporuéit pro zpracovini exp. dat zejména tam, kde se sleduje
z4ivislost nih. veliéiny na jedné &i nékolika fixnich veliéindch.
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