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1 Uvod

Price je vénovina nové metodé analyzy nelinedrnich regresnich modeli pro pfezivani. Problém pie-
zivani je jiz dlouhou dobu pfedmétem zijmu jak teoretikil, tak i praktiki z riiznych obori. Je to
dino jednak slozitosti feSeni této dlohy v redlnych podminkich a jednak jejim vyznamem.

Standardni programové systémy pro statistické zpracovani dat (napf. obecné znamé SPSS é&i
BMDP) jako nezbytnou souédst zahrnuji i programy pro zpracovani Zivotnostnich dat statistickymi
metodami. PouZivani téchto programi v praxi vSak nardZi na znaéné potize:

Pokud se tyto programy neomezuji jen na prosté uspofdddvani dat a zahrnuji i odhadovani pa-
rametrd modeld Zivotnosti, jsou zivislé na apriorni volbé pravdépodobnostniho modelu nahodné
slozky dat. U redlnych procesi lze vsak volbu tohoto modelu podpofit piesvédéivymi argumenty jen
vyjimeéné a ani dodate¢né ovéfeni spravnosti volby neni snadnou zilezitosti. Vysledky zkoumani
dat pak mohou vykazovat znacnou citlivost k volbé statistického modelu, nejsou dostateiné robustni
k ptedpokladim. Apriorni volba statistického modelu je dile komplikovana tim, Ze v nékterych zi-
votnostnich tlohach nejsou apriori uréeny ani meze defini¢niho intervalu distribuéni funkce, pficemz
piedpoklad o nekoneéném nosi¢i by byl absurdni. Tak napf. Winavové lomy strojnich soucasti jisté
nenastanou pied prvnim zatézovacim cyklem a lze vylougit, Ze by sou&ist vydrzela nekone¢né& mnoho
zatéZovacich cykli. Pacient sice miZe zemfiit ihned po podani 1éku nebo po operaénim zasahu, ale
jisté existuje koneéna doba Zivota, kterou nepfeZije Zidny pacient. Apriorné neznameé meze nosice
dat je pak ¢asto nutné rovnéz odhadovat z dat.

Dalif potizi miZe byt zavislost rozptylu nahodné doby Zivota na né&jakeé jiné veliciné (kovariaté
regresoru). Tento piirozeny jev vyluéuje moZnost pouziti konstantniho modelu neuréitosti a zvy3uje
pocet neznamych parametru.

Programy zalozené na klasickjch postupech matematické statistiky davaji casto vysledky silné
ovlivnéné jednotlivymi daty, kterd jsou oproti ostatnim netypickd, odpovidaji bodim odlehlym od
hlavniho shluku. Nejsou tedy dostateéné robustn{ k odlehlym datum.

Programy zalozené na postupech robustni statistiky maji sice zlepSenou robustnost k ptedpokla-
dam, aviak nejsou dostatetné univerzilni pfi pouzivani. O tom svédéi soucasni existence velkého
mnozstvi takovych metod tesicich tentyZ problém s tymiz daty a davajicich razné vysledky.

Pouzivani téchto metod obecné nezajisuje maximalni vyuziti informace obsazené v datech. Proto
byva uspokojiva kvalita vysledkii podminéna dostupnosti dostateéného mnozstvi dat. To viak ¢asto
nelze v praxi zajistit, nebof zZivotnostni data byvaji vzdcna &i draha (napi. jeden vysledek = jeden
lidsky Zivot nebo jeden automobil zniéeny dlouhou sérif testd). PoZadavek informacni optimality
progrému je proto v Zivotnostnich dlohach obzvlasté naléhavy.

Pii sledovani Zivotnosti se vyskytuji i nedokonéené testy (a jim odpovidajici tzv. cenzorovani
data). Vysledek méfeni (T') pak poskytuje informaci ‘doba Zivota pitevysuje T’ misto ‘doba Zivota se
rovna T'. [ takto omezena informace viak muze — zejména pii malém poétu dat — podstatné ovlivnit
vysledek analyzy a musi proto byt adekvatnim zplsobem vzata v Gvahu.

Doba Zivota miZe zaviset na mnoha vlivech. Nékteré z téchto vlivi mohou byt rovnéz méieny.



Doba Zivota se pak uruje jako funkce nékolika proménnych. Tato funkee byva ¢asto nelineirni
protoze kriteriilni funkce (hodnotici shodu dat s odhady) nemusi byt kvadratickd, je k nalezem
nejlepdich odhadd hiedanych parametrii tieba tedit nelineirni rovnice. Navic mohou pro néktere
parametry nebo jejich funkce platit nékterd podstatni omezeni, vyplyvajici z redlného smyslu ilohy.
Refeni Zivotnostniho problému pak zahrnuje podminénou extremalizaci funkce v mnohorozmérnen
prostoru, coz vede k nutnosti pouivat sloZité algoritmy numerické matematiky. U takovych algoritmu
viak vyvstiva naléhavi otizka algoritmické spolehlivosti, tj. schopnosti tadného fungovani ‘za poku!
moZno viech’ okolnosti.

Zminéné nelinearita ivotnostnich modeld ma dalsi 2avazny diisledek. Viechny linedrni modely
jsou si podobné, maji tuté? strukturu, a to i ve vicerozmérném piipadé. To dovoluje pouzivat jediny
program pro identifikaci kteréhokoliv lineirniho modelu bez ohledu na specificnost oblasti, z nichz
pochazeji data. Tyto modely tedy tvoli jedinou ttidu. Nelineirnich modeli je viak nekoneéné mnoho.
To vede k nutnosti specializace identifikatnich programu, k takovému apriornimu vymezeni tiidy
tesenych iloh, které by udrielo celkovou sloZitost programu na rozumné drovni. Protoze viak uZivatel
zpravidla poZaduje co nejobecnéjdi poutitelnost programd, je tieba najit pfijatelny kompromis mezi
jednoduchosti (a tudi? i spoleblivosti) a univerzélni aplikovatelnosti.

Pozadavky kladené na metodu pro identifikaci Zivotnostnich modeli lze tedy shrnout takto: Po-
saduje se robustnost k apriornim statistickym ptedpokladim a dostate¢né univerziini pouZitelnost
k datim ruienym neuritostmi rizné povahy (a pochizejicim z omezeného intervalu majiciho ne-
znimé meze), robustnost k odlehlym datiim, informaéni optimalita, zajistujici co nejlepsi vyuziti
viech (necenzorovanych i cenzorovanych) dat, algoritmicki spolehlivost a rozumny kompromis mezi
sloZitosti a univerzilni pouZitelnosti. Dostupné programové systémy témto niroénym poZadavkim
kladenym praxi plné nevyhovuji. To je divodem k hledini novych fedeni.

2 Formulace dlohy a struény popis reSeni

Ulohu zformulujeme pro nazornost jako tlohu zkoumdni Zivotnosti strojnich souéasti, i kdyi jze
pfedpoklidat, e obdobns loha se vyskytuje i v dalsich oborech, jako napt. ve zdravotnictvi, v
pojislovnictvi aj., a e popisovany pistup je tedy poutitelny obecnéji.

Byla provedena série N nezdvislych pokusi s cyklickym zatéZovinim strojnich soucasti a méfe-
nim jejich Zivotnosti. V riiznjch pokusech byla amplituda vibraci Z (urujici maximdlni namahani)
nastavena na rizné hodnoty, ale v pribéhu pokusu se uz neménila.

Predpoklida se, te zméfeni ‘doba ivota’ T (potet period vibraci do inavového lemu nebo d
jiného ukon&eni zkousky) k—té zkusebné zatélované soutdsti (napf. pruiiny) zavisi na nezaporné
zatédi Z, (na amplitudé vibraci) die vztahu

Tk=tk¢Rh (I,}

kde
th=B+(Ze+C)™*+D (2)

je doba zivota dle teoretického modelu s nezndmymi parametry a Ry je hodnota k—teho multiphka
tivniho rezidua.! Spojita a diferencovatelna distribuéni funkce neznamého typu Pz(R) rezidui /1.

10bvykle se jako reziduum oznaéuje rozdil mezi skuteénou hodnotou zavislé proménné a hodnotur



majici nekonstantni parametr métitka
S(2) = Soexp(512), (3)

je definovina na omezeném intervalu (Ry, Ru), ktery pti dané zitéti Z odpovidd intervalu dob Zivota
od Ti(Z) (horni hranice dob Zivota, béhem nich2 téméf jisté lom nenastane) do Ty(Z2) (doba Zivota
do téméf jistého lomu).

Je ddna N—tice datovych trojic {2, Tk, I4), kde J, je indikitor cenzorovanosti dat rovay 1 {(ukonteni
zkoudky lomem) nebo 0 (jiné ukonéeni).

Pozaduje se odhad vektoru neznimych parametri
0= (SO;SI'RLaRUsAtB:C:D) . (4)

a odhad distribu¢n{ funkee Pz(R) ve tvaru poutitelném v procedurich umokdujicich vypolet prav-
dépodobnosti P (T < t}Z) i kvantild ¢(a) = P;'(a) pro viechna Z 3 definitniho oboru.

Stojime tedy pied dlohou nelineirni regresni analyzy, kterd mé urdité nestandardni prvky a na
jejiz teseni klademe ptirozené poZadavky, shrnuté v ivodnf Zésti. Privé snaha vyrovnat se s t&mito
pozadavky co nejlépe vedla k hleddni nové, nestandardni metody, zalofené na gnostickém popisu
neuréitosti [1]. Stéiejnim pojmem je phitom (globdlni) gnosticky odhad distribulni funkce P(R)
rozdéleni rezidui R. Tato d.{. je uréena daty (tj. v nadem phipadé rezidui R,, ptipadné indikitory
Ii) a vektorem parametri ©. Dosadi-li se v néjakém ptibliZeni odhady parametrii do modelu (2),
1ze vypotitat hodnoty rezidui R, pro viech N datovych trojic. Globilni odhad distribuéni funkce
v kterémkoliv bodé R je pak uréen témito rezidui a aktuilaimi odhady parametrd So, 51, R a Ry
uréenymi z podminky nejlepéi shody modelu distribuéni funkce s bezprostiedni reprezentaci dat -
rezidui, s tzv. bodovou empirickou distribudni funkci (BEDF). Pro Ryg znatici i—té multiplikativni
(uspoiddané) reziduum ma tato funkce tvar .

FRg) o= “r=, (i= 1, M) (5)

Struéné mize tedy byt postup fefeni shrnut do téchto krokii:

1. Nastavit nebo jednoduchou procedurou zhruba odhadnout 8¢ jako prvni ptibliteni k ©.

2. Vypoéitat rezidua uzitim (1) a (2), uspotidat je a dle (5) urdit bodové odhady hodnot jejich
empirické distribuéni funkce (BEDF).

3. Korigovat BEDF pro zahrnuti cenzorovanosti nékterych dat s poufitim Kaplanova-Meierova
odhadu.

4. Pomoci optimalizaéni procedury najit dal3i iteraci ©; z podminky minimalizace kritéria dobré
shody gnostického odhadu distribuéni funkce P(R) rezidui s BEDF.

5. Pokraovat od bodu 2 pro i + | do ustileni odhadu ©;.

6. Vysledny odhad parametri dosadit do procedur pro odhadovini pravdépodobné doby Zivota
nebo piipustné zatéie,

vypoitenou modelem. V modelu (1) je R; exponencidlni{ funkci takového "aditivaiho” rezidua, proto
hovoiime o "multiplikativnim reziduu”.




Optimalizadni procedura v 4. je klitovym mistem celého vypoétu. Kritérium dobré shody muze
mit nékolik variant, my jsme zvolili kvadratické kritérium

N
Q=) (BEDF(Ryy) ~ P(Ri)Y’ (6

nwl
. Kritickou hodnotou testu dobré shody Kolmogorova-Smirnova je maximalni absolutni rozdil hodnor
teoretické distribuéni funkce od obvyklé (stuphovité) empiricke distribuéni funkce (EDF). K minima-
lizaci této vzdélenosti viak dochézi souéasnd s minimalizaci nejvétsi vzdilenosti teoretické distribuém
funkce od bodu dle (5), ktery pali ptistuiny stuped EDF. Najdeme-li proto volné parametry hledanc
spojité distribuéni funkce tak, aby minimalizovaly vhodny funkcional jejich vzdalenosti od BEDI.

phiblizime se k pribéhu, ktery by zajistil nejlepdi shodu ve smyslu zminéného testu.

Vzniké piirozeni otdzka, proz by takovito procedura méla konvergovat k rozumnému feden:.
Vysvétleni souvisi s jednou zikladni viastnosti globdlni gnostické distribuéni funkce [4]. Je toti?
robustni (necitlivi) k outlierm, dokonce i k perifernim shiukim dat. V kritériu shody ma proto
hlavni vihu “vatdina” rezidui, rezidua s hodnotami blizkymi jedné. Celd procedura je tak daleko
méné nichyina ke kmitani daleko od optima. Musime si oviem i uvédomit, Ze optimalizaéni procedury
jsou ve slotitém piipadé schopny najit pouze lokilni extrémy (procedury pro vyhledavéni globalnich
extrémt nezviddaji prohledat ceiou oblast v rozumném éase). Proto je dilleiité dobie nastavit prvni
pliblizeni, ptipadné analyzu opakovat nékolikrit z riznych vychozich teseni.

3 Podrobnéjsi popis metody

3.1 Pociteéni odhady parametrit modelu

P#i prvnim pfiblizeni miZe byt vyuZita apriorni informace, zkuenost s obdobnymi daty. Pokud ne-
mame dostateénou informaci tohoto typu, pouzijeme k prvnimu odhadu standardni metodu analyzy
nelineirni regrese. Pro tento el poutijeme model v aditivnim, logaritmizovaném tvaru a parametry
A,..., D odhadneme metodou nejmensich &tvercii. Musime se viak vypofadat s pritomnosti cenzoro-
vanjch dat. To ndm umozni tzv. EM algoritmus. Tento algoritmus a podminky pro jeho konvergenci
jsou zkoumany v [2]. V [3] autofi popisuji modifikaci £M algoritmu pro tedeni tlohy analyzy linearm
regrese s cenzorovanymi daty. Pti tomto postupu se opakované stndap dva kroky: E- krok “rekonst -

ruuje” cenzorovana data (tj. pro / = 0) v tom smyslu, e odhadne Ye = E{Y]Y > Vi, Z, A,.... D).

kde A,..., D jsou odhady parametri ziskané v piedchozim M-kroku. Daldi M-krok pak prmte na-
jde metodou nejmensich &tvercd novy odhad parametri A,...,D z privé zrekonstruovanych a

Ya(ls = 1), Ya(ls = 0), Zs.

3.2 Problém nosice dat

Gnostické distribuéni funkce jsou definoviny nad neomezenym intervalem R, := (0, 00). Jak jsme s
jiz zminili v dvodu, realna data mohou pochazet z omezeného intervalu D := (T, Ty). Meze tohot
intervalu mohou byt neznimé a Easto predstavuji nejvyznamnéjsi vysledek zkoumani modelu. Tax
napt. ve zminéném piipadé inavovych lomu je fyzikalni interpretace mezni hodnoty Ty (Z) znama, jo
to doba (merena poctem zatézovacich cykid) od za¢atku experimentu do okamiiku, kdy pfi zatézi .
dojde k tzv. inicializaci trhliny. Od tohoto bodu se totiz bude trhlina rychle zvétsovat az - zpravidli-



"k nezadriitelnému - fomu soucasti. Jde tedy o mez, ktera by pii tddném ugivini soutisti neméla byt
prekrogena a znalost této meze zce souvisi se zarukami, které mize vyrobce uZivateli poskytnout.
V iloze o piezivani pacienta s transplantovanym orginem maji oviem velky vyznam odhady obou
mezi. K odhadovani meznich hodnot rezidui a tudiz i dob ivota (a meznich zatési) je tieba provést
vhodnou transformaci 7 := D — R,. Pro transformaci rezidui se osvédéila funkce

Ri-RL
Pk = "'"_“'l — R:—/RU’

kde R je skuteéné k — té reziduum vypoZtené z (1) a (2) a ps je jeho ckvivalent dosazovany do vzorce

("

pro distribuéni funkci definovanou nad nekonenym nosi¢em.

3.3 Optimalizaéni algoritmus

Kdybychom chtéli zajistit nejlepsi shodu distributnich funkci EDF a P(R) ptimo ve smyslu Kolmogorov-
Smnirnovova testu, museli bychom resit nehladkou minimaxni podmin&nou vicerozmérovou dlohu.
Nehladkosti ilohy jsme se viak vyhnuli pouitim bodové empirické distribuéni funkce a hladkého
kritéria dobré shody (6). Podminéni extrémalizace tohoto funkcionilu je sice znané jednoduiii,
nikeliv viak jednoduchi. K vybéru vhodné metody itinnd pomohl dialogovy programovy systém
OPTIA [5] umothujici ptipojit ufivatelsky program a odzkouiet v ném kterykoliv ze dirokého vybéru
minimalizaénich algoritmi. Jako nejvhodnéjsi k teleni dané lohy se ukizala metoda Schittkowského
{6]. Tato metoda je rychla a spolehlivé fedi ilohu lokilni vicerozmérové podminéné minimalizace s
omezenimi béznych typi. Globilni minimalizaéni metody se ukizaly jako prakticky nepouzitelné pro
nepiijatelné Easové naroky. Proto se opakované pouiije lokilni metoda Schittkowského s riznymi
pocatetnimi podminkami k ovéfeni, zda nalezené teseni opravdu ptedstavuje globilni extrém.

4 Vyuziti metody

Vyzkum a vyvoj popisovanych procedur byl motivovin potiebami vyzkumného odd&leni podniku
TATRA. Cilem metody bylo zpracovani testl Zivotnosti soutistek automobili. Postup byl realizovan
v UTIA ve formé programu GI 5 pro poéitate ttidy PC/AT. V dohledné dob& bude k dispozici i verze
pro pracovni stanice s operaénim systémem UNIX. Formulace dlohy je misty poplatna této konkrétni
ag!.ika.ci, vyuZitelnost procedur je viak znatné Sirsi.

Piiklad

Pti ovéfovani metody byla poutivina data ze Zivotnostnich testd na unavové lomy odpovidajicich
vyseuvedenému popisu. Opakovani EM iteraci phivedlo k témto politetnim odbadim parametra
modelu; A = 2.146, B = 7.622, ¢ = —10.575, D = 1881. Obr. 1a ukazuje regresni kiivku s témito
parametry, eirkované pak vibec prvni odhad, neuvazujici cenzorovini (vlastné tedy prvai M-krok
EM procedury). Cenzorovana data jsou oznatena o, jejich rekonstruované hodnoty pak znakem +.

Dalii optimalizaci s pouZitim popsané metody jsme doili ke konenym odhadum:
So = 1.415, $, = —0.0015, Ry = 0.194, Ry =0.708, A = 1.815, B =1.291, C = -10,493, D =
877.

Obr. 1b zobrazuje vyslednou regresni funkci, je to ziroven kiivka medind globalniho gnostického
odhadu distribuce T(Z). Na tomto obrazku jsou vyznateny i 5 %, 10 % a 20 % dolai a horni kvantily
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této distribuce, i kiivky Ti(Z) a Ty(Z). Obrazek 2 ukazuje tvar gnostického odhadu distribuéni
funkce a hustoty rozdéleni multiplikativnich rezidui, a to pii hodnoté parametru métitka odpovidajici
Z = 25. Je dobie vidét, jak lokilni (b) varianta reaguje na odlehlé reziduum, zatimco globalni odhad
distribuce (a) potlacuje jeho vliv. Na ose rezidui jsou cenzorovand rezidua oznacena o. Odhadnuté

hodnoty bodové empirické distribuéni funkce BEDF jsou v obrdzku oznaeny X.
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