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1 Uvod

Systémem nazyvime soubor veli¢in (elementd systému), které nabyvaji hodnoty (stavy) z néjakych
obvykle kone¢nych mnotin. Stavem systému pak rozumime konfiguraci stavi jeho elementu, tedy
prvek piisluiného kartézského souéinu. Typickym znakem systému (nebo( zejména tehdy miuvime
o “systémech”) je “velky potet” elementi, tedy vysoki dimenze ptislusného stavového prostoru.

Stav systému chipeme jako realizaci diskrétni nihodné veliiny s rozdélenim danym néjakou

pravdépodobnostni mirou na ptisluiném kartézském souéinu.
" 7 hlediska matematického je situace tedy pomérné jednoducha, jedna se prosté o sdruzené roz-
déleni koneéného vektoru diskrétnich nahodnych velizin. Problém nastane, kdy: si uvédomime, 7e
pouze pro velmi omezenou dimenzi jsme schopni viechny hodnoty pravdépodobnosti uchovat a viast-
né i vyéislit, protoie pro vy$si dimenze neumime spocitat ani potiebnou normalizaéni konstantu.
I kdy? dotyéné rozdéleni neni obvykle zcela obecné, nebot zavislostni struktura ¢asto odrazi né-
jakou grafovou strukturu, al uZ obecnou (pii zpracovani rozsahlych vektorlt pozorovani konanych
na jednotlivych individuich, ptipadné dotazniki, apod.), nebo pravidelnou mtizovou (pti zpracovani
prostorovych dat, obrazii apod.), nelze si zpravidla (s vyjimkou tzv. “roziozitelnych modelu”™ - viz
Hajek, Havranek, Jirousek (1992)) vypomoci néjakymi rekurentnimi formulemi, které napf. existuji
pro ¢asove tady nebo Markovovy fetézce.

Pii tedeni problému identifikace systému, ktery budeme chapat jako dlohu odhadu parametru pii-
slusného rozdéleni systému, musime z praktickych diivodi volit takové metody, které jsou numericky
viibec realizovatelné. Zde existuji v zisadé dvé moznosti. Ta prvni radi vyjit od metody maximaini
vérohodnosti, ktera je teoreticky optimalni, a pfi implementaci nahradit hodnoty, které nelze vycis-
lit, jejich aproximacemi, a¢ jiz deterministickymi (napi. Strauss (1975)) nebo stochastickymi Younes
(1988)).

My viak budeme volit druhou cestu. Pouzijeme metody odhadu, ktera sice neni optimalni, ale
miru jeji “ne-optimality” (tj. zejména ne-eficience a ne-robustnosti) budeme mit pod kontrolon a

piitom implementace metody nebude vyzadovat jiz 2adné dalsi simplifikace a aproximace.

Ukazeme také, jak tento postup souvisi s metodou maximalni pseudo-vérohodnosti, nékdy uziva-

nou (viz Besag (1986)), aviak bez podrobné analyzy statistickych vlastnosti, pro zpracovani prosto-



rovych dat.
2 Exponencidlni rozdéleni velkych systémi

{Jznaime

An = ®Ai1

i€N
kde 1 € |N| < 00, 2 € |A,| < o pro kazdé 1 & Nf Tedy N je koneéna (“velka”) mnozina elementii
systému, A; je koneéna mnozina stavi i-tého elementu pro kazdé i € N, Ay je pak mnoZina stavi
systému.
Necht P je pravdépodobnostni mira na Ay. Pro jednoduchost budeme uvaZovat pouze miry
kladné, tj. _
P(an) >0 pro kazdé ay = (a;)ien € An.

Zvolme nyni néjaky pevny “bazicky” stav by € Ay a pro kazdé V C N, av € Av = Qiev Ai
definujme

Qv(av) = Z (-I)W\wl log P(dw,bN\w).
wcv

Funkce ®y nazyvame interakcemi a systém interakci ® = {®v }vcn potencidlem.
Diky formuli ¥,y (—=1)"! = 0 pro V # 0 snadno ovétime, Ze

P(ay) = exp { Z ‘l’v(ﬂv)} )

VCN
kde ®¢ = log P(bx) je normalizaéni konstanta. Vztah mezi pravdépodobnosti P a potenciilem ¢ se

nazyva Mobiova a inverzni Mobiova formule.
Necht nyni i € V C N. Potom miZeme psat

Pi b‘ 'b N
dy(av) = ) (-1)"\iog P‘_( law b~\(ww n)'
wevni) (ailaw, bvygwuiin)

jak snadno ovéiime. Odtud vidime:
i) Jestlize a; = b; pro néjaké i € V, potom v (av). Piidéni této normalizatni podminky jiZ zaruéi
jednoznaénost potencialu &.
i1) Pomoci systému podminénych rozdéleni {P'}ien, kterd nazyvime lokdlnimi charakteristikami, lze
zkonstruovat sdruzené rozdéleni P. Existuje tedy vzijemné jednoznaény vztah mezi sdruZenym
rozdélenim a systémem lokalnich charakteristik.

V praktickych ilohich mizeme obvykle ptedpoklidat, ze lokalni charakteristiky zaviseji vidy
pouze na hodnotach nékterych veli¢in, pricems jejich vybér je din néjakou grafovou strukturou.
Tedy

P' (ailamy) = P (ailaai) ,



kde j € i pokud (i, j) € G, kde G je n&jaky graf na N. Uvédomme si, e symetrie, tj: ] € & pré.\,"(:
tehdy, kdyz i € 8j, je nutna vlastnost lokilnich charakteristik. ‘

Nechf nyni i, j € V C N. MuZeme psat

dv(av) = Z (-1)VWlog P (bilb;, aw, bwyawogin) P (ailaj, aw, byyiwogian)
WCVA(i) Pé (bilaj, aw, buywoiean) P (ailby, aw, bxywogan)

¥

jak opét snadno ovéfime. Odtud pak plyne
by =0 pokud (i,7,) ¢ G,

a proto

®w =0  pokud V neni klika grafu G.

Mizeme tedy uzaviit, e typicky pravdépodobnostni model systému bude dan v exponencialnim

P(an) = exp {Z ‘l’v(dv)} ,

VeV

tvaru

Kde V je mnozina klik néjakého grafu. Jestlize budeme interakce ®v povaZovat za znamé aZ na

multiplikativni konstantu, dostaneme timto pfirozenym zpusobem klasickou exponencialni rodinu.

3 Maximalné pseudo-vérohodny odhad parametru

Uvazujme nyni obecny model exponencidlnich pravdépodobnostnich rodin, tj. nechf

Pi(an) = exp {07 f(an)} / c(9),

kde
f=1fi: Av = R},
je vektor znamych redlnych funkci,
9€R"
je vektor neznamych parametri a c{0) je pisluina normalizaéni konstanta.

Znamy maximalné vérohodny odhad (MLE) 6, parametru 6 € R* je din systémem rovnic
[ (Bt -1} dby =0

kde P, je empirické rozdéleni odpovidajici rozsahu vybéru n.
Jak )iz bylo naznaceno v “Uvodu”, narazili bychom pii vypoétu tohoto odhadu na neschopnost
vycislit

Elfl= Y flay)Polax).

anEAN



Mizeme véak vyéislit podminéné stiedni hodnoty
Elflavi= Y flav.buw) P (biyvlav)
b\vEAN\Y

oro kazdé ay € Av, pokud [N\ V| < r, kde r je “ptiméfené malé”, a tyto podminéné stiedni hodnoty
vyuZijeme,.

Definujme maximalni pseudo-vérohodny odhad (MPLE) obecné piedpisem

/ { Y av Ea_[flavl} dP, =0,
VCN

kde a = {av}vcwn je pevné dany soubor konstant. V praxi budou mit vyznam pouze takové verze,
kde ay = 0 pro |N \ V| > r. Uvédomme si, 2¢ pro MLE je ag = —an =1, av = 0 jinak.

Prvni piirozeny pozadavek na odhad je, aby platilo
=6° pokud P, = Pe.

Odtud plyne podminka
(PL) Z ay =
VCN
Dale obratime pozornost k problému existence a konzistentnosti odhadu MPLE. Ozna¢me

§'(an) = Y avElflav]

VCN

a soucasné K

D*(an) = (a‘z S (“N)) =) avvarp,enlfl

(73} VCN
Budeme piedpokladat
(P1L) ' D'(an) >0

(4j. pozitivné definitni) pro kazdé 0 € RX, an € An.

Lemma 3.1

Necht plati (P I1.). Potom pro kazdou pravdépodobnosti miru @ na An je zobrazeni Ggq : RK —

RN definované piedpisem

%m=/§w

prosté a regularni na RN. Navic je matice jeho prvnich parcialnich derivaci v katdém bodé 8 € R

pozitivné definitni.



Duikaz:
Zobrazeni Gg mé pozitivné definitni matici prvnich parcidlnich derivaci V Go(0) v kazdém bode
8 € RX, nebof
VGo(8) = /D'dQ >0

diky predpokladu (P IL.). Odtud plyne i to, e Gq je prosté, piicemi spojitost V (g je ziejma.

Pro piipad MLE ma podminka (P I1.) jednoduchy tvar
varp,[f] >0  pro kazdé 8 € RN,

ktera je spinéna pravé tehdy, pokud 1, f1,..., fx jsou lineirné nezavislé. Pro obecny MPLE je obtizn¢

podminku (P IL.) charakterizovat. Plati viak

varp,(tav)lf] > 0
pravé kdy2
(Pil(av)) 1, fi(-sav), ..., fx(:,av) jsou lineirné nezavislé jako funkce na Anyv.
Tedy trividlné varp,(jap)(f] = 0.
Staéi tedy pro spinéni podminky (P II.) vzit

an <0, av 20 pro V#N.Zav=—a~.
V#N

piicemz musi byt ay > 0 pro alespoi jedno V C N takové, ze podminka (P [i(av)) je splnéna pro
kaidé ay € Av.

Hlavnim disledkem Lemmatu 3.1 je to, ze pro kazdou Q existuje spojité inverzni zobrazeni
(Go)™
definované na oteviené mnoziné Gg(RN).
Mizeme tedy odhad MPLE piepsat pomoci predpisu

ba = (Gp,)™ (0).

Odhad 6, je tedy reilné definovin pokud je 0 v oboru hodnot zobrazeni G .

Lemma 3.2
Necht |G, — Go|| = 0 pro n — oo, kde pro kazdé n =0,1,... je G, : RY — RN prosté regniarn:
zobrazeni s pozitivné definitni matici prvnich parcialnich derivaci v kazdém bodé. Necht Go(F%) =1

Potom existuje n® tak, ze G21(0) je definovino pro n > n® a G;'(0) — 6°.



bkaaz:

Zvolme § > 0. Potom

i Gol0)| =€ > 0.
min 1Ga(0)] = ¢
Necht “Gn - G’u“ < % Potom ||G,.(9°)|| < g a min"o_pugg ||G,‘(9)|| > 235
Funkce [|Gn(0)[|* ma tedy uvniti koule {8; ||0 — 8°|| < 68} lokilni minimum 8", a proto plati
0 = V||Ga(8")]I* = 2(V Ga(6")] Ga(6").

Jelikoz ¥ Go(6") > 0, musi byt G.(8") = 0. Ptitom ||8" — 0°|] < & a G, je prosté, proto 6 = G'(0).

Véta 3.3. QOdhad
b, = (Gp.)~' (0)

je pro dostateéné velka n definovan a je konzistentni, tj.

0, — 8° s.j. [Pn].

Dukaz.
Jelikoz Gp, (6°) = 0a ||Gp,, (8) —Gp (0))] < konst. || Pee - P.|, je tvrzeni véty piimym disledkem

Lemmatu 3.2 a silného zakona velkych &isel, podle kterého || P — Pu}| — 0 s.j. [Poe).

4 Asymptotickd normalita a eficience

Vysetiime nyni dalsi vlastnosti navrzeného odhadu.

Véta 4.1

Odhad 6, = (G’_.;ﬂ)"I (0) je pii skuteéné hodnoté parametru ° asymptoticky normalni s asympto-

ol = [ / D‘°dP,.]-1 [vare,[5*]] [ / D"dP.o]—l.

tickym rozptylem

Dukaz:

Podle definice plati
0= / §dP, = / $dP, + / prhrti-mgp

kde In € [0, l]-



Ptitom
/ Pt yp / D*dPp = Fe s.j. [Prl,
nebot 0, — 0° a P, — Pp 3.j. [Pe] podle Véty 3.3 a ve je spojité.
Soutasné
n'n[S“dP. — Ng(0, V) v distribuci [Pp],
kde Vpo = varp, [S?], podle centralni limitni véty (pfipomeiime [ 5% dPp = 0). Proto

n/3(d, — 0°) — Ny (0, F'Vie F') v distribuci [Pee).

Pro stile pevné a = {ay }ven oznaéime V = {V; ay # 0}. Necht

voyv xrcv

VeV Vev
Oznaéme dale

T*(an) = Es[flay]) - Eo{flay).

Lemma 4.2
Plati
i) [ D'dPy = covp,(5*,T*) = covp,(T*, S*);

i) ([ D'dP,] [varp, SU|[[ D'dPi)t ~ [varp, [T)) " 2 0.

Dukaz:
JelikoZ pro kazdé V € V je

/E;[flav] Eo{flav]TdP¢ = /E.[flav]E.[flap-]pog
a take
[ Edrtov) Ealrtout” 4Py = [ sEisia” ape

obdrzime

/D‘de = /{Z avvarp.‘,l_v)ls‘l} dP® =

Vev

= cov(§', T+ ) av- [varp.[f]— / fE,[flaﬂTdPg].

‘vev
Ptitom }°, ., ayv = 0, a tim jsme dokazali 1), kdyZ symetrie je ziejma.

Tvrzeni ii) pak plyne ze znamé vlastnosti kovarian¢nich matic

varp, [§%] - varp,(So,T') {varp,[Ta]}" covP.(Ta,Se) > 0.



Véta 4.3

Zadna volba a = {av }vcn nezarudi vétsi eficienci nez md maximalné vérohodny odhad.

Dikaz:

V piedchozim lemmatu mizeme samoziejmé volit V = N, V. = 0. Tvrzeni ii) pak piimo poskytne

pozadovanou nerovnost.

Matice v tvrzeni ii) Lemmatu 4.2 je ziejmé nulovd pokud S = M,T* s.j. [Pw), kde M je néjaka
Jdeterministickid matice. Je striktné pozitivné definitni, pokud pro #idnou dvojici deterministickych
vektord neplati a(8)75% = b(8)TT? s.j.[Pi).

Je ziejmé, ze nas odhad nebude obvykle eficientni, nebot z diivodu numerické realizovatelnosti,

jak uz bylo uvedeno vyse, bude nutné volit ay =0 pro V mala.
5 Robustnost

Pro zkoumani robustnosti definujme funkci 8(¢, Q) pro libovolnou miru Q na Ay pfedpisem

0= /S“"Q’d((l —€e)Pp +£Q).

6, Q)= (Eﬂ%@)k .

Oznaé¢me

Lemma 5.1

Plati
#(0,Q) = - U D"dP..] ljs“'dq.

Duikaz:
Muzeme psat
0= /S"‘"Q’d(Q - Pp)+ U D" ((1 —£) P + sQ)] &(c,Q).

Odtud pro € = 0 obdrzime

0= /s”dQ + U D"dP,.] #(0,Q).

Uvazujme nyni misto obecné miry Q miru &,, degenerovanou v jednom bodé ay € An. Potom

1
qlay) = 0(0,5..,,) = - [/ D‘“dpp] S‘o(aN).



Vidime, e plati

Eplg]=0
varp,lq] = [/ D"dl’.a]“l varp.,[S"’]

/ D" dPy

Véta 5.2

Pro 3idnou volbu @ = {ay}ven neni odhad robustnéjsi nez maximalné vérohodny, nebot in-

fluenéni funkce g je rozptylenéjsi.

Diikaz: Plyne z piedchozich ivah a nerovnosti &asti 4.

Vidime tedy, Ze na3 odhad je nejenom méné eficientni, ale i méné robustni nez maximalné véro-
hodny. Rozhodujici kritérium viak musi byt stile jeho numericka realizovatelnost, ktera je zarucena

pouze vhodnou volbou parametrii a = {av }vcw.

6 Maximalné pseudo-vérohodny odhad z prostorovych dat

Méjmenyni N={t € 2% 0< t; <T, i = 1,2}, A, = Ao = {0,1} pro kazdé t € N.
Pro ay € An definuyme

folan) = Z a¢

teN

fl(alv) = Z Q- a,

1, 9€N
t=sm{0,1}

falan) = Z a,-a,.
s

Tak obdrzime tzv. Isingiv model, kde 8,, #; maji vyznam vertikalni, resp. horizontalni interakce.

0y je tzv. chemicky potencial.

Pro vaitini body t € N (1 < 1, < Th, t = 1,2) plati

CXP{Gc(oo + 9|(Gt+[o.|| + 0:-[0.1]) + 91(“:4-{1.01 + ﬂz-[l,o]))
U(aa) ’

kde U(ag) je ptislusna normalizaéni konstanta a 9t = {s € N; ||t — s|| = 1}.

Py (adanyyy) =

Budeme-li nyni (viz Besag (1986)) definovat maximalné pseudo-vérohodny odhad

9, = argmax, / Z log Ps(aclaae) dP,,
teT

dostaneme vlastné nas vyse definovany odhad pii

ay =—|N|, ap=1 pro kazdé 1 € N.



LLiteratura

Besag, J. (1986). On the statistical analysis of dirty pictures (with discussion). J. Roy. Statist. Soc.
Ser. B 43, 259-302.

lajek, P., Havranek, T., Jirousek, R. (1992). Uncertain Information Processing in Expert Systems.
CRC Press, Londyn.

Strauss, D.J. (1975). Analysis binary lattice data with the nearest-neighbor property. J. Appl.
Probab. 12, 702-712.

Younes, L. (1988): Estimation and annealing for Gibbsian fields. Ann. Inst. H. Poincaré Lect. 8
(N.S.) 24, 269-294.



