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1. Uvod

Kdy2 se néco méf{, tak nas diffve &i pozdéji zaéne zajimat presnost mé-
tenf{. Jaké odchylky lze ocekavat kdy? bude pozorovatel meéfeni stejného
objektu nezavisle opakovat; jak odli$na budou méfeni jiného pozorovatele? Od-
povéd na tyto otézky lze hledat na =zakladé vhodné provedeného experimentu.
Pokud lze pozorovani povaZovat za realizace normalné rozdélené normain( veli-
&iny, tak muZeme pouit standardnich metod analyzy rozptylu a presnost popsat
varianénimi komponentami a koeficienty shody (neboli mezitfidnimi korelaénimi
koeficienty). TiebaZe binarni pozorovani{ jsou ' jednodussi’ ne2 pozorovani
normalné rozdétena, pro popsani jejich pfesnosti neni statisticka dilna moc
dobite vybavena. V tomto piispévku naértneme mo2n§ pffstup a aplikujeme ho na
konkrétn{ data.

2. Data a zdkladn{ model

Predstavme si lékarfe posuzujici histologicky preparat co se tyée pritom-
nosti (1) &i nepfi{tomnosti (O} zhoubngych bunék. Pii opétovném nezavislém po-
suzovani stejného preparatu stejnym lékarfem, ¢&i jinygmi lékafi, nemusi byt
pozorovan{ shodna. Za ulelem vyhodnocen{ spolehlivosti takovychto binarnich
pozorovani byl realizovAn experiment, ve kterém dva lékari nezavisle na sobé
posuzovall ka2dy dvakrat 45 preparatu. Data jsou Vv Tabulce 1. Pozorovani zna-
&fme X,;, X, a Xy jsou pozorovani lékare 1, X3 a X3 lékare 2.

Tabulka i. Pozorovani dvou lékafa {vybérové cetnosti a fetnosti predpovidané

modelem z odstavce 6).

lékar 2, (Xz1,X22):

1ékar 1 Q0 o1 10 il +
(X11,X12): 00 20 1 2 3 26
17,9 2,7 2,7 2.4
(4] 2 1 0 | 4
2,7 0,5 0,5 1,0
10 2 2 1 I 6
2.7 0.5 0,5 1,0
11 2 2 0 S 9
2.4 1,0 1,0 5.3
4+ 26 6 3 i0 45




Jak vhodné popsat shodu lékare se sebou samym, jak shodu mezi obéma léka-
*i? Prirozene se zdaji pravdépodobnosti P(X;,=s|X;=s), s=0,1 (pro ‘vnitfni’
shodu lékara) a P(x,,=s|x2,=s) {(pro shodu mezi lékari). Kromé téchto pravdé-
podobnosti bychom téz rddi disponovali néjakym jednoduchym indexem shody.

Preparaty budeme povaZovat za nahodné vybrané 2z jisté velké populace;
pozorovani jsou pak nezavislé, stejné rozdélené vektory X=(X,, X ,.X;,.Xp).
X muZze nabyt 16 ruznych vysledkd, rozdéleni X ma tedy 1S stupidd volnosti.
Patnact parametrt je neprakticky mnoho pro popsan{ intuitivhé pomérné jedno-
duchého konceptu shody. Potfebujeme tedy flexibilni model pro P{X=x).

3. Jednoduchy experiment

Nejdrive se vSak budeme zabyvat jednodusii{m problémem, ve kterém bud oba
lékari pozoruji jen jednou, nebo jen jeden lékalt pozoruje dvakrat. V§sledek
méfen{ u nahodné zvoleného preparatu oznadime Y=(Y,,Y,). Rozdéleni Y paramet-

rizujeme notaci Tabulky 2.

Tabulka 2. Notace pro rozdélen{ (Y,,Y,)

Y,=0 Poo Poir  Po.
Y=l Pio Pu P1.
* P.o P 1

Pro popis shody mezi Y, a Y, je asto pou2ivian Cohenlv koeficient shody «,

- Poo*Py1~(Po.Po*P.P,)
1-(Po.P.o*P1.Pa)

Jde o pravdépodobnost shody, pgo*P;.» 3kalovanou na interval {-1,1) tak, aby
nula odpovidaia nahodné shodé nezavisiych pozorovani. Interpretace hodnot
raznych od O, -1 a | je komplikovana skutetnostf{, 2e vellkost x zavisi na
marginalnich rozdélenich veli¢in Y, a Y, (k tomu se jesté vratime). Vezmeme-

li jako prfiklad data prvniho lékare, dostaneme tabulku

0o 1 +

o 26 4 30
! 6 9 15
+ 32 13 45

Nahradime-li ve vzorci pro x pravdépodobnosti &etnostmi, dostaneme k=0,48.



4. Model pro jednoduchy experiment

Rozdéleni ndhodnych veliéin Y budeme modelovat za pomoci latentni veli-
&iny Z, o které si miZeme pfedstavovat, ¢ udavd opravdovy, mam neznamy, bi-
narni stav preparatu. Dale budeme predpoklddat, 2e Y, a Y, jsou podminéné
nezavisié pri dané hodnoté Z. Pro rozdéleni téchto veli¢in zavedeme nasledu-
jici notaci (mimo to téz uvadime nazvy bézné uzivané v kontextu evaluace

diagnostickych testu):

P(Z=])=2 prevalence {(nemoci)
P(Y,=1|Z=l)=v, sensitivita (testu), i=1,2
P(Y =0} Z=0)=w, specificita (testu), i=1,2

Rozdélenf P(y}=P(Y=y} je timto parametrizovano péti parametry: zZ, Vv,, V3, W,
w,. Plati naptikiad P(00)=2z(1-v,)(i-v,)+(1-Z)w,w,. Poclet parametra je pro
praktické pou2Ziti nutno omezit. Vyhodné zjednodudeni nastavad napitiklad kdyz

v, =v=w =w,=v. Obrazek | ukazuje, jak v tomto pripadé vypadd xk=x(z,v).

wappalz V)

Obrazek 1. Zavislost koeficientu shody x na prevalenci z a sensitivité/speci-

ficité v.



Obrazek ilustruje poznamku o =zdavislosti x na marginalnich rozdélenich, tedy
na z. Jeden zpusob jak tuto zavislost zneikodnit by by! vyhodnocovat shodu
pri  konstantni prevalenci 2. Experimentalné je tento navrh obtiZzné

uskuteéniteiny, ale lze se opfit se o model a zavést
K.djustea = & PFi prevalenci z=0,5.

V nasem dvouparametrovém pripadé dostavame: x“’“““(vls(l-ZV)z.

Maximalné vérohodnostni odhady jsou 2z=0,25, V=0,87, K,gjustea=0.55 (test
dobré shody nenachazi vyznamné odchylky mezi vybérovymi a modeiem piedpovida-
nymi ¢etnostmi).

Poznamenavame, 2e interpretovat Z jako opravdovy stav preparatu je laka-
vé, nicméné hypotetické: na modely pouZivajici latentn{ veli¢iny je tifeba

pohlizet pragmaticky.

S. Konstrukce modelu pro P(x)

Nyni se vratime k nasemu pavodnimu problému: konstrukce modelu pro P(x).
Pfedstavme si, 2e lékaF i ma pro jisty preparat latentni vysledek Y,, 2e
(Y,.Y,;) ma stejné rozdéleni jako v piedchozim pfipadé, a 2e Y, hraje podobnou
roli pro (X,,.X;;) jako Z pro (Y,.Y,). Vyhodny zpusob, jak tento model for-

malné definovat je nasledujici:

Y, =V, Z+(1-W,)(1-2)
Y,=V,Z+(1-W,)(1-2)

Z, Vv, V.. w,' W, jsou nezavislé binarni velid¢iny, pravdépodobnost jednilky
ozna¢ime malym pismenkem, napf. P(W=l)=w. Opétnym pouzitim “Bernouiiliovské”

transformace dostavame

X, =A,, Y, +(1-B,, }(1-Y)
X,2=A,2Y,+(1-B;,)(1-Y))
X, =AY+ (1-B5 )(1-Y,)
Xp=Az,Y 2 +(1-B55)(1-Y,)

kde (A}, (B, (V) (W) a Z jsou nezavislé Bernoulllovské nahodné veli-
ciny: (a;ph. (b h, (v}, (w) a z jsou korespondujici pravdépodobnosti jed-

ni¢ek. Pri vypoétu P(x), napfiklad P(ll1l), lze postupovat nasledovné:

P( 111[)=E( Xllxlzlexzz)=Eh((AlJ).(B“).(Vl}.{w.).Z).



nejdfive zjednodusime vyraz h(} pouZitim vlastnosti "U2=U, U(1-U)=0 pro bi-

narnf{ U"; stifedni hodnotu pak dostaneme nahrazenim velkych pismenek malymi.
Takto ziskanj model mé& 13 parametrd; rozdéleni P(x) ma IS stupidl volnos-

ti. Pochopitelné mame zadjem na daldim zjednoduseni modelu. Vyhodny je napf.

model se tifemi parametry, 2, a, V:

z (prevalence)
a; j'bi j=a (sensitivita/specificita 'uvnit®’ iékarfe)
vi=wsv (sensitivita/specificita 'mezi’ lékari)

Za tohoto modelu jsou x ‘uvnit®’ (tj. na zakladé marginalniho rozdéleni
(X, X;2)) a x 'mezi’ (na zakladé margindlniho rozdéleni (X;.X,,)) piekva-
pivé jednoduchymi funkcemi z, a a v, Oznaéme vyrazem ’x(&isté mezi)’' koefi-
cient x ‘'mezi’ pfi a=i, tj. prfi absolutni pfesnosti ‘uvnitft’. Mezi jmenova-

nymi koeficienty plat{ nasledujic{ jednoduché vztahy:

n:“uu,m|(|.nrniu“)m(l--Za)2
K eaposteal8iSté mezid=(1-22)*
K adjustea(mezi)=(1-2a (1-2v)

x(mezi)=x(&isté mezi).c(uvnit’)

Pro statistické vyhodnocovani popsanych modeld lze pouZit metody nejvétsi
vérohodnosti. Optimalizace vérohodnostni funkce vyzaduje dost pocéitani.

Pou2ity zpusob konstrukce modeiu lze pou%it i ve slozitéjsich experimen-
talnich situacich: jde o pokus o ’binarni’ obdobu klasickych modeiu varianéni

analyzy s nihodnymi efekty.

6. Aplikace
Data Tabulky 1 jsme analyzovali za pomoci vyse popsanych modela {(pro vy-
poéty byl napsan speciaini program). Tabulka 1 ukazuje mimo viastni pozoro-
vani téz hodnoty oéekavané za vySe popsaného tiiparametrového modelu: shoda
je pomérné dobra, coZ potvrzuje i test dobré shody na zakladé vérohodnostniho
poméru (G2=9,6 pii 15-3=12 stupnich volnosti). V tomto pripadé popisuje tedy
jednoduchy tfiparametrovy model data adekvatné. (Pochopiteiné jsme vyhodnoco-
vali i modely s vice i s méné parametry).
Odhady pro 2z, v a a jsou 0,22, 0,92, 0,88; pro K pdpusteq! 1VNILF) 0,58,
Pro  K,qjsteq(Cisté mezi)=0,71, pro Kadjusteamezil 0,41 (=0,58.0,71). Pro

P .i(l]|1) dostavame 0,68, pro P ,,(1[1)=0,54.

uvnitr



7. Zavérec¢ne poznamky

Baker et al (1991) se zabyvaji stejnym problémem a pouzivaji v podstaté
stejny model. Nas (nezavisle vznikly) pfistup obsahuje nasledujici nové prv-
ky: a) konstrukce modeld s nahodnymi efekty za pomoci "Bernouilliovské
aritmetiky”, b) odvozeni relace mezi x(uvnitf) a x(mezi) v triparametrovem
modelu, c) navrh na pouzZivant K,q.¢eqd-

Jiné pouziti metod pro latentni veli¢iny pfi vyhodnocovani shody popisuje
Uebersax a Grove (1990), tento &lanek obsahuje téX obsirny prehled literatu-

ry. Relevantni je téz Agresti (1992).
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