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Zmiesany linedrny model je vSe-
obecne uviddzany v literatdre v nasle-
dujucom twvare

Y=xp + UL+ +Up-tfp—l+ €
kde Y j@ n-rozmerny vektor pozorovani,
? je |lk-rozmerny neznamy vektorovy
parameter; ft i=1,...,p1 su n
rozmerné nidhodné vektory Cniahodné
efekty), ktoré splfhajui predpoklad

» _8 — —
ECZ> = 0, ECZL D atzhl i=t,...,p-1

€ je n-rozmerny vektor chyb, pre kto-

ry plati rowvnako ECg)=0, ECss‘)=a§1p

Matice X, U .,...,U sG zname nena-
1 é-t 2

hodné matice a ol.....op sU nezname

konétantné parametre. Vo vSeobecnos-

ti je to model s varianéno - kovari-

andnymi komponentami v tvare
p
1D Y, X, T GJQD. pricdom
i1
ciel je odhadnu?! linedrnu funkciu pa-

rametra & = (& ,....8 2":
P1 P
f(8 =% =X £ &.
L=4 T L

Tento problém je historicky nie
novy a na jeho riedenie existuje nie-
kolko ré&znych pristupov. Najznamejsi
je klasicky pristup - vytvorit kvadra-
ticky odhad Y’AY, moZe splfhal roézne
poZiadavky, ako sy nevychylenost,
invariantnowst, lokalne najlep3i nevy-
chyleny odhad (v zmysle minimialnej
disperzie) alebo odhady typu MINQUE.
Uvedené metdéddy je moZné najst napr. v
Rac (1971, 19722, Rao, Kleffe (18980),
KubAcdek (1988), Rao,Kleffe (16883 a v
mnohych dalsich publikaciach.

Zaujimavy je pripad zaloZeny na
linearnom modeli v zavislej premennej
vec YY’- vektore vytvorenom zo stlIpcov
symetrickej matice YY' ich usporiada-
nim pod seba. ( Pozri napr. Verdocren
C1979,198800,

Model ma tvar:

cad EC vec YY'D =
= CXeX, vecV‘..... vecV I (vec 'Y= ZF
F o
1
&
P
Operacia """ je Kroneckerocv sudin

matic; matica Z je znama matica typu
nax Ck2+ p>. Parameter ¥ je k2+p FQZ—
merny, kde vec /33’ povazujeme za
rusivy. KedZe odhadujeme linearnu
funkciu parametrov druhého radu, je
prirodzené poZ2adoval, aby odhad bol
invariantny vzhIadom na posun v
strednej hodnote. Odhad TC(Y) je inva-—
riantny prave vtedy, ked TC(YD=TCY+X/3)
pre vsetky 3 e Rk. Maximalnym inva-
riantom, ¢t.j. $Statistika zaloZena na
vektore Y je vektor MY, kde M = I - PX
je projektor na ortogonalny komplement
stipcového priestoru matice X,

P= XCX'XO X', Vytvorime transformova-

X
ny model ,

zaloZzeny na vektore
HeM vecYY'® v tvare:

C3d EC MeM vecYY'D =

C vec HVlH,.... vec HVPM D> & = @8.

V modeli (30 sa stratila zavis-
lost na rugivem parametri vec 33°. Od-
hady zaloZené na vektore MeM vec YY’' st
invariantné. 2Z tedrie lineAdrnych mode-
lov je zname, Ze nutnid a postadujdca
podmienka pre nevychylenu odhadnutel -
nost funkcie '3 je feRC Q@ , kde RC D
Je stlpcovy priestor matice Q' Q.
¢ Q'@ DU= tr HVJNj. ¢o je totoZne s
nutnou a postadujticou podmienkou pre
nevychylenu invariantni a kvadraticku
odhadnutelInest funkcie 9.

Nevychyleny a invariantny MNS od-
had m& tvar:

Cad '8 = £°CQ 0 MeM vec YY' =

P
z x£Y'MVLHY, kde Q’Qx = f.
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Odhad (40 vo viecbecnosti
nema 2iadne vliastnosti optima-
lity (v zmysle minimialnej dis-
perzied Je viak velmi

L
‘YI'I’T'!TT_I'“I'I

jednoduchy vzhIadom na vypo&-

Y]
™

tovd narod¢nost a nezavisi od
vopred zvolenej hodnoty neznda-
ho parametra ® tak, ako odhad
b yypu MINQUE.
MI NQUE odhad C(Minimum Norm
Quadratic Unbiased Estimator3,

RN E RN VNN NN NS

o

ktory je invariantny, je pre
OCbr.1. Mcodell, odhadovany parameter 9’= 0.81, MINQUE-odhadnutelnu funkciu

nor malne rozdelenie. £°9 tvaru:

Q=

cy e wivaw w'y,
4 1 o T (o]

(X 19002 o=
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P
kde Vv = vee D= X9 V. pre
o 4] i=1 1O
vopr ed zvolenu hodnotu 8°=
<8 ,...,89 2’ a "+ je Moore-
10 PO
Penroseova inverzia matice.
---------------------- Zarovefh plati, funkcia f’'8& je
MI NQUE odhadnutelna prave
vtedy, ak feR(W'WD, kde
Cwrwd =trcmv v ey v,
1) o 8 [ ] M
4 2z coho dalej plati W'wr = f.
Odhady €42 a (8) su4 oba
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Obr. 2. Modell, odhadovany parameter 8‘= 0.81, nevychylené a invariantné, za-
transformované Studentove rozdelenie. roveft odhad (8) je v pripade
normal neho rozdelenia wvektora
Y lokalne najlep&i v bode 80.
Okrem predchadzajucich

dvoch Stulajter (19880 navrhol
iny pristup k odvodeniu odha-
du. Utvoril najprv MNS- odhad

parametra /3:
”~ ~

3= CX'XO'X'Y a na zaklade 3

poloZzil
o

6D Vv = (Y - XY - X7,
o

teda V je "prirodzeny" odhad
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celej kovariandne j matice

4
VeeY. Struktdra kovariandnej
Obr. 3. Modell, odhadovany parameter 8:=0‘81. matice V(8 je vSak znama,
transformované gama rozdelenie. preto je prirodzené za odhad
~
V(9 povaZoval projekciu mati-

o
ce V do lineadrneho priestoru



vyt vor eného mnoZinou

¥ = { V(H, 8 ©® >. Z uvede-

ne j my$lienky dostavame
P

<7 £’9 = EaLY’HV,\HY. kde
L=4

Ga=f, pricom CG)”,= tr V,‘VJ_.

Odhad (7> na rozdiel od
odhadov (40 a (50 nie je ne-
vychyleny, len invariantny. v
gpecialnom pripade, ked mati-
ce l/_L st navzajom ortogondlne
Stulajter dokazal

ciu odhadu (72.

konzisten-

Je prirodzené poloZit
ako sa tieto od-
(B> a (75 chovaju
aké maju Statistic-

si otazku,
hady (42,
navzajom,
ké vlastnosti, vzhladom na
jednoduchost vypoltov odhadov
¢S a (7).

V nadej simulaénej Stu-
dii sme porovnali uvedené od-
hady v nasledujucich situa-
ciach. V dvoch réznych mode-—
loch sa simulovalo 10 000 re-
alizdcii wvektora Y pre nor-
malne rozdelenie, transformo-—
vané Studentovo a gama rozde-—
lenie s parametrami:
1. MODEL
Y = X3 + U‘E’+ Uztz+ £, kde

Y je n=24 -rozmerny vektor,

matice X , U ,
(24 x4} 1, (24%x2)
U a vektor 3 su
2,(24x6) (&)
dane. Sku .odnid hodnota para-

metra 8‘3) pouzitd pri gene-

rovani je $=C0.81,0.64,0.362".

Pre generovang vektory

t:.czr' zz,«»' € ze plati:

ECZD =0, i=1,8; E(&d = O,
15

VarC¥ _tD =8tI i=1,2 VarCed ==|9=I .

2. MODEL
p-1

Xp + T UE + €
. LR %
=1

Y je n=12 -rozmerny vektor,

Y = kde

matice a

X YU
(12x3) L, (42X )
1

vektor 3 sy daneé,

»
n=, n=3, n=4, n =5, n_=6,
1 2 ) “ s

Skutoé¢nd hodnota para-

pricom
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Obr. 4. Modell. odhadovany parameter 82=O. 64,
normalne rozdelenie.
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Obr . B. Modell, odhadovany parameter 82=0. 64,
transformevané Studentovo rozdelenie.
{ X 1000}
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transformované gama rozdelenie.
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Modell, odhadovany parameter 82=0. 64,
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Obr. 7. Modell, odhadovany parameter 8’= 0. 36,

normiélne rozdelenie.
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Obr. 8 Modell, odhadovany parameter 83= 0. 36,
transformované Studentovo rozdelenie.
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OCbr. . Modell, odhado%mny parametler 8‘= 0. 36,

transformované gama rozdelenie.

metra 0@ pre generovanie je
6=(0.25,0.81,1,0.48,0.36,0.09>"

Pre generované vektory ti'm K
£ plati: )
ECZ> =0 .VarC_(P:OiImi, pre
i=1,...,8 a pre £ plati
ECed = O,VarCed =0‘I @

Na obrdzkoch 1. - 12. s&
zZndzornend polygény pre jed-
notlivée odhady: MINQUE. MNS,
MNSS je odhad navrdmuty Stu-
lajterom. Vo vadéine pripadov,
okrem obr. 7. - 8. sa ukazalo,
2e napriek vychylenosti MNSS
odhad mé vyT azne menfiu.
strednd kvadraticku chybu
C(MSED nez MINQUE a MNS-odhad,
ktoré s¢ nevychylené. Vo vie-
obecnosti rozdelenie MINQUE
ani inych kvadratickych odha-
dov nie je zname,len v niekto-
rych <&pecialnych pripadoch a
za predpokladuy neormality vek-
tera Y . Z obrazkov je moZiné
vidiel, 2e rozdelenia MINQUE a
MNS su si blizke v zmysle po-
dobnosti pol ygdénov.

Ukdizalo sa tiez, Z2e rozde-
lenia odhadov su si blizke v
uvedenom zmysle aj pre rdézne
typy rozdelenia C(symetricke,
napr‘. Studentove aj nesymetric-—
ké, napr. gama rozdelenied.

V tabulkich 1. -'3" S =
dené vyber oveé prismery,
disperzie a stredna kvadratic-
ka chyba odhadov parametrov
8‘.82 a 8'. V tabulke 4 je to

isté pre odhad funkcie (&=
o
=Z &= 3.0.
et
Ako uzaiver je moZno pove-

dat, 2e v situaciach, ked vy-
poétova naroénost MINQUE odha-
du je velka (vypodet matice
cvin® >, je leptie uprednost-
nit MNS alebo MNSS odhad, a tc
v zavislosti od typu ulohy,



najma v pripade odhadu linear-

nej funkcie parametra ¥§.
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Obr.10. Model2. odhadovany parameter 9=3. 0,

normilne rozdelenie.
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Obr.11. Model2, odhadovany parameter &=3.0,

transformované Studentovo rozdelenie.
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Obr.12.

Modelz2, odhadovany parameter 8=3.0,

transformované gama rozdelenie.



Parameter Rozdelenie Odhad Priemer Disperzia MSE
MI NQUE 0.8108 0.99417
Nor malne MNS 0.8127 1. 5680
MNSS 0.1732 0. 0858 0.4913
MI NQUE 0. 8027 20. 0972
® =0.81 Studentovo | MNS 0. 7630 13.3103
MNSS 0.1613 0.7419 1.1827
MI NQUE 0.8118 4.0910
Gama MNS 0. 8084 7.1408
MNSS 0.1717 0. 3956 0. 8030
Tab. 1.
Parameter Rozdelenie Odhad Priemer Disperzia MSE
MINQUE 0. 6464 0.3738
Nor mal ne MNS 0. 6562 0. 9082
MNSS 0.0818 0.1188 0. 4304
MI NQUE 0. 86309 0.8142
82 = 0.64 Studentove MNS 0.6240 1.9894
MNSS 0. 0867 0. 9080 1.2337
MINQUE 0.B8280 Q. 9547
Gama MNS 0. 6357 1.6842
MNSS 0. 0762 0. 3089 0. 6268
Tab. 2.
Parameter Rozdelenie Odhad Priemer Disperzia MSE
MINQUE 0.3571 0.0191
Nor malne MNS 0. 3561 0.1428
MNSS 0. 7929 0. 2300 0.4174
MINQUE 0. 3573 0. o508
83 = 0.36 Studentovo MNS 0. 3578 0.1894
MNSS 0. 7883 4.1380 4.3214
MI NQUE 0. 3642 0. 08662
Gama MNS 0. 3667 0. 2026
MNSS ©. 8100 1.2803 i.4828
Tab. 3.
Parameter Rozdelenie Odhad Priemer Disperzia MSE
MI NQUE 3. 0082 5.7118
Normal ne MNS 3. 0288 8.98197
MNSS 1. 4540 1.40898 3. 7989
MI NQUE 2. 9655 10.8948
& = 3.0 Studentovo MNS 2.9474 13.2648
MNSS 1. 4078 3. 3239 5. 86800
MINQUE 2.8918 11. 3287
Gama MNS 2. 8608 14.0818
MNSS 1.4339 2. 6078 5. 0605
Tab. 4.
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