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«

Odhad parametrd sinusoidalnich signdald z dat zatiZenych aditivnim Sumem neni uloha
novd a kdysi patrné motivovala celé odvétvi spektrdlni analyzy casovych rad.

Predpokldddme model dat ve tvaru

»
o+
"

M
£ a.sin (w.t + &) (1)
. i i i
i=1

t=1,...,N,

kde ai, W Qi, i=1,...,M, jsou neznamé amplitudy, frekvence a faze.

Pozorovana realizace &asové rady nechi se od modelu (1) 1i$i o aditivni /nahodny/ Sum

Rt) = x(t) + e(t), (2)

O nahodnych veliéindch e(t) zpravidla predpokladame, Ze jsou vza jemné nezavislé,
maji nulovou stredni hodnotu a koneény rozptyl 0%, pripadné navic, Ze maji normalni

rozlozeni s témito parametry.

Tradiéné poudivanym prostfedkem pro odhad parametrt modelu (1) je Schustertv
periodogram, doplnény o Fisherfiv test vyznamnosti jednotlivych slozek. Da se ovsem
ukdzat, viz [7], Ze v nékterych pripadech, zvldsté pri male délce fady N a vyssim
podilu signalu v&&i Sumu a®*/20%, nebo pri vyskytu sinuseoid s blizkymi frekvencemi

]wi— wj| < n#/N, je klasicky postup malo efektivni ve srovnani s metodami zaloZenymi

na autoregresnim modelovani.

Drive, neZ pristoupime k jejich vykladu, si povSimneme skutednosti, Ze model (1)

zdvisi na parametrech aisin Qj. a,cos @i, i=,...,M, linearné.

Tento fakt umoZnuje odhad amplitud a fazi modelu (1) pfi pevnych hodnotédch frekvenci
metodou nejmenfich &tvercd pomoci vzorce v uzavieném tvaru. Nelinearita dané regresni
Ulohy tedy spo¢ivda pouze v nelinearité modelu vzhledem k parametrdm frekvenci.

Metody, zaloZené na autoregresnim modelovani, vyuzivaji tvrzeni nasledujici véty

Posloupnost {x(t)} tvaru (1) vyhovuje ndsledujici homogenni diferenéni rovnici

x(t) + a, x{(t=-1) + ... + a5y x{t-2M) = O, (3)
t=2M+1,...,N.
Pritom redlnd cCisla I maji tu vlastnost, ze polynom
Alz) = M, M-1, + + (4)
z) = z a,z e Boy_12 a0y (
ma za své koreny komplexni jednotky exp(tjwk) , k=1, ..., M.
Diferenéni rovnice (3) plati i v pripadé, 2Ze model ({x(t)} Jje souctem M

exponencidlné tlumenych sinusoid s tim rozdilem, Ze kofeny polynomu A(z) uZ nemaji

jednotkové moduly.



Odhad frekvenci pak probiha ve dvou krocich:
1) odhad koeficient® rekurentni diferenéni rovnice (3)
2) nalezeni kofentt polynomu A(z) a jejich argumentt.

Odhad koeficientd a se da provadét ré&znymi zpdsoby. Napriklad Pronyho

1,...,azM
metoda pouziva tzv. kovarianénich rovnic, Jjak je obvyklé pfi autoregresnim modelovani.
Pri formulaci udlohy pomoci kovariandni funkce procesu Fesime Yule-Walkerovy rovnice.
Casté je té3 vyuziti jisté symetrie koeficienté, nebo téZ rovnic pro tzv. zpétnou
predikci, viz. {2]. Ke konzistentnimu odhadu frekvenci vede Pisarenkova metoda [3],

pri které se za odhad vektoru (l’al""’aZM) bere vlastni vektor vybérové kovariandni

matice daného procesu radu 2M+1, ktery odpovidda jejimu nejmensSimu vlastnimu ¢islu.

Podstatné zlepSeni statistickych vlastnosti citovanych odhadd prinesla mysSlenka
Tuftse a Kumaresana v dJ&lanku [4] pouzit autoregresniho modelu s vyssim fadem nez 2M.
Jejich metodu ddle modifikovali Rahman a Yu {5]. Jejich metoda se opira o nasledujici

zobecnéni predchozi véty:

. (L} (L) . .
Necht N-2M 2L 2 2M a vektor a(L+1)_ (l,a1 yeeesBp } vvhovuje soustave
kde
x(L+1) x(L) Ve x(1)
x(L+2) x(L+1) e x(2)
X(L+1) = : (6)
x(N) x(N-1) N x(N-L}
a posloupnost {x(t)} je ddna vztahem (1). Pak c¢isla exp(ijwi), i=1,...,M, jsou koreny
polynomu
(L) L (L) L
-i
(z) = T a. z (7)

Vhodny odhad vektoru a ,ktery uZ nyni neni uren jednoznacéné, se se provadi

(L+1)
A
pomoci singuldarniho rozkladu prislusné matice X(L+1)' nebo vlastniho rozkladu vybérové
kovarianc¢ni matice
R - = T % (8)
(L+1)” N-L {L+1)7(L+1)
Doporucduje se odhad
L+1 L+1
" A A A
a = { z (v.), v. )/ ( b2 [ (v 1), (9)
(L+1) k=omer BO1 K jzamer D
kde v 3 ' 1 { k i R dpovidajici jmensi
e v2M+1 g0 0y VL+1 Jsou vlastni vektory matice (L+1)’ odpovidajici nejmensim

L+1-2M vlastnim ¢isldm a (Ck)lje prvni slozZka vektoru % k = 2M+1,...,L+1.

k’



Odhad poétu sloZek M v modelu (1) je moZné provadét na zakladé urcitého testovani

rovnost téchto nejmensich vlastnich ¢isel , viz [6].

AL
Z korend odhadnutého polynomu A( )(z) , ktervch mame pri L>2M pro odhad frekvenci

nadbytek, vybirdme ty, které v komplexni roviné lezi nejblize jednotkové kruznici.

C .. .. ‘. , ~(L) . . . .. ,
Alternativni moznosti je vycisleni polynomu A (z) na jednotkové kruznici (s vyhodou
lze pou2it Fourierovy transformace) a za odhad frekvenci vzit ty body, ve kterych

A(L) . o e . .
|A" "(z)|* nabyva nejmensich lokalnich minim.
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