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1. Gvop

Tdea navrhovania experimentov je pravdepodobne tak staré ako semotnéd matematicksd
statistike. Vyraznd formuléciu dostala tdto idea u%f v predvojnovom obdobi v knihe R. A.
Fishers [7]. Typické pre Fishera bolo, %e Statistické modelovanie, spracovanie dét a
navrhovanie (plénovanie) experimentov tvorili nedeliteIny celok. Teda navrhovenie ex-
perimentov bolo podriadené daldim dvom cielom: modeloveniu a anelyze dét. Dobry névrh
bol tak¥, ktory umoZnoval jednoduché numerické vypolty, elimindeiu systematickych
vplyvov pomocou randomizécie a pomocou usporiadenie pokusov do blokov, zarutoval urli-
té symetrické vlastnosti funkcie odozvy, umoZnoval dobre vyuZitie varianinej anelyzy
@ pod. Toto zameranie navrhovania experimentov sa vyuZive & rozvija dodnes a existuje
vela knih na tito tému. Veelku dost néhodne uvédzam tri z nich [4, 14, 19].(Najzné-
mej3ia z nich Je pravdepodobne kniha Montgomeryho. V podobnom zamerani pracoval v
¢SSR J. Likes.)

Vytvéranie blokovych schém vyZaduje pomerne komplikovené kombingtorické dvaehy.
Postupne sa této problematike algebraizovala. Ukézalo sa, Ze kompletné rieSenia suvi-
sis nepr. s poznatkami projektivne] geometrie, tedrie grip a podobne, a vznikla tek

Ziste algebraickd a kombinatorickéd tedria dobre reprezentovend nedédvno vydenou kni-
nou [2]. T4to tedrim, 1 ked sa nedalej nazyva "design theory", mé so 3tatistikou spo-
lo¥nd len primérnu motivéciu a rozvija sa z vnitornych matematickych podnetov.

Koncom 50-tych rokov sa 2z Fisherove] tedrie od3tepil dal3{ smer. Zs&ali sa totil
objevovet préce, ktoré riedili problém optimélneho rozmiestiovania uzlov mersnis
pri 3tatistickej interpeldcii polynémov na prismke. Dve takéto préce [B, 10] boli
zhodou okolnosti vydané v tom istom roku, v tom istom Zasopise, stenovili presne tie
isté optimélne névrhy experimentov, av3ak pristupovali ku optimelizdcii zo zésadne
odlisnych pozicif. Tito zeaujimavost vysvetlili Kiefer s Wolfowitz v préci 121, xde
pomocou dost komplikovaného aparétu tedrie hier dokdzali, Ze tzv. D-optimélne a tav.
G-optimélne névrhy sa zhodujd. (Je kuridzne, %e toto sldvne tvrdenie bolo pozdejsie
dokézané pomocou niekolkoriadkového d8kazu vyuZivajuiceho ibe znelosti o derivovani
funkeif z 2. ro&niks V3.) Ako sa pozdej3ie ukdzalo, hlasvny prinos Kiefera a Wolfowit-
ze bol v tom, %e miernou preformuldciou pojmu "névrh experimentu” vniesli do tejto

tedrie konvexné metddy, a tym vyvolell rozvoj nového smeru, ktory sa zvykne nazyvat
"tedria optimalizdcie experimentu"”.

Celd tedria optimalizdécie linedrneho experimentu je hodne spéjand s menom J.
Kiefera. Pochopitelne, mal viacerych (menej slévnych) predchodcov (znémy je napr.

G. Elfving zo Bvédska) a vela nasledovnikov (spomedzi prvych hodno spomenit napr.

3. N. Sokolova zo ZSSR a V. Kurotschku z NSR). Postupne ss objavili ej monografie.



Prvé a vermi citovand bola knihes V. V. Fedorove [5] vypracovand v nadvéznosti na pre-
hTadovy précu [6]). Pozdej3ie vy3li daldie monografie o optimalizéeiil experimentu: encyk-
lopedickd, ale dost taZkopéddna kniha Bandemera = kol.[1] , sympatickd, ale udzko zamera-

néd kniha Silveya [20], autorova kniha [15] a encyklopedické kniha Jermakove @ kol.[11].

V sdXasnosti je v tla&i kniha F. Pukelsheima (vydaveteY Willey), ktoré ov3em dokumentuje,
e tedrii optimelizécie experimentu hrozi podobny osud ako kombinstorickej "design theory”;
3e toti%Z prevdZia analytické a algebraické aspekty tedrie nad 3tatistickou s numerickou

motivédciou.

Podrobnej&ie stanovisko ku metédam a tedrii optimalizécie experimentu uvédzame v

dal8fch paragrafoch.

2. OPTIMALIZACIA LINEARNEHO EXPERIMENTU

Uspokojivo kompletizovand tedria optimalizécie experimentu existuje dnes len pre
pripad linedérneho regresného experimentu s nekorelovanymi pozorovaniemi. Velmi strulne
uvedieme jej (elementédrne) vychodiskové a zékladné pohlaedy s naznalenim vysledkov.

Zékladny "set-up" tejto tedrie je vermi jednoduchy. Je dané mnoZina J = mnoZina
mo2nych pokusov. V ka%*dom pokuse moZno pozorovat redlnu nédhodnd velidinu Yx ¢ pricom

sa predpokladd, Ze
E[:fx] = fT(x)e , Var[yx] =8 %k(x) ,

kde © € R® je vektor neznémych parametrov, kdeXto vektor f(x) a &fslo ki(x) > O su
znédme. Parsmeter €2 nemust byt znémy. Ndvrh experimentu je N-ticea Xy, eee, Xy bodov
mnoZiny X . Niektoré z bodov Xy mé%u byt zhodné, teda pokusy v experimente moZno opa-
kovat. Jednotlivé (i opakovanéd) pokusy vykondvame nezdvisle.
CieYom navrhovanis experimentu je ziskat nevychylené odhady parametrov 81, seey @m
tak, aby disperzie odhedov perametrickych funkeii boli "v nejakom sihrnnom zmysle”
%0 najmen3ie. Vychédza se tu z Gsuss-Markovovej vety, resp. z Rao-Cramerove] nerovnosti:

Ak chceme nevychylene odhadnit parametrickd fumkciu hTe, tak minimdlna disperzie odhadu

Je ~ -
var(h'6) = n'M (x;, ..., x B
kde

N
o ) T -1
M(Xp, soey Xy) 3= @ I e (x K xy)

je informaZnd matica. Symbol M ozna¥uje g-inverziu matice M . (Pozn.: kladieme

Var (h1@) =eo ak funkeia h16 nie je nevychylene odhednutelnd.)

Nech N(x) je podet opakovani pokusu x v N-tici Xyy ++-y Xy . Potom

£(x) 1= NxX)/N  ; (xeX)

je zrejme pravdepodobnd miera na . M83me pisat

M(X1, ooy Xy) = € ~2N M(g) ,

kde
Mg = I 20T (0K HxEx) .
XeXC



Kieferove modifikécia: Kaidd pravdepodobnostné mierqsna OC, ktorej suport Je konelny,
je povafovand za névrh experimentu. Matica M(g) je informeZné matica tohto névrhu. Je
zrejmé, %e po tekej modifikécii sa mnoZine névrhov experimentu i mnoZine informa&nych
mat{c stédvajd konvexnymi mnoZinami.

Znadnd fast metdd optimalizdcie experimentu vznikla v podstate induktivnym spdsobom,
t.j. rie3i1li sa Specidlne pripady a tvorili sa 3pecidlne metddy. V dnednom pohlede
mo%no na niektoré vysledky hTradiet z istého teoretického nadhladu. Takyto pristup je

strutnej3i a poufijeme ho aj tu.

a) PohTad z pozicie tedrie rozhodovanie

Olohu optimalizécie lineérneho experimentu mo%no poveZovat za rozhodovaci problém
(=, 1, Vars(h'ra)),

kde = = mno%ina vietkych moZinych névrhov experimentu ( = prevdepodobnostnych mier na X ),
H je isté mnofine m-rozmernych vektorov (nepr. H = RN); ek zvolfme & = , he H , tak
disperzis Vaf!(hTé) je "stratovéd funkcia"™ v tomto rozhodovacom probléme.

Nédvrh ¢§ pova¥ujeme za rovnomerne lep3i alebo ekvivalentny ako névrh %7 (pi%eme

£4 7% ) préve vtedy, xed

ver. (hT9) £ Ver (hle) \vd
£ 2 heH

D6le%ité tvrdenie: Ak H = RN, tak ;3? <=)l|(‘§) > M(?) (usporiadaenie podTa pozitiv-
nej definitnosti).

Prirodzenou otédzkou v rozhodovecom probléme je existencia pripustnych nédvrhov
(lg je pripustny sk neexistuje ?GEL ze ?< ﬁ). Existuje niekolko tvrdeni, ktoré obsa-
hujd postadujice podmienky pripustnosti névrhu experimentu (v [157 sd to tvrdenis
I1I. 5 & III. 6).

b) Optimelizdécia experimentu pomocou rieSenia dudlneho problému

Viaceré prakticky uZito¥né tvrdenia o optimalizécii ndvrhu experimentu su zalo-

3ené na vlastnostiach mnoZiny

S := co ({f(x) : xe X} U {-£(x) : xe¢ 3(})

(tu symbolom co(A) ozns¥ujeme konvexny obal mnoZiny A). Ak dim © £ 3 tek tdto mnoZina

sld%i na tvorbu grafickych metdd, pre va¥3ie dim © je mnoZina S podkladom pre tvorbu

niektorych numerickych metdd. Napr: Névrh £ Je pripustny vtedy e len vtedy ked mnoZina
{£(x) :5(x)>'0} celd lez{ na hrenici mnoZiny S (veta Felmannova, [15], tvrdenie

III. 6). Pomocou mnoZiny S moZno konitruovat optimélny névrh tek, aby sa minimalizo-
vala variancia Varg(hTs) pri fixnom vektore h (vete Elfvingova,[lS], tvrdenie

IIT. 17). St mo?né i dallie metddy optimelizécie vyulivejice tito mnoZinu. Z teoretic-

kého nadhladu sa dodato¥ne ukézalo, %e ide o vtipné vyuZitie principu duelity v konvex-

nej minimalizdcii.



b) Kritérid optimelity

Rovnomerne najlepdi névrh praxticky nikdy neexistuje. Je preto potrebné Zpecifikovat
nejaké kritérium optimelity, t.j. zvolit funkciu &P ne mnofine informaZnych metic
{M(g) :gez} tek, adby platilo

§sm »e M) ¢ ] .
Prikledy: P(M) = - 1n det M , P(M) = %{M’l} ! atd. P -optimdlny névrh je ten,

ktory minimalizuje ¢ [M(£)].
Dole%itd je Btatistickd interpretécia kritérif. Nepr. kritérium D-optimelity
(P (M) = - 1n det M) vedie
g) ku minimalizécii zovSeobecnenej disperzie odhadov,
b) ku minimalizdecii objemu elipsoidu spoTshlivosti,

”
¢) ku minimelizécii entropie rozdelenia pravdepodobnosti odhadu & .

7 vypo&tovich ddvodov nemenej d8leZité su aj anelytické vlastnosti funkcie P :
najéastejiie sa stretdvame 3 konvexnostou, polospojitostou zdola, niekedy je funkcia

& Jiferencovatelnd a pod.

¢) Zdkladné veta optimalizécie linedrneho experimentu

_ Plet{ nasledujdca veta: Nech & je konvexné a nech existuje < &P [ Mt g‘)] (= gradient
funkcie P v bode M(g*)). Potom névrh g" je ¢-opt1mélny vtedy a len vtedy, ked

mir:lrfT(x)Vq>[u(g')J £k x) = tr MEY)T PMEN]
XE€

(nepr. v pripade D-optimality této podmienka mé tvar

mex fT(x)ll'l(g')f(x)k'l(x) =m).
xeX

Naviac plati tvrdenie: Nech §£ je Tubovolny névrh teky, te ¢’[M(§)]<‘° ,V¢[M(§)]

existuje. Potom plati
| $iucg)] - inz Pl € tr MEVEME] - nin £T(x)VO(E )] £L0K (%) .
M XeX

Uvedené tvrdenia dévaju moZinost rychlo preverit na potitedi ¥i dany (Tubovolne zvo-
leny) névrh £ je @ -optimdlny alebo "takmer ¢ -optimélny”. Takéto preverovenie moZno
pomerne Yahko vykonat pre r8zne kritérié optimality e ziskst tak sihrand predstavu o

kvalite ndvrhu experimentu.

a) Itera®né metddy vypo&tu

Pre vypolet <& -optimélnych nédvrhov existuje red iterelnych metdd (pozri napr. [1‘5],

kap. V), ktoré maji znalne univerzélne poufitie a si pomerne jednoduché. Pravidlo za-



stavenia takychto metdd je obsefené v horeuvedenej "zdkladnej vete".
fo dnes moZno povafovat za klady a zépory metdd optimalizdcie lineérneho experi-

mentu e aky je stav tedrie? Metédy si dobre aplikoQateIné tam, kde presne poznéme re-
gresny model (napr. v geodézii). Zmena modelu vSak m8Ze znamenat podstatni zmenu opti-
mélneho ndvrhu experimentu. Na druhej strane pre pouZitie metdd nie je kriticky spdsob
odhadovania perametrov (aspon v asymptotickom pripade). Je kuridzne, %e teoria optima-
lizécie lineérneho experimentu nefunguje, ek pozorovania si korelovené. V takom pripa-
de 8d potrebné principiélne iné pristupy, ktoré dodnes nie su uspokojivo vybudované.
vV pripade nekorelovanych pozorovani sa tedria pocituje ako "zasytend". Ta2isko sa pre=-
guve na aplikdécie a na "perfekcionalizovenie” tedrie. Objavili sa nelekaené aeplikdcie:
kontrola kvality v Japonsku alebo "image processing”. Zéujem o aplikécie dokumentuje
aj niekolko neddvno vydenych prehTadovych ¢lénkov v Zasopise Technometries. V mnohom

v3ak ide o isty ndvrat ku Fisherovym koncepciém.

3. OPTIMALIZACIA NELINEARNEHO EXPERIMENTU

V tomto paregrafe naznafime pokusy o prekonsnie tlskali, ktoré vznikaju, ak namiesto
linedrneho modelu uvaZujeme nelinedrny model. Vychodiskovy model je podobny ako v pred-

chddzajicom paragrafe, av3ask je nelinedrny. Teda

E[yx]= "z(x, ) , Var[)'x]= 8 %k(x) ; (xeX) ,

kde funkcia %(x, @) Jje nelineérne v 6 . Je vhodné predpokladat tektieZ, Ze Yy Je

normélne rozdelend veliina. Odhady perametrov si tie isté ako v linedrnom modeli, t.jJ.
® = lix) | ( )1
= agrg min x ¥y - b 4 8 .
e 1i-1 1 P =700

Tu (xl, ooy xN) := X Jje zvoleny névrh experimentu. Jednotlivé pozorovania si nezévis-
1é. Na rozdiel od lineérneho modelu obta?fnou otdézkou je miera kvality névrhu experimen-
tu. Budeme sa tu zaoberat vyluZne touto otézkou.

U% pri predbeZnej analyze vlastnostl odhadu 8 zistime, Ze na rozdiel od lineir-

neho modelu

~A
a) kvelita odhedu 6 m8%e vyrezne zdvisiet od lokalizédcie skutolného & v paramet-

rickom priestore ®&.

b) PodYa velkosti disperzie pozorovanych velilin a podYa zakrivenia plochy

é i= {ze RN o =7(x1, 0), teey Zy =?(xN, ®) ; 6r¢ @}

musime rozliZovet tri znadne o0dli3né pripady,
i) disperzie si malé. V takom pripade nelinedérny model moZno pribliZne lineari-

zovat, napr. pouzitim Teylorove] formuly

d»(x,,0" )

k éek

v okol{ nejakého bodu 9’ ,



1i) disperzie sy veImi veXké. V tekom pripade aj odhed g strdca zmysel, v¥sled-
ky si zcestné. Je potrebné aproximovat déta jednoduch3i{m modelom, slebo daldimi mera-
niami zlep3it presnost odhedov,
111) disperzie su "stredné". Tento pripad je pristupny netrividlnej teoretickej
analyze so zeaujimavymi désledkemi.
Optimelizécia experimentu v pripade i) sa plne zhoduje s optimelizéciou linedrneho

experimentu, v ktorom definitoricky kladieme

£x) =
{0,
Teda informaelnd metica névrhu X,, ..., Xy mé tvar

N d4(x, 8°) In(x;, 0)
M(xpyeeey Xy = 2 4 kil
1=1 34T 20

-1
k (xi)

s dald{ postup je zhodny s postupom v linedrnom pripade.

Pripad 1ii) nie je zetial dost preskimany, aby sme mohli formulovat kritérié opti-
mality experimentu.

Situéciu, ktord dnes existuje v pripade iil budeme ilustrovat ne réznych pristupoch
ku zovSeobecneniu kritéris D-optimelity z linedrneho na nelinedrny experiment. Ako sme
uZ uviedli, kritérium D-optimality mé tri Statistické interpretdcie, pridom kaZdé z
nich vedie ku inym vysledkom v nelineérnom pripade.

1. Kritérium zelo¥%ené na objeme oblasti spolehlivosti pre perameter ©

Takéto kritérium optimality bolo navrhnuté v préci [9]. Bole ov8em pouZité len pri-
bliznd (i ked dost dobré) oblast sporshlivosti. Funkcis vyjedrujica kritérium optimali-
ty bola ziskané aproximéciou objemu oblasti spoYehlivosti pomocou kvedratickej Tayloro-
vej formuly. V¥sledné funkcia len velmi pribliZne vyjadruje tento objem, nie je inva-
rientné na reparemetrizéciu regresného modelu (v linedrnom pripade je takdto invarincia)
a je natolko zloZitdé, Ze nie sd znéme numericke metody ne vypodet optimélneho névrhu

experimentu.

A
2. Kritérium zamlolené na zovieobecnenej disperzii odhadov él‘ voey O

a1
Takéto kritérium zatial neexistuje, preto%fe existujui len velmi pribliiné e teZko-

A A
pédne vztahy pre aproximéciu kovariangnej matice odhadov 0,, ..., 8, (pozri précu [3D.

A
3, Kritérium zaloZené na entropii rozdelenia pravdepodobnosti odhaedu &

Ak ozns¥fme q(81©) hustotu prevdepodobnosti odhsdu @, tsk entropia mé tvar
- E {1n q(B10)}

kde Ee(') je operdétor stredovenia pri danom 6.



V sutorovej préci [16] bola ziskené pomerne presné neasymptotickd aproximécia pre
q(alg) a této bole pouZité pre stanovenie entropie v dal3ej préci [18). Tu sa ukézelo,

3e d8leZitd dlohu hraji matice

Q(xl’ e ey XN) M(Xl, *sey XN) + A(xl’ LIRS XN)

W(xl, ssy XN) = Q(xl, ceny XN)H_I(xl,...,xN)Q(Xl, s sy XN) ’

kde Z&(xl, ceey xN) je korek&ny &len obsshujici ej derivécie sz(x, 9)/38136j, teda
redpektujuici nelinedrnost modelu (v linedrnom pripaede Q = W = M). Naviac, v prdei [18]
je dokédzené, Ze obe matice Q a W meju niekolko vlastnosti, ktoré opréviujy nagvat
tieto matice informadnymi maticemi v nelinedrnom regresnom experimente. (v [18] Jje
uk4zané na priklade, Ze klasickdé Fisherova informe&né matica zlyhdva v neasymptotickom

nelinedrnom pripade.) Entropiu rozdelenis pravdepodobnosti odhadu § moZno dobre apro-

ximovat vyrazom
konst - Ee{ln det[w(xq, ..., xNﬂ} .

(Anslogicky, TubovoTné linedrne kritérium optimality ¢’ md%me zovieobecnit pre neli-
neérny pripad vyrazom

EG{CP[W(xl, ey xN)]} .
Tekto ziskané kritérium D-optimslity je invariantné ne reparametrizdciu modelu, dobre
vystihuje informa&ny obsah odhadu ©. %2ia?, je natolko zloZité, Ze ani tu nepoznéme

vypodtové metddy pre stanovenie optimélneho névrhu experimentu.
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