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Gibbsovskym (a zejména markovskym) ndhodnym polim je vénovana znacna po-
zornost jednak ve statistické fyzice, jednak (hlavné v poslednich letech) ve
statistickém zpracovani obrazd, viz napf. Ripley (1989). Jednou z dtilezitych
veliéin charakterizujicich gibbsovské pole je tzv. tlak, ktery do znaéné miry
shrnuje podstatné informace o gibbsovském poli. V ramci statistickeé fyziky je
tlak zkouman hlavné z »kvalitativniho” hlediska; napf. nehladkosti tlaku jako
funkce wvychozich parametrd svédéi o pritomnosti fdzovych prechodd apod. Ve
statistice nahodnych poli (a tedy i zpracovani obraz) ma svou dilezitost
»kvantitativni” hledisko, tj. snaha o (alespoh piibliZné) stanoveni hodnoty
tlaku - tato hodnota mi2e slouZit napr. sako zadklad ”pseudolikelihood” odhadi,
nebot asymptoticky aproximuje normovaci konstantu koneénérozmérnych podminé-
nych rozdéleni.

Priace se zabyva odvozenim jisté tridy hornich odhadt tlaku v Isingové mo-
delu, ktery predstavuje jeden z nejjednodussich netrividlnich modeld gibbsov-

ského markovského nahodného pole.

1. Isingdv model

Niahodné pole X je systém ndhodnych veliéin indexovany mnozinou 22, kde 2

je mnozina vsech celych ¢&isel, X = (X(m,n): (m,n) € 22). Niahodné pole X je bi-
narni, jestliZe kazda nahodna velic¢ina v X miZe nabyvat hodnot pouze z dvou-

prvkové stavoveé mneZiny B = {bi’b2}'

Isingtv model miZeme strucné charakterizovat jako stacionarni markovské

nahodné pole s interakcemi omezenymi na nejbliZsi sousedy. Podrobny vyklad to-
hoto pojmu je moZno najit napf. v monografii Prestona (1976), 5.17. Zde uvede-
me jen jeho struény nastin.

Polozme B = {0.1} (k ekvivalentni teorii vede volba B’ = {-1,1), ktera je
casta ve statistické fyzice). Pak v Isingové modelu X je podminéna pravdépo-
dobnost ] '

P(X0,0) = b(0,0) | (X(m,n) = bm,m): (mn) # (0,0)3)

rovna podminéné pravdépodobnosti

(1) P(X(0,0) = B(0,0) | (X(m,n) = b(mn): (mn) e ),
kde A = ((m,n) € 2°: |m| + |n| = 1). Oznaéme b, = (b(m,n): (m,n) € A) a (1)
pisme ve zkratce jako p(b(0,0)le). Isingtv model je pak charakterizovan ex-

plicitnim vztahem pro (1)
exp{b(O,O)-w(bA)}

p[b(o,o) IbA] i exple(b,)?}

kde
o(by) = x + y[b(l,o) + b(—l,O)] + z(b(O,l) + b(O,—l)]

a redlna &isla x, y, z jsou uréujici parametry Isingova modelu, tzv. inter-

akce, nebo téZ potencidly.



2. Definice tlaku

Pro prirozena éisla M, N oznacme

A(N) = {(cx(n): n=1,...,N): a(n) € B pro vsechna n},
A(M,N) = {(a(n): m=1,...,M; n =1, ..,N): x(m,n) € B pro vsechna m,n},
kde B = (0,1}, ti. A(N) (resp. A(M,N)) oznacuje mnozinu vsech bindrnich pos-

loupnosti (resp. "matic”) délky N (resp. na tabulce o rozmérech M, N).

Pro interakce x, Yy, z a prirozena cisla M, N definujeme tzv. statistickou

sumu v Isingové modelu (pifi periodické okrajoveé podmince - viz napr. Sinai
(1982), 1.3):
M N
(2) Z2(M,N; x,y,z) = hX exp{;x b3 a(m,n)[x + y.a(m+i,n) + z-a(m,n+1)]},
a€A(M,N) =1 n=i
kde klademe M+1 = 1, N+1 = 1.
Tlak p je dan vztahem i
(3) P(x.y,2) = lim oic ln 2(M,N,;x,y,2).
M.N
M, N-oo

2 obecnych uvah o tzv. gibbsovskych nahodnych polich plyne existence (dvo jné)
limity v (3), viz Ruelle (1970), véta 3.4.

3. Algebraické vyjadreni tlaku
Necht H = (ij) je &tvercova matice radu 2N. Pak jeji prvky je mozZné in-

dexovat hierarchicky, H = (Ha,B: x,B € A(N)). Pritom Ha,B = Hj(a),j(ﬁ)’ kde

5t = B2 an-ir 25

Jsou-li napt. matice H(1),...,H(N) &tvercoveée radu 2,
H(n) = (ij(n): j,k = 0,1) pron = 1,...,N, jJe kazdy element jejich kronecke-
rovského soudinu G = H(1) @ ... @ H(N) pomoci hierarchickych indexl zapsan
fi
(4) G = H (3.
B 5Ty %

Pro ka?dé prirozené cislo N definujme permutacéni matici P = P(N) adu 22N

témito vztahy hierarchickych indexd «, B € A(2N) :
P ={1 Pro oy = By, & = Byao-os Goyg = Fone %N T Py
x, 0 jinak. ‘

(5)
Matici P(N) je mozno ekvivalentné charakterizovat tak, ze pro libovolné matice
H(1),...,H(2N) rfadu 2 plati

(6)  P(N) . [H(:l) ® ... ® H(2N)] = [chu) ® H(1) & ... @ H(ZN—l)] . P(N)

kde ».” na obou stranach znacdi obvykly souéin matic.

Definujme matici

1
7> F o= 0
0
e

T © O =

x x+z _x+y _X+ty+tz

" O O ~
m © C +

a oznadéme FNa N-tou kroneckerovskou mocninu matice F,
dile oznaéme G(N) = P(N) . Fhe.
Porovnanim (2), (5) a (7) dostaneme
(8} 2M,N;x,y,z) = Tr G(N)M s
tj. statisticka suma je vyjadifena jako stopa M-té (cbvyklé) mocniny matice
G(N).



? tvaru matice F a z toho, 2Ze P(N) je permutacni matice, plyne, Z2e nej-
vétsi viastni cislo AN matice G(N) je jednoduché a kladné (podle Perron-
Frobeniovy véty, protoZe zrfejmé vsechna nenulova vlastni d&isla matice G(N)
jsou zaroven vsemi nenulovymi vlastnimi ¢isly matice, ktera vznikne z G(N) vy-
nechanim vsech nulovych Fadk(l i pfislusnych sloupcl a ktera ma vsechny prvky
kladne).

2 této skutednosti a z toho, 2Z2e limita v (3) existuje jako dvojna, limit-
nim pfechodem M + « v (3) po dosazeni podle (8) plyne

S 1
(9) p(x,y,z) = lim v ln AN
N0

4. Odhad tlaku
Necht U, V jsou libovolné regularni &tvercové matice radu 2. Oznacme

w = (ue N
Nejvétsi vlastni cislo AN matice G(N) je stejné jako nejvétsi vlastni cislo

matice G*(N) = W . G(N) . W_l, pro kterou vzhledem k (4), (5) plati

GrN) = PON) . (FON®,
kde
P =(Veuw .F . (Uew L

Oznadéme u(U,V) nejvétsi vlastni cislo matice (F)* . F, kde (F )"

znac¢i mati-

ci adjungovanou k F’.

Véta. Pro libovolné regularni &tvercové matice U, V fadu 2 plati

pix,y,2) < % 1n u(U,V)

Dkaz. Podle znamych nerovnosti mezi vlastnimi a singularnimi hodnotami c¢tver-
covych matic {(viz napf. Gantmacher (1966), IX.12) plati AN s Y, kde u je nej-
vétsi viastni ¢islo matice G’(N)“ . G*(N). Tvrzeni véty tedy plyne z toho, Ze
P(N)* . P(N) je jednotkova matice a Ze nejvétsi vlastni éislo kroneckerovskeého

soudinu matic je soudinem nejvétsich vlastnich éisel jednotlivych matic.
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