K-KROKOVE VERZE STUDENTIZOVANYCH M-ODHADB

farek Maly

1. GvoD

S robustnimi statistickymi metodami se dnes setkdvéme v mnoha oblastech matematické
statistiky. Existuje znainé mnoZfstvi Zasopiseckych &ldénkd 1 kniZnich publikaci{., Cilem to-
hoto prfspdvku je uvést ndkteré vysledky tykejic{ se aproximace jednoho z robustnich odha-
dt, studentizovaného M-odhadu, pomoc{ tzv. k-krokové verze, & to pro pfipad absolutn& spo-
jité i1 schodovité generujici funkce.

M-odhady parametru polohy, zavedené pivodnZ Huberem, jsou invariantni vzhledem k posu-
nutf, ale nejsou ekvivariantn{ vzhledem ke zm&n& m&rftka, coZ v praxi prinds{ uréité prob-
lémy. Ty mohou byt odstranZny napf. tim, %e budou spolelné odhedovdny parametry posunuti a
m#f{tke - zde je sle problemstické interpretovat odhadované parametry. Jinou mo*nosti, u-
va¥ovanou i v tomto textu, je pou*it{ studentizovanyech M-odhadgd.

2. ZAXLADNI SITUACE

Necht XI’XZ"" je posloupnost nezdvislych néhodnych velidin se spole&nou absolutng
spojitou distribuini funke! F(x-@), kterd neni obecn¥ znéma. Cflem je kontrukce takového
odhedu perametru polohy @, jehoZ definice 2évis{ pouze na x1,X2,...,Xn a Jje nezdvisld na
tvaru funkce F. Takovy je napriklad klasicky odhaed metodou nejmen3ich Ztvercd, ale rizné
teoretické i numerické studie ukazuj{ jeho vysokou citlivost na poruleni predpokladu nor-
mality, na vyskyt odlehlych pozorovédni. Proto je vhodné pou*it{ robustnich metod.

Lefinice 1.
Nechi @ (x) je socjité funkce R'> &', Nechi 5,75 _(X,,X,,...,%,)j statistiks , kter<
splnuje

Sn(x)> 0 S.J.
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a necht existuje funkciondl S=S(F)>C takovy, Ze

1/2 ¢ _ .
) n (Sn-S(F)) = C-p 1) pFi n»oe,
Potom studentizovanym M~odhadem parametru © generovanym funkei ?(x) nazveme statisti-
ku Mn=Mn(X1,X2,...,Xn) , kterd je re3enim minimalizace
= 1
(3) 2~ Q(x-t) /s ) :=min vzhlzdem X tE€R ,
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V pripad&,%e § Jje spojitd, ale @ obecn’ neni konvexni, mé& rcvnice (4) obecn¥ vice Fe-
%enf. Za urZitych obecnych podminek existuje alespon jedno Fe3eni (4) , které je n'/2_xon-
zistentnim odhedem ©, tj. které pfi n > oo spliuje

1/2 -
7) n (Mn-O) -op (1) .



JestliZe n&jakym vypo¥etnim postupem ( v&t3inou iterainim) dosp&jeme k n¥jakému kofenu
rovnice (4) , je3td nevime, je-11 toto FeSeni n!'/2_konzistentnim odhadem Q. V této situa-
¢i mi¥eme zvolit jeden z ndsledujfcich postupd:

a/ Ze vsech ko¥end rovnice (4) volfme ten, ktery je nejbliZe danému poléteZnimu
n’/z-konzistentnimu odhadu @, nap¥. vyb&rovému mediénu.

b/ Vyjdeme 2z poddte&niho n1/2~konzistentniho odhedu a vypodteme jednokrokovou verzi
M-cdhadu, jek bude ukézéno nife.

V ptipads, kdy @ je absolutn& spojitd funkce, ele jeji dérivace 7y md body nespoji-
tosti 1. druhu, nemusf mft rovnice (4) s klednou pravdépodobnost{ vibec¢ Fe3eni. Nirné
predpokliady zejména o konvexitZ funkce @ zajist{, %e M-odhad M_ je 1 v tomto pripad?
urien jednoznalné vztahy (5) a (6) . Tento odhad je zéroven n1?2-konzistentni, pokud
predpokléddéme existenci dvou ohranilenych derivaci funkece F v okol{i bodl nespojitosti fun-
kce Y .

V pripad¥, Ze ¢ neni konvexni a Ay je funkce se skoky, neumime dokézat na3imi meto-
dami n1 2-konzistenci teSenf minimalizace (3) .

3. VOLBY FUNKCE
V [41]1 jsou popsény rizné volby funkel Q ay . Nej&ast&ji se pracuje s Huberovou

funkel x pro (x|¢ 4
(8) Ap (x) = i
4 sign x pro |xij> 4, d4>0.
Nejjednodussi ze schodovitych funkel s je funkce
0 pro x £r
(9) Ay (X) = { 1
1 pro x >r, reR.

Libovolnou schodovitou funkei s kone¥nym podtem skokl lze pak vyjadrit pomoc{ n&jaké 1i-
nedrn{ kombinace funkei (9) , které majfl jediny skok o velikosti 1.

4., JEDNOKROKQOVA VERZE STUDENTIZOVANYCH M-0DHADE

Odhady definované implicitnZ (nap#. urlené jako te3en{ nelinedrni rovnice) se Zasto
hledaji pomoci n&jakych aproximacf, jejichZ vypofet je snadn&jsf a u nich% lze urdit, jak
presné p¥ribliZeni k odhadu poskytuji. K takovym aproximacim patf{ i jednokrokové verze
M-odhadu. Poprvé ji v souvislosti s M-odhady uvedl Bickel (1975, [21), 1 kdy? zdékladni
my3lenka wypo¥tu prévé jedné Newtonovy iterace je podstatnd star3i.

Ukazuje se, Ze jednokrokovou verzi M-odhadu asymptoticky ekvivalentni Mn l1ze odvodit
za urditych podminek regularity na funkce Yy a F; hlavnd v3ak musime predpoklddat existen-
el vhodného n' 2_konzistentniho po&dtedniho odhadu MéO)paremetru 8. Pr¥edpoklddejme proto,

¥e existuje M(m tak, Ze
n 1/2 ;,. (O
(10) n (y -0) = opu) , kdyZ n oo .
Definice 2.
Jednokrokovou verzi studentizov;gfho N-odhadu nazveme velidinu

o ’Mém + (n 31(1))-* &, Y ((Xi—Mr(lm)/Sn pro é;ﬂ) $ 0
(11) M= =
méo) 5\(1) = o,
Kae /2 n 0, .=1/2
az) A = 2V (epmtp T 2 [ @, -8+n712¢,) /5) -
'y((xi-M;o)&n-1/2t1) /807, 1<ty

je konzistentni odhad funkciondlu ? =3K4F,F) , ktery je definovén Jjako

s~ J‘ Q"(x/S) dF(x) v pripad& absolutn® spojité funkce ¢ 8 Jjako

(3) ¢

=8 . 4
(14) z gi% (a:j 83_1) f (Sra) v pripad¥ schodovité funkce y , pfiZem



£ je desrivace distribu¥ni funkece F; r,,rz,...,rq jsou body nespojitosti funkcey =

LIELTERRRTLA jsou dand redlnd Z{sla.

Asymptotické vlastnosti jednokrokovych verz{ M-odhadl a presnost aproximece M
el M a)lze studovat za pomoci vdt o asymptotické linearitZ a reprezentaci (viz [H]§
Za uréitych del3{ch predpokladl (zejména na hladkost funkce qf)umOZnuae asymptotickd 1i-
nearita stanovit plesny #4d konzistence 261)0 tudif i presny rad M "=M .

Pro spojitou funkci ¥ se odvodi

pomo-

N - -1
(15) u'lly = o, (n")
a pro W schodovitou

(16) u My = o, (n~3%),

Ukazuje se, %e Féd asymptotické ekvivalence i asymptotické rozd&len{ jednokrokové
verze jsou stejné pro v3echny volby nl/2 konzistentnfho po¥dte¥niho odhadu. Zévislost
chovéni jednokrokové verze odhadu na volbé& M(O)se projevuje aZ ve &lenech druhého Fddu
(viz [33) .

5, K-KROKOVA VERZE STUDENTIZOVANYCH M-ODHADS

Dosadime-11 v (11) a (12) misto MQO) aednokrokovou verzi H(l), dostaneme 2. ite-
raci, kterd obecn¥ lépe aproximuje Mn ne¥ Mn ( dvoukrokovéd verze M(2» Tato situace, ale
bez studentizace, je uva¥ovdna v [5] , Rekurentn¥ takto miZeme vytvorit k-krokovou verzi
pro 1libovolné kladné celé k, rekurentn® se samozPejmd poZ{té i odhad ?‘k) funkcionélu 2 .

Presnost aproximace M-odhedu k~krokovou verz{ lze nynf op&t stanovit pomoci v&t o a-
symptotické linearit® a reprezentaci, které je v3ak nutno podstetnym zpisobem modifikovat,
V pripad® spojité funkce Ay nyni plat{

amn n'/z(éi () _ 3~) =0, (1)
(18) n'/2 (Mék)- M) = Op(n'k/z) , KS1,2,000 gnve.

V tomto pripad® maji tedy vicekrokové verze v3echny vhodné vlastnosti jednokrokovych
verzi ( snedny vypo¥et, konvergence ke konzistentnimu ¥e3enf{) a navic i lep3{ ¥dd rozdflu
ék)-M . V ptipad® schodovité funkce 4y se v3ak ukazuje, %e Fdd konvergence rozd{lu M(k) n
k nule se s rostoucim k m&n{ podstatn® mén% ne? pro hladkou funkei ¥ a nikdy neni lepéi
ne? O (n~ 1) . V tomto pifpad® z¥ejm& pro praktické uZely dobfe poslouZ{ jednokrokové ver-

ze @ vypoéet dal3ich verzi se Jjevi jako neefektivni.
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L4 o * I'd
POROVNANI SOFTWAREOVYCH PRODUKTU PRO RESENf ULOH NELINEARNT REGRESE Na PC
Jirfi Militky, KPM, v3ST Liberec
1, Uvod

Pro tfidu persondlnich politall je v soufasné dobd k dispozici cela fada pro-
gramovych paketd umozﬁujicich *feSeni ulohy nelineadrni regrese, Rada z nich
v8ak obsahuje dosti vyrazné nedostatky jak z hlediska numerického (hledani
staciondrniho bodu), tak i statistického (analyza odhadl, modelu a dat),
DOsledkem je, 2e fada uZivatell vlastné a priori nem@2e svoji dlohu s vyu2i-
tim takového software korektnd vyrfesit, Jednim ze zdkladnich problémd je kon-
vergence k falednym extrémim, kdy je sice forméln& Fed3eni nalezeno, ale ne-
splnuje podminky extrému kritéria regrese.

Pom&rné nejrozvinut&js{ strédnkou programovych profesiondlnich paketd je
kvalita okoli (ovladani vstupl / vystupl, fizeni programl atd.). Trendy v té-
to oblasti obsahuje prace /1/.

Cilem tohoto pfispé&vku je stru&nd diskutovat pouze numerické a statistické
zvléstnosti nelineérni regrese a pofovnat z té&chto hledisek nejzném&j3i sta-
tistické pakety, S ohledem na to, 2e midme k dispozici také vlastni statistic-
ky paket vyuZivajici pro regresi pdvodni program MINOPT, je provedeno jeho
zafazeni mezi testované pakety, Provedena testovaci studie je sice rozsahem
nevelksa, ale byly umyslné& vybrdny specidlni pfiklady, které &ini p#i pouzi-
ti standardnich algoritmd obtiZe,

2, Zékladni pojimy

M&jme k dispozici n-tici nam&rfenych dat 5%10/ } i=l... n,0 nichZ pfed-
poklddéme, 2e odpovidajijladitivnimu modelu plsobeni chyb, t. 3.

flx, ) + & (1)
V rov, (1) JaJQQLgQ funkce nelinedrni alespon vzhledem k jedné slofce vekto-
ru modelovych parametro X = (&9, .cgooff Ulohou nelinearni regrese je pak
ziskat bodové odhady Cl t&chto parametrd a8 jejich statistické charakteristi-
Ky.
V rad& pFfipadd lze chyby é;_ povaZovat za nezavislé, stejn& rozdé&lené ndhod-
né velidiny s nulovou stfedni hodnotou é:(é‘) C a konstantnim rozptylem
17(5‘)"<3* . Odhady QZ- lze za t&chto podminek ur&it minimalizaci kritéria
nejmendich &tvercd

sca) - Z(c.n g, a2)) ()

Pokud chyby éij pochézeji z normélniho rozdé&leni AQQQGE)JSOU odhady 62' mi-
nimalizujic{ kritérium 5562) maximadlnd v&rohodné a plati, %e jsou asympto-
ticky normadlni

& - w(a, GHT2)7) (3)
Asymptotickd normalita nevyZaduje obecn& normalitu chyb, ale\f%ﬁ ) musi byt
spojitd v prvnich dvou derivacich, matice J/ JV musi byt reguldrni a Gloha
musi byt identifikovatelna /4/. V zapisu (3) je symbolem ./ ozna&ena matice
prvnich derivaci modelové funkce podle jednotlivych parametr{ s prvky

_ 9 fln,a) (4)

2 oa, 3=1,...m
1

/

= 1)... n



Programy pro nelinedrni regresi musi obecn& nejdfive nalézt minimum funkce
S(EQ) a pak naslednd provést statistickou snalyzu regrese (s ohledem na pa-
rametry, data a predpoklady vedouci ke kritériu nejmendich &tvercl).

V ndkterych Ulohdch lze specifikovat jiné rozdé&leni chyb, nebo uvaZovat
porudeni ndkterych zadkladnich pfedpokladd (obylejn& nekonstantnost rozptyluy,
nebo zavislosti jednotlivych chyb). Pak se bud misto klasické metody nejmen-
E{ch &tverct (MNE) pouz2ivéd vdZiens (VMNC), nebo se voli specidlni kritéria,

Pro t#{idu symetrickych hustot liZicich se od normadlniho rozd&leni jen délkou
konch se &asto aplikuje tzv, L_ ~ kritérium regrese

z%(ga==2§@;—Jﬁuaéwf” (5)

kde f%vb-<°° je parametr souvisejici s délkou koncl rozdéleni chyb, Zde se
v dal3im omezime pouze na kritérium MNE s tim, 2e¢ v &4sti © jednotlivych
programovych paketech uvedeme, které mo2lnosti navic lze pouiit,

3, Numerickd strdnka nelinedrni regrese

Naprosté vétd8ina programl pro minimglizaci kritéria 5¥é) je iteralni
povahy, Obecn& lze pro fe3eni této Ulohy pouZit derivainich, resp. nederivad-
nich algoritmd /3/. 2Zde se omezime pouze na derivalni vyuZivaejici k &innosti
specidlni tvar kritéria 561). Cely postup hledéni minima se pak sklada
z té&chto krokd :

1, Stanoveni vychoziho (po&adte&niho) odhadu parametrd Cﬂz’pro prvni iteraci,
resp., startovaciho odhadu EZ('>pro i-tou iteraci (obylejn& jde o vysledek
(i - 1)ni iterace),
2. Nalezeni pF*ijatelného sm&rového vektoru U .
3, Ur&eni vhodného pFirdstkového vektoru A, . To je obylejn& ekvivalentni
vypoltu skalédru O, tak, aby )
cca®+ 4, ) < 8(a™) (6)

IC +»f) /&)
4, Ovéfeni toho, gga vysledek i-té iterace £ = & + 4, neodpovids stacio-

nérnimu bodu & .

Tento cykl se iterativnd opakuje, Jednotlivé algoritmy nelineérni regre-
se se li3{ zejména ve zpOsobu nalezeni pFijatelného smé&rového vektoru Y, a
skaléru aQ . 0 zdaru minimalizace v3ak spolurozhoduji také zplsoby realiza-
ce daldich fazi uvedenédho itera&niho cvyklu,

Pro stanoveni prvnich odhadd g?ﬂ” pro specidlni typy funkci existuje
v literatufe #ada technik, Z4dns viak neni zcels obecnd, 2 proto vdechny pro-
gramové baliky pro nelinedrni regresi vyZaduji zadani 52ﬂ1’ od uivatele,
Pro ukonieni iterainiho procesu se b&3nd pou2ivéd pouze sledovani relativnich
zm&n velikosti parametrﬁ v po sob& nasledujicich iteracich resp, relativnich
zmé&n vel1kost1.5( ) Minimdlni pfipustné zmény navic vé&rdinou zadavé uiiva-
tel, To vede &asto ke stavu (zejména u siln& nelinedrnich modely), kdy je pro-
ces hledani minima ukon&en v bod& znain& vzdaleném od staciondrniho, Rada
programd nijak netestuje, zda nalezeny vektor éi je ¢i neni stacionarnim bo-
dem, co? u3ivateli neumoZnuje rozhodnuti, zda je z numerického hlediska v3e

v poradku,

JednoduZe lze ov&fit kvalitu odhad@ z hlediska numerického sledovénim
velikosti gradientu %?b krlteriélni podminky Jﬂq?) Pokud napf, plati, Ze

I aL < &5 (7)



A
povatuje se & za extrém, Pro grad:.ent 7? plati jednoduchy vztah

_?,,' = a? /4 ¢ (8)
kde & je vektor rezidui s prvky
/z}
< =% - f(% 5,2 P (9)
Velikost @¥5 se vold obyéejné kolem 10 .
Dal3&i jednoducha technika vychazi z poiadavku, 2e v minimu 5'(43) je vektor

rezidui € kolmy na sloupce matice 7/ . Pro kosinus uhlu ﬂ/ mezi < a
j-tym sloupcem % matice 7/ zfejmd plati

7 g el J 1
RN AY VAN Bv A IR - J (10)
s (fy) = £ 5 L0 5 7=

Pokud je maximalni hodnota cos ( " ) dostate&nd mald (napf®, men3i neZ 107 ))
predpokladid se, Z2e bylo nalezeno minimum,

P*i urdovani pfir8stkového vektoru _41; se vyuzivad Taylorova rozvoje
S(Q-) do kvadratickych £lenl vietnéd

(v) ENT 4 77 _ o
s@)~ $(@*)+(a-a2) g +F(@-2)H (2-27) v
Zde /H'L je matice druhych derivaci kriteridlni podminky, kterou lze zapsat

tvar
ve tvafu //7{; _ 2 [\7/7\-7/ + /B ] (12)
Matice /3 ma prvky

7 Qf( Z /-—* )
/. Z % o/d CQC(/ 1, 3 = 1,e0am o

Pro smé&rovou der:waci kriteriélni podminky ve smé&ru S plati
95(_@
F5@) s = -2 7%s (14)

Protoze je uéelem hledat minimum S'(Q) musi byt sm&rové derivace zéporna,t.]j.
_?fg < ( . Na zakladd této podminky lze snadno urdit, %e pfijatelny smé-

rovy vektor ¥,  mé tvar

Z; = - RZ (15)
kde K je reguldrni pozitivnd definitni matice, Pro nalezeni optimédlniho
skaldru o pro smér Y7  je moiné vyu2iti rov. (11) pfi ndhradé vektoru
(& - Qf(’ ) vektorem of Y, . Po analytické minimalizaci vzhledem k &% re-

zultuje vztah 7 -
t - TR [gTRHRg ]

2

(16)
Rov. (16) definuje tzv, Releighlv koeficient a volba OQ* zajidtuje naleze-
ni lokalniho minima.SﬁZ) ve sméru _?2 (za predpokladu, 2Z2e lze kriteridlni
podminku dobie aproximovat jejim kvadratickym rozvojem),

Z rov. (15) je ztejmé, 2e v zavislosti na volb& matice ~ existuje fa-
da prijatelnych sm&rovych vektord., Lze snadno urlit i loksln& optimalni smér,
ktery sniZuje Séé) nejvice., Ne vidy je v3ak tento postup usp&3ny, protole
lok3dlni optimalita v ulohdch nelinedrni regrese b&%Zn& neznamend globalni
optimalitu,

Na zakladé& Taylorova rozvoje 5%2)do kvadratickych &lend vCetnd ve sméru
¥~ @a analytické minimalizace lze nalézt lokéln& optimdlni prirlstek :?‘ ve

7
‘ -7 -1 T
L‘f - -/ﬁ-/__? = (777 + B) FT'Z (17)

*
Smé&r /1/ odpovidéd Newtonovd metod& a plati pro n&j, Z2e a/z = 1, Pro piipa-

dy, kdy je f(a) kvadraticka funkce, vede pouziti Newtonovy metody k optimu

tvaru



v jednom kroku, V mistech vzdélendjsich od minima (kde jiz kvadraticka apro-
ximace -3@&) nepostaluje) vZak tato metoda pfili3 nevyhovuje., Navic vyZadu-
je zadani {nebo pFibliZny vypo&et) druhych deriveci modelové funkce. Existu-
je celé spektrum metod variabilni metriky, (kvazinewtonovskych), kde se pro-
vadi zpfesnovéni matice # resp. ﬁf'/ na zidklad& informaci o gradientech
v jednotlivych iteracich,

V blizkosti optima jsou sloZky vektoru € blizké nule, takie lze matici B
povazovat za pfibliZ2n& nulovou, Odpovidajici sm&rovy vektor mad pak tvar

L, = (772) 772 (18)

Z

Lze dokézat, 2e tento sm&r odpovidé pFir@stku urlenému z linearizace modelo-
vé funkce ‘f%ﬁ§£Z) + Metody vyuiivajici smérového vektorg fé- se oznaluj{
jako Gauss=-Newtonovy. Pokud je a¢f¢%23¢57jrezultuje o; = 1, V oblastech
vzddlendjdich od minima to vSak neplati a je vyhodn&j&i volit zkrédcenou dél-
ku kroku nap®, dle vztahu _s

¥ 4 7, -7 7 7
=008 11 (G772 G (7 7)g; | (19)
Gauss - Newtonovy metody jsou v praxi dosti oblibené pro svoji pom&rn& rych-
lou konvergenci v jednodu33ich (nevyrazné nelinedrnich) dGlohéch, Pokud nelze
dobf¥e aproximovat Sﬂ?) kvadratickym rozvojem, je mofné volit jako lokslné
optimdlni pirirGstkovy vektor ve sm&ru zédpornd vzeatého gradientu
A; = - G (20)
ProtoZe je zFejmé ﬁ2==¢?) vyjde po dosazeni do rov. (16)
* 7 7 7- -7
0(,2(]- _ _57_57[9 (WJ)?C/j (21)
Metody vyufivajici smé&rového vektoru é © se oznatuji jako gradientni,
Efektivni jsou metody hybridni vyuZivajici jek rychlé konvergence
Gauss-Newtonovy metody v oblasti minima, tak zajist&né konvergence gradient~-

nich metod v oblastech déle od minima, Nejzndmdj3im-pfedstavitelem je Mar-
quardtova metoda, které odpovidé prirdstkovy vektor

7- -7
_{‘7;-((2)= (777 + A £ )T (22)
Je zfejmé, %2e pro A = 0 odpovida iﬁ;(ZQ sm8ru linearizace £é' . Pro dsoe
je ff{w) ve smdru zdporného gradientu A-J.) ale [ /(?'[w)//=/ . S rostem A
se tgdy_/fg‘ vzdaluje od sméru _éi' a bli2i se ke smdru AJ' pfi soufasném zkra=-
covani délky pFirfistkového vektoru., Zévislost ltf/i) na A je prostorova
k*ivka (aproximuje se Zasto Usekem spirdly).
Program MINOPT vyu2ivé strategie “double dog leg”, kdy se hledd optimdl-
ni sm&rovy vektor na strand 7( trojuhelnika definovaného vrcholy
. : ¥
0= a 7-a%+ 0(;;-40,‘ §=_6_?9)+o;3»_4;
Pro sm&rovy vektor tedy plati
-D- = T /— @
Ly = T ( /60)_ (23)
kde 0 < A < 1 je parametr, jehoi hodnota se hled4 tak, aby byl pfirlstko-
vy vektor vhodny (viz rov. (6}).

Jednotlivé programy vyuZivajici téchto strategii se odliduji v realiza~
ci ndkterych dil&ich dloh, Je proto b&%iné, Ze programy tého2 nadzvu se v prak-
tickych aplikacich vyrazn& 1i3i. Mezi rozhodujici 2z numerického hlediska
pat{

- zpbsob invertace matice /A  resp. N/ v/4
- ti{izeni velikosti pFirdstkového vektoru AN,
Je vyhodné pou2it pro invertaci matice /7 metod vyuZ2ivajicich rozkladu na



vliastni &isla a vlastni vektory (resp, pfimo SVD matice 7 ). Velikost pfi-
réstkového vektoru se obylejnd Fidi s ohledem na oblast, ve ktere je kvadra-
tickd aproximace S@Z) je3td prijatelnad, Ob& tyto strategie vyu2ivd program
MINOPT.

4, Statistickd strianka nelineédrni reqgrese

Za pfedpokladu platnosti normality odhadd (rov, (3)) je pom&rn& jednodu-
ché uréit kovarianini matiFi odhadtl
&) = G”‘(ﬂrf/)"f (24)
a rezidudlni rozptyl N
2 - S(2)/ (n-m) (25)
Na zédkladd téchto velifin lze snadno uréit konfidenéni intervaly pro jednotli-
vé parametry konfiden&éni oblasti a provédé&t standsrdni statistické testy,
Velka vétdina programovych paketl obsahuje pouze intervaly spolehlivosti pa-
rametrt a kovarianini resp. korela&ni matici odhadd urédenou z rov, {24), Jde
vlastnd o asymptotické odhady, protoZe rov, (3) plati jen pro 72—+ c< , Pro
silné nelinedrni problémy reidlné velikosti vede tento postup k vyrazné zkres-
lenym vysledkOm, Je proto G&elné zkoumat stupen nelinearity regresniho modelu
a na jeho zaklad® rozhodnout o pouZitelnosti rov, (24) a souvisejicich postu-
pd statistické analyzy /2/. V programu MINOPT je volen alternativni postup
vychézejici z toho, 2e vlivem nelinearity modelu a konelného podtu bodl do-
chazi % vychyleni odhadd E@ « Pro ureni velikosti vychyleni /4£~.£’C& GL)
navrhli Cook & kol. /6/ postup vychadzejici z porovnaéni linesrniho a kvadra-
tického rozvoje regresniho modelu, Vychyleni - se politad jednodule ze
vztahu /é _ ( \7/7:7/)—7 \7,-/7'214

(26)
kde QZ{ je vektor se sloZkami

A - -GrEr[(7)TE ] )4 (27)

zde 77 (.) oznaluje stopu matice 8 «%; je matice druhych derivaci modelové

funkce v bodé& s prvky
72 F(w, 2)
() L/—
74 S, S ///( 7 7%
7 &

Pro praktické ulely se politaji relativni vychyleni odhadd C;{/QQ,)ﬁ?
Orientalné& plati, 2e pro kj‘< f’ lze pouZ2it klasickou analyzu nellnearni
regrese vyuZivajici esymptotickych vztahl, (Je ekvivalentni linearizaci re-
gresniho modelu a statistické analyze vzniklého linedrniho modelu).
Pokud je wvychyleni vys§3i, je tfeba pouZit alternativnich postupd. Program
MINOPT vyuZziva v téchto pripadech techniku Jackknife ve variant@ navrZené
v praci /7/, Delsi podrobnosti o statistické analyze pouZité v programu MI-
NOPT lze nalézt v praci /8B/.

(28)

Ul

5., Charakteristika porovndvanych psketd

Pro porovnani byly vybrany dostupné nejznam&jsi profesiondlni programo-
vé pakety BMDP’'87, SAS 6,03, STATGRAPHICS 2,6, SYSTAT 3,0, ASYSTANT+, a
SPSS PC + 3,1, Tyto pakety byly doplnény o program MINOPT 2 nadeho paketu
CHEMSTAT, Zde se pouze struénZ zminime o jednotlivych paketech s ohledem na
zpGsob testace,
A, BMDP

Programovy paket BMDP se skladsd z izolovanych programd pro rdzné statis-
tické vypofty. Ve verzi PC jde o 29 programl roz&lendnych do 13 blokd,



Programy pro nelinedrni regresi jsou v bloku regrese,

Vy2aduje operatni pam&f 512 a u ndkterych programd 640 kbyte, pevny disk a
zejména matematicky koprocesor. vV jednotlivych verzich (86, 87, 88) se 1isi
zejména co do snadnosti zadavani #idicich prikazé, Ve stardich verzich se
¥idici pfikazy sestavovaly do souboru mimo vlastni BMOP, V nov&jsich je fad-
kovy, resp. celoobrazovkovy editor,

vzhledem k tomu, e je pdvodni BMDP vytvofen v jazyce FORTRAN, obsahuji #i-
dici programy pom&rnd pevnou strukturu s Fadou povinnych &asti (vietn& ukon-
Zeni tedkou). Pro nelinedrni regresi jsou k dispozici programy 3R a AR,
Program 3R umo2nuje hledani minima SYQJ pomoci Gauss-Newtonovy metody. Lze
pouz2it bud zadanych, nebo zvolenych nelinedrnich funkci a pracovat s lineéar-
nimi omezenimi na parametry ve tvaru rovnosti,

Program AR vyuZiva nederiva&ni metody DVD (misto telné roviny definované
sloupci matice J/ se konstruuje se&nd rovina), MGZe pracovat s linedrnimi o-
mezenimi ve tvaru nerovnosti, Ve verzi BMDP’88 lze pou2it také modeld zada-
nych diferencidlnimi rovnicemi, Ve verzich PC jsou omezeny moZnosti vyuZitdi
jinych kritérii regrese, .

K testeci byly pou2ity programy 3R a AR z verze BMDP '87,

B, SAS

Rozsahly programovy soubor SAS je 3iroce vyuZivan zejména u salovych po-
gitadl a minipoZitald. Ve verzi PC vyuZivd ke své praci fady moZnosti od sy-
stému nabidek {vyplnovédni panelu) aZ k dévkové praci pfes ridici soubory.
1 kdy? se skladsd z fady relativné samostatnych moduld, potfebuje ke své &in-
nosti pevny disk. NevyZeduje v3ak matematicky koprocesor, Pro nelineédrni re-
gresi slou2i procedura NLIN, Zde l1ze odhadovat parametry nelineadrnich regres-
nich modeld MNE nebo VMNE s vyuZitim Gauss-Newtonovy, Marquardtovy, gradient-
ni & nederiva&ni DVD metody. Lze volit i Fadu heuristickych strategii{ pro ur-
Zovéni optimdlnich p*irlstké (plleni intervalu, zlaty Fez, Armijeva metoda,
kubickd aproximace) a zplsob invertace matice 57737 (Moore-Penrosova inver-
2e, pseudoinverze), Opét maji jednotlivé pFikazy pevnou strukturu a jsou
v povinném tvaru, Je nutné zadavat derivace regresni funkce dle parametrd,

Pro testaci byla pou2ita verze 6,03,

C. STATGRAPHICS

Jde o typického pfedstavitele statistického paketu konstruovaného spe~-
ciélné pro PC, Je ovladan hierarchickym systémem nabidek, Alternativn& lze
v8ak pouit také p#ikazy. Lze ho spoudtdt i z disket a nevyZaduje matematic-

ky koprocesor. Pro nelinedrni regresi se pou2iva Marquardtova metoda, kterou
lze spustit bud ze vstupniho panelu, nebo pFikazem NONLIN, Vyhodou je, Z2e
vstupni panel obsahuje pfeddefinované hodnoty, take uzivatel m&ni jen to, coO
potfebuje (nebo zna). Zakladni nevyhodou je zplsob zadavani regresniho mode-
lu, ktery se vy&isluje zprava doleva bez uvaZovdni obvyklych priorit. Pro
testy byla pou2ita verze 2,6.

D, SYSTAT

Tento programovy moduldrni paket je Fadou statistikd povaZovdn za jeden
z nejvhodnéjdich. Lze ho provozovat i z disket a nevyzaduje matematicky ko-
procesor, MiZe pracovat s vlastnim jazykem podobnym BASICu jak v interaktiv-
nim pfikazovém, tak i dévkovém reZimu,
Pro nelinearni regresi je urcen modul NONLIN, ktery umo2nuje odhadovat para-
metry nelinedrnich regresnich modeld pfi volbé& celé Fady rdznych kritérii re-
grese (vietnd MNE a Lp). Je mo¥né volit deriva&ni metodu variabilni metriky



(Fletcherova varianta) a nederivalni simplexovou metodu, Kombinaci pfikaz(
MODEL a LOSS lze edit fadu praktickych uloh, jako je vynechdvani skupin bo-
dd, (sekovad regrese, omezeni na parametry atd, Pro testaci byla pouiita ver-
ze 3.0,

E, ASYSTANT+

Jde o integrovany paket zam&Feny na technické aplikace, UmoZnuje sbér
dat, jejich pfedzpracovéni a statistickou analyzu, Zdkladem systému je kal-
kuldtor a nabidka &len&nd hierarchicky, Kalkuldtor slouZ2i kromé& fady jinych
véci ke specifikaci a zadavani proménnych resp, parametrt, VyZaduje ke své
préci pevny disk a matematicky koprocesor, V plivodni verzi je hardwareové
chrdnédn, V nabidce regresni ahalyza je blok "Curve fit"” pro nelinearni re-
gresi, UZivatel vyplnuje panel obsahujici zadany model, prvni odhady a para-
metry minimalizace, Je pouZito pouze MNE., Zvlad&tnosti je, 2e lze volit, které
parametry budou pevné a které se budou m&nit., Kvalita prvnich odhadd je zna-
zorn&na graficky porovnénim prﬁbéhu‘f?xaéiﬂv)s experimentédlnimi body pfed
vlastni minimalizaci, Pro minimalizaci lze pouZ2it metody Gauss=-Newtonovu,
variabilni metriky a hybridni kombinace t&chto dvou, Pro testaci byla pouZi-
ta verze 1,0,

F, SPSS PC

Jde opé&t o jednoho z nejznamé&jdich statistickych paketld pfevedenych ze
sdlovych po¢itald, V minimdlni verzi vyZaduje kolem 4 Mbyte, ale nevyiaduje
matematicky koprocesor, Je feden moduldrné a umoiﬁuje praci jak v prikazovém
interaktivnim modu, tak i v dévkovém modu,
V bloku “Advanced Statistics" obsahuje program pro nelinedrni regresi, ktery
je op&t Fizen systémem pom&rn& pevnych pFikaz@, Lze pouzit MNE a Marquardto-
vu metodu, Pro testaci byla pou2ita verze 3,0,

G, CHEMSTAT

Jde o plvodni rozsédhly statisticky paket dodavany druZstvem Trilobyte
{ve spolupraci s JZD SluSovice)}., Je sloZen z n&kolika modul8, Lze ho spoul-
tét také z diskety a nevyZaduje matematicky koprocesor, Je plné ovladan hie-
rarchickym systémem nabidek., UZivatel pouze vyplnuje panel se svym zadanim,
Lze pou2it MNC a VMNE, Minimalizace se provadi pomoci hybridni strategie (viz
kap, 3)., Na rozdil od ostatnich paketl obsahuje rozsshlejsi statistickou ana-
lyzu {viz kap, 4),

6, Testalni studie

Pro porovnéni Grovng€ numerické strénky programd pro nelinedrni regresi
z vySe uvedenych paketl byla reaslizovdne jednoduchd série testl, Testalni
priklady (v zakladni verzi 4 a v rozdifené 6) jsou uvedeny v pFfiloze, Z db&-
vodu porovnédvacich byly v3ude, krom& programl ze systému SAS 6,03, politény
derivace numericky a byl volen pokud moZno dévkovy reZim,

Pro vyjddieni kvality jednotlivych paket@ z hlediska schopnosti Fe&it
ulohy nelinearni regrese byl urlen tzv, index kvality

PI = 102 polet sprévnych vysledkd
T # polet pouZitych metod

Zde T je polet pouZitych testovacich p#iklad@, V prvnim kole byly pouZity 4
zdkladni testy (T = 4) a ve druhém kole (pouze pro metody UspdSné v prvnim
kole) dalsi dva testy (T = 6). Vysledky jsou sumarizovdny v tabulce 1,



Tabulka 1 : Indexy kvality programd

Paket PI (T =4) PI(T =6)
BMDP 25 -

SAS 25 -

SYSTAT 37,5 -
STATGRAPHICS 50 -
ASYSTANT 8,3 -

SPSS 100 66,6
CHEMSTAT 100 100

Je patrné, %e jasné nejlep3i{ vysledky poskytuje CHEMSTAT obsahujici program
MINOPT, Na druhém mist& je paket SPSS vyuZivajici Marquardtovy metody.

1 kdyZ je v ndkterych ostatnich paketech obsaZeno vice metod, ukdzalo se,
3e ani 23dné izolovand metoda neposkytuje vZdy korektni vysledky, Naopak
do%lo k tomu, 2e rlzné problémy vyfe3ily rdzné metody,

7. ZAVEr

Na zdklad® vy3e uvedenédho lze konstatovat, 2e k FeSeni Gloh nelinedrni
regrese pomoci programovych paketl na PC je nutné pfistupovat obezfetné a
nespoléhat na to, 3e po&ita& je kvalitni a software je od renomované firmy,
ZAdjemcOm o CHEMSTAT miZe podrobnosti poskytnout autor pfispévku,
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P*{loha - testal&ni pfiklady

Priklad 1
Zdroj : Meyer R.,R,, Roth P.M,: J,I.M,A, S, 218 {1972)
y = a; + azexp(a3x)

Data

.

x | l 5 10 15 20 25 30 35 40 50
y | 16,7 1.8 16.9 17,1 17,2 17,4 17,6 17,9 18.1 18,7

(o] o o
Prvni odhady : a; = 20, a, = 2, a; = 0.5

5(a%)= 2.1 . 1022
KoneZné odhady : 31 = 15,67, 3, = 0,999, 33 = 0.,0222
S(Aa) = 5,986 . 1072

Priklad 2 :
2droj : Jennrich D,I,, Sampson P,F,: Technometrics, 10, 63 {1968}

y = exp (alx) + exp (aax)

Data :

x| 1 2 3 a 5 6 7 8 g 10

vlia4 6 8 110 12 14 16 18 20 22
Prvni odhady : a? = 0,3 ag = 0,4, S(QP), 4,17,103
KoneZné odhady: 31 = Qé = 0,2578 fﬂ@i) = 124,34

Priklad 3 :
Zdroj : Meyer R,R,, Roth P.,M,: J.I.M.A, 9 218 (1972)

y = a; exp (a, / (a5 + x})

Data : X Y
50 34 780
55 28 810
80 23 650
65 19 630
70 16 370
75 13 720
80 11 540
85 9 744
90 8 261
a5 7 030 .
100 6 005
105 5 147
110 4 427
115 3 B20
120 3 307
125 2 872

Prvni odhady : a? = 0,02 ag = 4 000 ag = 250 SRZ}i)= 1.7 . 10°

A
Kone&né odhady : a, = 0,00562 &, = 6 180 @, = 345,2 S(a) - e7.9



Priklad 4

Zdroj : Kvéton K.: Simulovana data
y = 8, exp(~- aax) + 8, exp (-aax)

Data
x| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
yl 99,6 67,1 45,9 31,9 22.5 16,1 11.7 8.6 6.38 4,78
Prvni odhady : O _ 0 0 = a0 a1 5(a°) = 1.84 . 10*
a, = a. = a 4
1= 9% " %3
A A
Konefné odhady : 3, = 47,97 a, = 102.051
8, = 0.2466 B, = 0.4965 S$(&) « 3,179 . 107*

P*iklad 5 :

2Zdroj : H¥ebilek J,: Experimentédlni data

y = 8, exp {8;x) + a, exp (a4x)

Data : X y
7.448 57.544
7.448 53.546
9,439 3,006
7,969 19,498
8.176 16,444
9,284 4,305
7.552 45,290
7.877 27.952
8.552 11,803
9,314 4,764
7.607 51.286
7.847 31,623
8.176 21,777
8,523 13,996
8,903 7.727

Prvni odhady 5 0

= 10 a 5 0

2 = 10 83

0

1 z - 1,679
o

2y = -1.31 5(@ )= 1.12 . 10

Kone&né odhady :
a2, = 3.402 . 107 3, = 1.651 , 10°
~
8, = - 1.816 5, = -0.674 3(a) . 120
Priklad 6
2droj : Kvdton K,: Simulovani data
83 a4
y = al X + 82 X
Data :
x| 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
vy{7.31 7.5 7,80 8,05 8,31 8,57 8,84 Q9,12 9.40 9.69 9.99 10.3
Prvni odhady : 0 0 0

a? =100 a5 =001 a3-2 &= 100
/]
.5(2?) = 2,86 , 1023

Kone&né odhady : 8, = 3,802 5, = 4.14 ., 107
A
A A -5
4, = 0.223 5, = 2,061 .5(§§) = 2,98 , 10



