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1. Uvod

Nechi X = (Xl,...,Xn) je nahodny vektar s hustotou f(zl_@) vzhledem k G~ -kone&né
mite Y, na (R ,8), ocl®) e parametr,@ng,®#ﬂ 2 necht @ oznatuje wnozinu moZnych
rozhodnuti o parametru 8 na zdkladé vektoru.

Definujme L(8,d): ®x@—>R1 jako ztrdtovou funkci, Rizikovou funkci R(g,{)

p¥islusnou odhadu (5—(3‘(_), je-1i skutetn hodnota parametru ’_g, definujme vztahem

R(G, &) = E(L(8, 8 [8) = f L(g, Slxfxl8d V, (x) . (1.1
~ R N ~

n

P¥i bayesovském pristupu predpoklddame, %e parametr 8 Jje ndhodny vektor s hustotou g(8)
vzhledem k & -kone&ng mife T na (@, AR®)) a cdefinujme bayesovskou rizikovou funkci
odhadu § (x) za apriorni hustoty g(8) parametru § Jako

?(9,5) = EgR(B,6) = J. cf L(g,é'(z))f(ggg)dVn(;)g(g)d’t’(,g) ) (1.2)
8

R
n

pro 6-(35) = {ced, R(8,d)< +o8 pro Voe ®} (viz Lenmann [4]).
Uvazujme nyni - t*{idu exponencidinich rozdéieri s hustotou

1

f(x,8) = 8~ exp(—g'l)x), pro x>0,

(1.3)
= 0 s jinak s

kde B je nezndmy parametr. Necht ¢ je kladné &islo. JestliZe X jJe nahodna velicina

s hustotou (1.3), pak odpovidajici funkce spolehlivosti je

P (X>c) = exp(-B_lc), (1.4)

Bez Ujmy na obecnosti mdZeme dédle polozit c = 1.

UvaZujme déle ruzné odhady (1.4) na zdkladé ndhodného vybéru Xl’XZ""’Xrn‘ Nejlepsi
nestranny odhad mdzeme psdt ve tvaru
n-1
1 -1
R1=(1 - T) , Jjestlize X>= , (1.5)
n
: nx
=0 , jinak ,

fl
kde X = % E xj (viz Pugh [6)). Uzijeme-1i znamého faktu, Ze X je maximdlng véro-
j=1

hodrny odhad parametru 8, pak maximélne vérohodny odhad (1.4) Je

R2=exp(——-1?—). (1.8)



V bayesovském pfistupu k odhadu (1.4) predpokléddédme, Ze A= 8_1 je rndhodnd velicCina.

Konjugovanému systému hustot odpovidd apriorni hustota

<& X7
T
= 0 s jinak

g A) exp(-oCA), jestlize A 20, (1.7

kde o a p 3sou (apriorni) parametry. Pak aposteriorni rozdéleni je gamma rozdéleni s pa-

rametry qC-+2:xi, p+n, s hustotou

il ’ 1]
TOAlx %y, 5x,) = {(o(+ 32 )P  lexo[ ACl + 3 xi)]}/ Ppen),
i=1 i=1

jestliZfe xy,X,,..,%, > 0.

= 0, jinak.

Bayesovsky odhad (1.4) maZeme dostat jako stfedni hodnotu exp(- A) vzhledem k aposte-

riornimu rozdéleni,

Ry = .[{‘exp(—A)a(ﬁ|xl,x2,...,xn)d/\.

Po kratkém vypoCtu dostaneme

- n+p
R, :(M_ . (1.8)
nX +ol+ 1

Takto ziskany odhad je optimalni vzhledem ke kvadratické ztrédtové funkci. Pro jiné ztrato-
vé funkce odhady uvadi Harris, Soms {1].

- K ocenzni kvality odhadu ném poslouzi pro kiasicky pfistup rizikové funkce (1.1) a pro
bayzsovsky pfistup bavetovekd rizikovd funkce (1.2). V ndsledujicim odstavci se budeme zaby-

vat klasickym pristupem.

2. Klasicky pristup

Primy vypotet rizikové funkce (1.1) pro rdzné typy odhadd spoiehlivosti je dosti
slo#ity. Casto se proto spokojime s nalezenim asymptotického rozvoje rizikové funkce,
ktery ndm poskytuje jistou informaci o kvalité odhadu.

Pro stanoveni asymptotickych rozvojd rizikovych funkci odhadl spolehlivosti RJ,R2 a
R3 exponencidlniho rozd&leni pouzijeme ndsledujici vétu.

Véta 1. Necht {X(t)}teT je stochasticky proces a g{(x,t) Jje redalnd funkce defino-

vand na Rl x T. Predpoklidejime, Z?e plati

a) pro Yt€T md g spojitou (g + 1) derivaci pro Vxew-&, 08 +d8), kde
&>o0 je konstanta, kterd je nezédvisld na B8 a t.
b) g Je omezend na R, x T.

c) derivace (vzhledem k prvni proménné) g'(g,t),...,g(Q>(9,t) jsou omezeng funkce v prom#nng 1
a g(q+l) (9,t) je omezeni na B-&.86+8)xT.

Jestlize E|X(t) - 8]9"1 = 0 pro t *t,, pak

Eg(X(1),1) = g(B,t) + )El,‘l%, o, DEX() - )3 + oCE[x(1) - 83Dy, (2.1)
=17



kdy? t-vt_.

0
Jestlize E[x(t) - 897 = 0 pro tty, pak
g q
var gOx(1),0) = 2a o L o Deg )6%6, Deov((x(1) - 8, x(t) - 8
i=1 k=1 jlk!
J+k g+l
+ DGEIX() - 8]9*D), (2.2)

kdyz t=2t

Dikaz. Viz Hurt [2].

-_—
Polozme nyni v odhadech (1.5), (1.6) a (1.8) T, = X. Na zdkladé véty 1 mazeme nyni

ur¢it asymptotické rozvoje pro rizikové funkce odhadd RI’RZ a R}.

Véta 2. Pro rizikové funkce odhadi Rl’RZ a R3 plati

5
2 -
R(Q,Rl) = var Ry =% exp (-2%)(1 + %F(X'— 2)2 + 0(n i) (2.3)
2 -2
R(B,R,) = X exp(-2a) {1 + Lllw-n? - qQ}+ o(n %) (2.4)
R(8,R,) - 2 expo2ifl - L )2+ 4(p-3) - 4R(p-1)+4 B(R-2)
Re) = & exp(- + §r—‘[5(3(—2 + 4(p- - 4 p-1)+4 B - +
> ‘
v 2+ B-p- D20t D, (2.5)

1 1
kde x = @, a = § .
Didkaz. Uveden v Hurt [3]

Porovndn{ kvality odhadl Jje uvedeno v numerické studii v prdci Hurt [3]

3. Beysovsky prfistup

Nechl parametr A = g1 je n&dhodné velid&ina s hustotou. (1.7). Budeme se zabyvat
otdzkou nalezeni asymptotickych rozvojd bayesovské rizikové funkce (1.2) odhadd Rl’RZ

a R, s apriorni hustotou g(A).

3
LEMMA 3. Necht X1sX5s . .,X je vybér z rozdéleni s hustotou
S -1
f(x{g) =8 exp(~8~"x), pro x >0,
=0 , Jinak.
n
Nechi A=8"1. Pak T_ =21 X, ma hustotu
n n i=1 1

nn
g(tl A) = An gh-1 exp(- Ant), pro t 20,
G (3.1)

=0 ,  Jinak.



Dikaz. Tvrzeni vyplyvd z reprodukéni vlastnosti rozdéleni gamma.

Pro bayesovské rizikové funkce odhadd R;,R,, a Ry plall

«w O
n-1 2
€ (R,0) = jf((g%l_) - %D (-A)) gt ADg( A)dtdA (3.2)
G 1
n
[ -3 -
7
_P(Rl,g) =ff (exp(-t)—exp(—ﬁ)) Tt A)g(A)dtdA (3.3
0 O
*0 o ’
n+p -
?(Rl’g) :f f((M) - exp(-A)) g(t] A)g(A)dtdA (3.4)
00 nt+of +1
Lemma 4. Necht h(t,A) = g(t|A)g(A) = ol AMPL exp [-(nt+ eOA]
- Co M
o0 .
Polozme Ij = f exp(-3A)XR(t,A)dA, j=0,1,2. Potom
0
p_.n n-1
. P nep) t — , pro 3=0,1,2. (3.5)
J M M) (nt+ol+3)"*P
Dokaz. oS
I’j = f exp(-JAIh(t,A)d A =
0

p_n,n-1 +0-
oLt A"P 1 exp [-(nisk+0A] 9N -

M p)
. oPr" rl(n+p) tn-l
HGINC)) (nt+eC+3)"*P

p_n
Polozme Q(eof,p,n) = &0 M (n+p) . PouZitim lemmatu & na vztahy (3.2),(3.3) a (3.4)
ray P

dostaneme alternativni vyjddifeni

[(nt-l )Q(rl-l) -1 , (rnt-l )n—l 40l
nt (nts °L)n+p nt (nt+e(+1)n+p

§(R1’9) = QCel,p,n)

= %a

n-1
' —t-] at (3.6)
(nt+ek+2)™P
0o . ,
n- n-
P(Rpp0) = AKX pum) [ [exp(— 2 __‘f_Tm + 2exp(- B — L 4
° (nt+ ) (nt+ol+1)"P
n-1
+———L-_] dt 3.7
(Ht+(+2)n+p
0 .
?(R3,g) = Q(e,p,n) J‘ (_LL*’___ )Z(rl-l) gh-1 ) 2(nt+d\ )n+p )
0 nt+el +1 (nts o)™*P nt+e(—+1



g1 ¢n-1
n+ * n+ dt - (}'8)
(n‘c+v£+1)' p (nt+ o +2)" p

Nalézt asymptotické rozvoje pro (3:6),(3.7), a (3.8) bude ziejm? vyZadovat metodiku odliSnou od metodiky u7ité
v pripadé porovnani odhadl na zdkladeé klasického pfistupu, tj. na zdklade sttedni Ctver-
cové odchylky. Hustota vyskytujici se v uvedenych vyrazech je hustota F-rozdéleni, jeho:
momenty nemaji typ konvergence poZzadovany ve véteé 1. Numerickd studie vsak ukazuje na

nasledujici hypotézu:

Hypotéza: Pro bayesovské riziko odhadd Rl’RZ a R3 platd

b. (ol ,p)
p(Ry,9) = a(elp) , 4 5 + 0 ) (3.9)
n n

pro n-oe, kde a(v(,p),bi(d,p) jsou funkce &£ a p, 1=1,2,3.

Pokusime se hypoiézu ovéfit numerickou cestou.

4 Numerickd studie

-

Pomoci Gaussovy kvadraturni formule byly spocitény intergrély ve vztazich (3.6)-
-(3.8) a byly vypocteny hodnoty‘?(Ri,g), i=1,2,3 pro razné hodnoty ol ,p a n=2,...,32.
Na zdklad® ziskanych vysledkd byly odhadovdny parametry regresniho modelu

1

— = ¢, + d.n , (4.1)
(R;,9)

pro i=1,2,3. Vysledky potvrdily dobrou shodu mezi modelem a daty.Koeficienty determinace

D2 jsou uvedeny v tabulce 1.

Tabulka 1.

h=]
It

N
"

()

0% pro @(R;,0) 0,9989 0,9992 0,9995  0,9992
0?2 pro P Rz:0) 0,9991 0,9993 .0,9995 0,9996
p? pro f(R3,g) 0,9995 0,9970 0,9999  1,0000

Pouzijeme-1li proto tento model pro stanoven{ asymptotického rozvoje dostdvame

1 1
y(Rl,g) P —

nd. c.

i 1+ i

Hin

a diale
C.
o1 i -3
PR = g5 - 27t 0T (4.2)

i din

pro i=1,2,3. Odhady c¢; 8 d; zdvisi na o a p. Potom pro odhady ai(ol,p).bi(NJﬂ

ze vztahu (3.9) dostdvame



8 (&,p) = %
i
C.
I _ 1
b_.L(“’p) - - —(37 )
i

A
i=1,2,3. Vypo&tené hodnoty odhadd g; (ol ,p), bi(q,,p) pro rdzné hodnoty &,p jsou uve-

deny v nasledujici tabulce.

Tabulka 2.

5. [&aveér

-

p=2 p=2 p=2 p=3
o =4 L=5 o =6 K=6

5,(a,p) 0,0725 0,0617 0,0528 10,0805

n ,

by (e ,p) 0,0669 0,0608 0,0524 0,0518

A

az(o(,p) 0,0734 0,0626 0,0537 0,0816

’62<o< ,0) 0,0710 0,0760 0,0760 0,0600

33(0(,;3) 0,0718 0,0610 0,0523 0,079¢

A

by(K ,p) -0,1215 -0,1150 -0.1115 -0,2465

Numericka studie potvrdiia hypotézu vyslovenou v odstavci 3. Teoretické odvozeni

asymptotickych rozvojd Je predmétem dalsiho vyzkumu. Aktudlni je té7 otdzka odvozeni ob-

dobnych rozvojd pro dalsi rozdéleni a ngkteré typy cenzorovani { viz Lawless [5] -).
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