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UvVOD
Linedrny model(Y, X3, £(V)) je charakterizovany triedou distribu¢nych funkeif
{Fsol-): BE YV, 0}, ktoré si definované na R* (n-rozmerny Euklidov priestor) a pre ktoré plati

E(Y|3) = [! wdFso(u)= X3, JEV. d€dC R
(nezdvislost strednej hodnoty na 9), a

Var(Y|9) = /b(s — XB)(u— XBYdFse(u) = i 9.V,

BEV, 9= (01...,0,)ed R (nezdvislost kovariantnej matice na 3).

Tu Y je n-rozmerny nihodny vektor s distribuénou funkciou Fg (-}, X je dand n x k matica a 13,.... 1}
sé dané n x n symetrické matice. Vektor 3 je neznamy parameter prvého ridu, 9 je neznamy parameter
druhého rédu. O mnozine 4 budeme predpokladat, e obsahuje otvorend gulu v R?. Pre ¥ budeme rozlisovat
dva pripady: 1. V = R¥. 2. V={u: ue€ R%, b+ Bu = 0}, kde b je g-rozmerny vektor s vlastnostoun
b€ M{(B) (stipcov¥ priestor matice B) a B je dand ¢ x k matica.

Prvv pripad ozna¢ime LM (linearny model) alebo (Y, X3,3 € R* T{d). 9 € 9). Druhy pripad ozna¢ime
LMC {(linearny model s podmienkou) alebo (Y.X3,3€V,5(0),0 € 9).

Cielom prispevku je analyzovat niektoré analégie medzi odhadmi v LM a v LMC.

1 APOSTERIORNA A APRIORNA PODMIENKA
Nech v LM je r = R[E(d)] {hodnost matice £(#)) < n. Potom existuje n xXr matica J a n x (n —r) matica

N s vlastnostou y
‘ I, O
« oo .
( N )‘-‘(19)(']-*,\')— ( 0’ 0 )'

kde 7 je identickd r x r matica. Z toho vyplyva P{N'Y = N'XB|3.9} = 1. Ak teda realizujeme vektor Y
vektorom y. potom vznikne aposteriérna podmienka na vektor 3. Urcenie # — LBLUE (locally best linear
unbiased estimator’ funkcie ¢g(3) = ¢3, d € RF*, ktora je nevychylene odhadnutelna. 1zn. ¢ € M(X"}). mozme
v tomto pripade vyjadrit viacerymi vztahmi:

73=¢g[X'S (8)X]X'T (d)y. ak M{Y}c M(Z(F) (1)

73 = ¢'{X'[S(9) + X X' X} X'[Z(9) +XX'"y, ak M(X)¢ M(Z(9)) (2)
;’B = 9,“-‘-");@(0”!'#* 3)

3= {(XIIX) - (X'T J'X)IXN{N'X(X'TIX) XN IV XX JX) ) (4)

XTIy + (X'JJ’X)“.\"J\'[J\".X’(X'JJ’X)"X’N}“J\”y ak matica X'JJ'X je regularna
atd.

Uvedené vziahy si zovseobecnenim vztahu
73 = g|X'T ' (9)X]'X'T )y

pre ¢ — LBLUE znameho z reguldrneho Aitkenovho modelu (tzn. R(X) = k < n a R[Z(?)] = n). Symbol
(X" znamena minimum T-seminorm zovseobecneni inverziu matice X’ (podrobnejsie v {4]). Podrobnejsou
analyzou by sme zistili, 2e podmienka N'y = N'X3 nemeni

triedu linedrnych nevychylene odhadnutelnych funkeil parametra 3

triedu linearnych nevychylenych odhadov funkcie parametra 3.

podmienku lokalnej efektivnosti na statistiku L'Y atd.
(podrobnejiie v dalsej tasti prispevku).

Pri vyjadreni odhadu ﬁ podla (4) sa apostriérna podmienka sice prejavi vyrazne (I(¢) reguldirna = N
neexistuje a J je regulirna, JJ' = E7'(#)), ale v (1),{2) a (3) ju netreba pri vypotte uvazovat. Preto sa
tymto typom podmienky v daldom nezaoberdme.



Kvalitativne ind situdcia je v LMC. Dokumentuje to nasledujici priklad: Uvazujme druhy regulirny
model (Aitkenov model,[1], str. 146}, tzn. E(Y|3) = X3, & € R*. Var(Y|9) = 9V, ¢ € (0. o), kde hodnost
R(X) = k < n a R(V) = n, a piaty reguliarny model;([1]. str.146). tzn. E(Y]3) = X3. 3 € {v : u €
R¥ b+ Bu=0}=YV, Var(Y|d) = 8V, kde plati b€ M(B), R(B) =¢ <k.

Je zndme, ze v druhom reguléirnom modeli Y BLU E (uniformly best linear unbiased estimator} parametra
B je ([1],str.148) X

8= (X'VIX) X'V,
kym v piatom regulirnom modeli je UBLUE parametra 3 dany vziahom ([1],str.152)
/§= {X'v'x)-! - (X'V“X)"B'[B(X'V"X)"B"]_‘B(X'l"‘X)“}X'V"Y—
—{(X'VIX)'BB(X'V X))\ BT
(porovnaj (4}).

Vyznam apridérnej podmienky vynikne velmi ndzorne pri geometrickom pristupe. Odhad B vznikne z 3
cez akisi projekciu. Presne vyjadrené

B ATVCLX)TL,
3=PS s " (83— 30)+ Bo.
kde 3, je lubovolny element variety V a P,‘{irg_)lxrl je projekénd matica na Ker(B) v k-rozmernom linedrnom

priestore £, v ktorom je definovary skaldrny sid¢in pomocou vziahu < =,v >= 2 ( X'V IX) v, w,v €
L; Ker{B) = {u: Bx = 0}.

2 FORMULACIA PROBLEMU

Problémy v LAf je nutné formulovat vhodnym spésobom, aby v ivode spominamé analégie bolo mozné
skdmat. Budeme vychidzat z Raovej unifikovanej tedrie [5]. V nej nepredpokladdme regularitu modelu,
tzn. nemusi byt splneni podmienka R(X) = k < n a R[Z(d#)] = n. Strata regularity vedie k vzniku
neprazdnej triedy linedrnych funkcif parametra 3 € R*. ktoré nie si nevychylene odhadnutelné. To je potrebné
respektovat v zdkladnych tvrdeniach linedrnej teérie odhadu v univerzalnom LM, ktoré st v dalsom uvedené.
Z t¥chto tvrdeni mozno vychidzat pri rieseni vietkych v praxi sa vyskytujicich problémov odhadov.

LR,: Funkcia h(3) = h'3, B € R*, je linearne nevychylene odhadnutelné prave vtedy ak k € M(X').

LRy: Ak ho(3) = 0. 3 € R*, potom trieda linedrnych nevychylenych odhadov funkcie ho(-) je Uo = {LYY :
Lo€ M(My)}. kde My =1 - X(X'X)" X"

L Ry: Statistika L'Y je 99 — LBLUE svojej strednej hodnoty prive vtedy, ak MxZ(do)L = 0.

LR, Statistika L'Y je UBLUE svojej strednej hodnoty prave vtedy, ak L € Ker(3]_, V.M xV)).

LR,: Funkeia h(3) = 2’3, 3 € R*, ma UBLUE prive vtedy. ak A € M{X'Ker(T_, V.MV

Dékazy LR, a LR; si elementdrne; LR,y je dosledkom Raovej fundamentdlnej lemy z tedrie lokdlne na-
jlepsich odhadov [6] str. 257, dokazy LR, a LRy pozri v [1}, Theorem 5.7.1 a Theorem 5.7.2.

Na pr. z LR, vypiiva, e R'[(X'),, giso)l'Y je o — LBLUE funkcie h(3) = k'8, 3 € RE, ak h € M(X")
(LRy).

Ulohou dalsej ¢a: ti prispevku je ukdzat, ako sa pravidlda LR,...., LRy v LM zmenia v LMC.

Problematika kvadratickych odhadov v LM je v porovnani s problematikou lineirnych odhadov zlo2itejsia.
Preto a aj pre obmedzeny rozsah prispevku sa s analégiami pravidiel pre urt enie kvadratickych odhadov v
LM resp. LMC nezaoberame. Niektoré predbezné vysledky z tejto oblasti pozri v [2].

3. LINEARNE ODHADY PARAMETROV PRVEHO RADU
LA C mozno zapisat tromi ekvivalentnymi sposobmi:

(Y,X3. 3€ {u: b+ Bu=0}T(d). 9 €9). {5)

(Y — XBy, XEpy, 7 € R*FP), 5(8), 6 €9, 3= 30+ Ks7), (6)
Y X S(9), © '

((_b),(B)ﬂ,ﬂe{u:b+Bu=0},( f),’ 0),05@). )

xde 3, je lubovolny zafixovany prvok z V a Kp je k x [k — R(B)) matica s vlastnostou M(Kg) = Ker(B).

V daltom sa ukaze, ze zapis (7) je vhodny pre stidium spominanych analégii. Ukdzeme to na LR,
Pretoze (6) je LM, plati LR, v nasledujiicej podobe:

Lema 3.1. Funkcia f(3) = f'3, 3 € {v : b+ Bu = 0}, je nevychylene odhadnutelnd prive vtedy. ak

o € M(KpX').

Dékaz: Pretoze 3 = 3o + Kgy, v € R¥Ft¥) méame funkein f(-) uvazovat v tvare f(3) = f'3o + K.
Téato funkcia je nevychylene odhadnutelni prave vtedy, ak existuje vektor L € R" a tislol € R' s vlastnoston
V{y € RP-BB} E(L'Y + l|80,7) = L'X(Bo + Kp3) +1 = ['Kpy & Kpf = KpX'L & 1 = f'3¢ — L'X o,
¢.b.t.d.



Ekvivalencia
V{y€ R¥BBY L'XKpy = f'Kpy ¢ Kpf = KpX'L

vyphiva zo skuto¢nosti, 2e vektor 5 prebieha cely priestor R¥-RB) Pretoze v LMC 3€ {u: b+ Bu} # R*,
nemoze v (5) platit analégia tejto ekvivalencie. Plati véak (7) v nasledujicej podobe:

Veta 3.2. V LMC je funkcia f(3) = f'3, 3 € V, nevychylene odhadnutelnid prave vtedy, ak f € M(X', B’).

Dokaz: Vzhladom na Lemu 3.1 stalf ukézai ekvivalencin f € M(X', B} & Kyf € M(R3X'). Nech
f = X'u + B'v. Potom Kpf = KpX'u a teda Kif € M(K;X’'). Nech naopak Kyf = K3X'u. Potom
fe{Xu+z—(Kg)y Kgz: z € R*} pretoze X'u je partikulirne riesenie pre neznamy vektor f v rovaici

of = KgX'u. Pretoze M{I — (K3} K| = M(B) je vektor z — (K} Kz elementom M(B') a teda

f=Xu+ B'v, t.btd.

Dokézali sme vlastne ekvivalenciu
X

v{3e€ {u: b+ Bu=0}} E[L\Y + Ly (—5)|3] = (L}, L3) ( B

) 3=f8w fe MX . B

Z poslednej Gvahy je zrejmé, ze LMC v podobe (7) sa vo vztahu k LR, spriva ako LM s maticou pidnu

X
(3)

Otézkou je, ¢i sa takto sprava aj vo vztahu k LR,,. .., LR,. Odpoved je prekvapujico (aspon pre autora)
kladni. ako ukazuja dalej uvedené tvrdenia.

Veta 3.3. Trieda vietkych lineirnych nevychylenych odhadov funkcie ho(B) = 0. B €V, v {T)jelUg =
(LY + Liy(—8) : Lgy, Lo,) € MIM 4 4\ )}

(3)
Veta 3.4. Statistika LY + Lj(—5) v modeéli {7) je 9, — LBLUE svojej strednej hodnoty prive vtedy, ak

) 2 2 (8)- ()

Veta 3.5. Statistika LY + L3(—b) v modeli (7) je UBLUE svojej strednej hodnoty prave vtedy. ak

L, (Vi 0 Vi, 0
(L,)EK" ;( 0, O)M X ( 0, 0)
B
‘eta 3.6. Funkecia f(3) = f'3, B€ V, s vlastnostou f € M(X', B') m& UBLUE prave vtedy. ak

v g~ Vie O V. O
fe M{(A,B)I\er(S( 0. 0 )M( e )( 0. © )l}=N-
B

Dalej plati
P
N = M(X'Eer{S_ V|l - X(X'X + B'B)" X'IV} }. B').

e=1

Namiesto ostatnich dokazov naznaé¢ime pre jednoduchost len dokaz vety 3.4 {podrobnosti a dokazy os-
tatnych tvrdeni pozn v [2]). Najprv vsak budeme potrebovat nasledujicu lemu: ‘

Lema 3.7: Nech W je n x n pozitivine semidefinitnd (p.s.d.}) matica. nechM(X) c M(W) a nech V je
lubovolni p.s.d. ¢ x ¢ matica s vlastnostou M(B'VE) = M(FB’). Potom

PYy, =X(X'WX + B'VEB) X'W-—
~X(X'WX + B'VB) B'|B(XWX + B'VB) B} B(X'WX + BV By X'W.
Doékaz. Pretoze M(XKp) = M(XMp), kde Mp = I - B'(BB')” B. mozno projeként maticu PY,  napisat

v tvare
Pl = Pl = XMp (MpX'WXMp )" Mp X'W =
= XMB-lMBv(X'WX + B""B)AfgrﬁMyX"V =
= X[Mp(X'WX + B'VB)Mp|* X'W =
= X{{X'WX + B'VB)~
—(X'WX + B'VB) F|B(X'WX + B'VB)"B|" B(X'WX + B'VB) }X'W.
¢.b.t.d.
V d6kaze sme vyu#ili nasledovné vziahy

M(B’) ¢ M(X’WX + B'VEB) (pre podpriestor na pravej strane inklizie totiz plati M{(X'WX + B'VEB) =
M(X'W X, B'VB), to vyplyva z [4] str. 122; dalej sme predpokladali M(B’) = M(B'V B)); dalej

[Mp (XWX + BVB)Mp|* = (X'WX + B'VB)'—



~(X'WX + BVB)'B'|B(XWX + B'VB)'B|"B{(X'WX + B'VB)*

(tento vziah dokiZeme ako priamy dosledok definicie Moorovej-Penroseovej zovseobecnej inverzie matice)
a kone¢ne [M(X") € M(X'WX + B'VB) & M(B) ¢ M(X'WX + B'VB)] = [X(X'WX + B'VB)y*X' =
X(X'WX + BVB)y X' & X(XWX + B'VEB)*B' = X(XWX + B'VEB) B pre lubovolnd zoseobecnend
inverziu (XWX + B'VB)™].

Dokaz vety 3.4. V LMC moino LR, vyslovit takto: 3tatistika Li(Y — XBo) + f'Bo je 9o — LBLUE
funkcie f(B) = '8, B €V, kde Kiyf = KpX'Ly (= E|L\(Y — X 8e) + 'Bo)B) = LY(XB — XBo) + f'Bo =
L,XKg+ + ['Bo= f'(Kpy + 30) = f'8,8€ V prave vtedy, ak

Myg,T(0}Ly =0 {8)
V LMC (T) to isté pravidlo by sa malo dat vyjadrit nasledovne: Statistika L1Y + L3(=b) je 90— LBLUE

tej istej funkcie f(3) = f'8, B € vV, kde f = X'L, + B'L; (pozri vetu 3.2) (= E|L,Y + Ly(-b)|3] =
L,X3+ L,B8 = {'8, B € V) prive vtedy, ak

“’(g)(g‘§ﬂ°)’3)(fl)=(3)' g

Nech plati (9), tzn.

I- X(X'X +B'By"X', -X(X'X+BB) B T(fo), 0 [ Lu \_
_B(X'X + B'B)"X'", I-B(X'X+B'B) B o, o )\Ly)~

—-B(X'X + B'B)” X'Z(90) L. 0

Nech plati (8), tzn. (lema 3.7, kde W = I,V =I)
- X(X'X + BBy X'+ X(X'X + B'B) B|B{X'X + B'B)y B'|"B(X'X + B'B)" X'}T{9,)L, = 0. Nech
C=I-X(X'X+BB)yX, D= X(X'X +B'B)"B'[B(X’X—i-B’B)“B’]‘B(.\"X-+-B'B)‘X'. Pretoze matice
C a D st symetrické a p.s.d. mdme:

B ( (7 - X(X'X + B'B)” X"|E(do)L, ) _ ( 0 )

(8) ¢ S(d0)LyLM(C + D) & T(9o)L, LM(C, D) & T(d0)L1 L M(C) & T() L, L M(D) « (9),

¢.b.t.d.

Ekvivalencia £(9,)L, L M(C + D) & I{(do)L, L M(C, D) vyplyva z [4] str.122. Implikdcia {9)=1(8) je
Zrejma.

4 PRIKLAD _ l

Uvazujme model (podrobnejsie v (3], odsek 2.4): E [}l( g' ” = X 3. ( ;: ) € { ( :l ) b+ Buy+ Cuy = 0] =
B , J3 3

Y. Var(Y|d) = T, 9:};. Tento model mozme zapisat ako LMC ()

=1

(A= (5 8] (R): (B) e el L) =wnl )

Ak podla vety 3.2 funkc a k(3. 33) = p\ 3 + P3a. ( 3, € V. mé vlastnost

Pi - "1 B,
( Ps3 ) € M ( 01 (0 ) )
potom z vety 3.4 dostivame, ze ¥4 — LBLUE funkcie h(-) je
e Ll x By 1
P+ pads = (py.pa) ( 0. C' ) ( ©(ds), 0 ) ( b ) .
"\ e, O

V pripade regularity tohto modelu dostévame {|3], vztah (2.4.18))
—_— , X'E Y 9)X) ! e -
P Fpaths = (95, 53) [( (U I0X) ) ez oy

_ ( (X'SH8)X) ' B'Qn

) b+ B(X'E“(u‘)o)X)_‘.\"S"(190)}’).
QII

kde .
( G, Qu ) _ ( B(X'SYd,)X) 'B', C )
@21, On ', o) -
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