Vyhledavéani zm&n v priatokovych radach
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1. Uvod

Hydrologové na celém sv&té se ob&vaji zmén, které mohou nastat v hydrologickych
fadéch, predevdim v pritocich fek, diky silnému zasahovani ¢lovéka do prirodnich dé-
j& bdhem poslednich desetileti. Aby bylo moZno pripadné zmény zjistit a posoudit, Je
tfeba zkoumat, zda i v minulosti nedochdzelo v prib&hu pritokovych Fad k uréitym zmé-
ném. Délka naméPenych pramérnych roénich pratokovych fad se v nadich zemich pohybuje
kolem 70, s vyjimkou Labe, kde je zndma pritokova fada o 138 udajich. Pro statistic-
ké U&ely je moZno pPedpoklédat, Ze se prim&rné roini prutoky fidi triparametrickym
log;normélnim rozdélenim. To znamend, Ze transformaci Yi = 1n( X +a Y, i=l,e4e,n,
s{skdme normiélné rozdélené ndhodné velidiny, o kterych lze obvykle predpokléadat, Ze
jsou nezdvislé nebo tvoi{ AR i ARMA posloupnost. Pro vyhledévani pPipadnych zmén

1ze pouZit nasledujicich postupl matematické statistiky.

2. Testovdni zmén v modelu
UvaZujme ndsledujici hypotézy.

I. Hg: Xiyeen, X jsou nezévislé ndhodné velidiny ridici se hustotou f(x,f?o)

A Xl,...,Xn jsou nezavislé néhodné veliliny,

existuje ke {1,...,n—1} takové, Ze

Xl""’xk se Pidi hustotou f(x,E?), Xk+1""’xn se P1di hustotou f(x, Qﬁ),
prilemz _9‘# _9_" .

II. H Xn tvori zobecndnou autoregresni posloupnost p~tého radu

o Xl,o..’

AR )(p) splnujieci:
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Xl,...,Xk tvori zobecnénou autoregresni posloupnost AR,
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XpqreeerXy tvor{ zobecnénou autoregresni posloupnost AR(Ju,U' ya")
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I1T, H_: Xl,...,Xn jsou nezévislé ndh.vel. Fidici se rozd&lenim s absolutné spoji-
tou distribudni funkec! F(x)
A Xl,...,Xn jsou nezdvislé ndh.vel.

existuje k€ {1,...,n—l} takové, Ze

Xl,...,Xk jsou nez.ndh.vel.?idic{ se rozdélenim s absolutné& spojitou



distribuén{ funkci F’(x),

Xk+1""’xn jsou nez.ndh.vel.Fidici se rozdélenim s absolutné spojitou distribudni

funke? F*(x).

Resenf pripadd I a II

Testujeme-1i nulovou hypotézu proti alternativé, Ze do&lo ke zmén& v predem
znamém bod& k, je vhodnou testovou statistikou porn#r v&rchodnosti, prifem? se neznd-

mé parametry nahradi jejich maximdlng vérohodnymi odhady:

. P(XeyeoayXis D) F(x,qyene,x 38D
ANE @59 % 0% = supsupinf — % ' k10770 .

g‘ 9“ Q f(xl,ooo,xn;g)

JestliZe navic bod k, v kterém doslo ke zméné nezname, je prirozené pouZit testové
statistiky:
k g (% 3 x
sup I\(H’Q 1@ ’Q.)'
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Presne rozdéleni lze spoditat jen v nékterych velmi speciglnich pripadech, a proto
je treba pro hledéni kritickych hodnot pouZit asymptotické rozd&leni, Za Jjistych

technickych pfedpokladd lze ukdzat, Ze za platnosti nulové hypotézy plati pro Yaza

n ¥
1im P( sup /\(—g—, 0*0"% 85> 4 = 1,
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coZ je zpusobeno tim, ze A(%,Q ,_Q *, _Q ) nabyvaji pro k blizkd O a n velkych hodnot.

Dédle za platnosti nulové hypotézy plati pro Vt:<%-a Vaza

lim P( sup A (%, 9_'*, Q"*, Q‘) >4A) = P( sup Az, _9_‘*, Q“, _@_*) > A),
nyo ngek¢n(l-e) £<¢te(1l-¢)
pridem# limitni proces je definovéan nasiedovné:
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kde g;E%) je Fisherova informaéni matice a W, je vicerozmérny Wienerliv proces.
0dtud je patrné, Ze jakymkoliv normovanim spot¢ivajicim v ndsobeni vérohodnostniho
poméru konstantami Cin) nelze ziskat rozumné asymptotické rozd&leni. MoZnost redeni
spo&iva bud ve vylouleni krajnich bodd (t=0 a t=1) nebo ve vhodné penalizaci obou
koncl.,

V modelu I predpoklédejme, Ze hustota f(x,9) splnuje ur&ité technické podminky,

viz[Z]. Tyto podminky jsou splnény napfs. pro normélni nebo gamma rozdéleni.

V modelu II predpoklédejme, Ze koreny charskteristického polynomu
zP - alzp-l - eee = ap = 0 le?i uvnit? jednotkového kruhu.



Za téchto predpokladd pro logaritmicky pomér vérohodnosti

f(xl, ooo,xk;g,)‘ f(xk+1’ ""xn;g.)

J,(_ﬁ’ Q}t’Qn*’ __6_’) = sup sup inf 1n

9’ _e." _Q f(xl""’xn;g)
plati:
(1) P(  sup 2 Z(%,Q': Q”: _Q.) >v) — P( sup 171 71 > V)
ngs k¢n(1l-¢) ¢ etsl-g
t(1=-t)
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Proces Bi (t) Jje soulet kvadrétd nezdvislych Brownovych mistkd, prifemZ p je
1=1 P
dimenze parametru Q « Distribu&ni funkce sup 3~ Bie(t) byla tabelovana

O<¢t¢l 1=1
napr. vlb] , kritické hodnoty této statistiky byly uvedemy‘v[A] « Pro aproximaci

kritickych hodnot statistiky sup Z:EiZ(t) / t(1-t) 1lze pouZit vztah:
eete(l-¢)
b2 2
> P exp(-3 ) (1-p/b%) 2
(2) P sup | B,(t) / t(1-t)>Db) = —— ( > clog T + — )
tostty 2(p-2)/ .p(g) b2

kde r = t,(1-t )/t (1-ty), viz [5] .
Poznamene jme, Ze v piipad® II lze pro velkd n maximdlné& vé&rohodny odhad nahra-
dit odhadem podminéné maximdéln& vérohodnym. lLogaritmicky vérohodnostni pomér mé& pak

pro piipad normdlniho rozdéleni pro I a II tvar

[ A A A
I(%,@“,Q';G') =(/2) In g% - (k/2) In¢'° - ((n=k)/2) In ¢*° ,
A2 AIZ Au2 - ~ .’ w ¢
kde ¢°, ' ", 0 jsou odhady prislusnych rozptyld.

Re8eni pripadu III
Pro testovéni nulové hypotézy v modelu III je moZné pouZit penalizovanou Kolmo-
gorov ‘=Smirnovovu  statistiku, viz[3] nebo [4] .

sip sup -% (l-g)#ﬁ lg'(x) - Pl .
b's

Asymptotickou kritickou hodnotu maZeme odvodit z limitniho chovdni dané statistiky:

(4) P( sup sup-% (1—%)15 I%’(x) - f"(xﬂ> v) ———> P( sup sup |B(u,t)| > v),
k X te(0,1)ue(0,1)

kde B(u,v) Jje Browntv list.



3. PouZit! testd pro hiedani zmén v roénich

pratokovych radach

Pro kaidou sledovanou feku jsme uvazovali roéni pritokovou radu X, ,...,X &

transformovanou fadu Yl = 1n (X1 + a),...,Yn = 1n (Xn + a), kde a bylo voleno tak,

aby bylo moZno predpoklddat, Zze Yl,...,Yn jsou normdln& rozd&lené, Model I jsme

pouzili pro Padu Yl,...,Yn, kde zména modelu spoéfvala ve zmén& parametru 6= (_/u,,gz).

V modelu II jsme pPedpokladali, Ze Yl,...,Yn tvori zobecn&nou autoregresni posloup-

nost l.t&du. Zména modelu spodivala ve zméné parametru Q = 31..,62,3). Model III jsme
pouzili pro pévodni fadu Xl’”"xn .
Priklad
V tabulce jsou uvedeny primérné rodni:pritoky reky Moravy méfené v KromériZi

a hodnoty ziskené transformaci y = 1n (x + 34.702),

poTrs IOk Xi Yi por. rok Xi Yi por. TOkK Xi Yi

1916 80,069 4.7429388| 25 1940 68,154 4.6333300| 49 1964 29,347 4.1596484
1917 62.921 4.5811131| 26 1941 99,027 4.8958154| 50 1965 73.278 4.68:9460
1018 36.327 4.2630882| 27 1942 56,661 4,5148406{ 51 1966 72.874 4.6781976
1919 64,701 4.5991823| 28 1943 32.469 4.2072416| 52 1967 74.654 4.6946086
1920 80,877 4.7499543| 29 1944 49,515 4.4333968| 53 1968 57.078 4.5193944
1921 36.281 4.2624404| 30 1945 56,267 4.5105188[ 24 1969 41.616 4.3349088
1922 40.472 4.,3198054| 31 1946 48,285 4.4186840f 55 1970 60.676 4.5578479
1923 53.844 4,4835222| 32 1947 37.695 4.2821c¢49| 56 1971 56.425 4.5122541
1924 58,101 4.53047901 33 1948 54,308 4.4887487| 57 1972 57.178 4.5204834
1925 47,159 4.4050227] 34 1949 41,637 4.3351839| 58 1973 33.462 4.2219166
1926 76.113 4.7078621| 35 1950 32.600 4.2091900| 59 1974 43.304 4.,3567857
1027 57.710 4.5262568| 36 1951 46,802 4.4017557| 60 1975 58.910 4.5391586
1928 35,570 4.2523734| 37 1952 40.194 4.3161005| 61 1976 45.049 4.3789093
1929 32,776 4.2118016| 38 1953 54.0°7 4.4855868| 62 1977 79.585 4.7387128
1930 42.078 4.3409442| 39 1954 25.681 4,1007076| €3 1978 50.009 4.4392455
1931 77.058 4,7163537| 40 1955 57.151 4.5201895! 64 1979 50.387 4.4430978
1932 35.418 4,2502081| 41 1956 40,317 4.3177414 65 1980 62,232 4.5740303
1933 21,022 4,0204109| 42 1957 44.254 4,3688907| 66 1981 61.595 4.,5674372
1034 22,936 4.0541821| 43 1958 58,401 4,53370€4| 67 1982 57.377 4.5226469
1930 41.612 4.3348564 | 44 1959 39,206 4.3028211| 68 1983 39.954 4.3128909
1936 46,399 4,3956953| 45 1960 41.169 4.3290345| €9 1984 34.588 4.2383006
1937 75.933 4.7062365| 46 1961 41,100 4.3281247| 70 1985 54.112 4.4865443
1938 69.522 4.6465424 | 47 1962 62.269 4.5744120| 71 1986 53.885 4.4839851
1939 65.180 4.6039895 | 48 1963 39.788 4.3106649| 72 1987 71.098 4.£615505
73 1988 50,582 4.4459869
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9 - (J»,fz), p=2 1916 - 1941 1942 - 1988
M= F = 4471 A= = 4,433
K*= 25 = s§= 0.050 &= s§= 0,022



L&, 8%6%0% = 3.551

X (n-k") K*ao™ o' 0%, _
2 n n of(ﬁﬁg 9@ ’@_) = 1.629

Pou?ijeme-1i aproximace (2), pak p-hodnota odpovidajici prislusné penalizované

statistice je rovna 0.28 .

volel II
> )
0 = (p,07,2), p=3 101£ - 1940 1941 - 19:¢
A Ay
M = 4,436 A= 4,432
k¥=- 25 A& = C.3486 3 = 0.0712
D = C.05T5C &t = c.ozis

T £E67E78Y = 2.116451
Pou?ijeme-1i aproximace (2), pak p-hodnota odpovidajfci prislusné penalizované
statistice je rovna 0.22 .
woGel IIT
Penalizovang Kolmogorov=Smirnovova étatistika nabyvs maxima pro k¥ = 26 (rck 1941)

x *n A
sup£(1 - EHYRIF () - F'ol = o.c20,
X

gemu#, pouZijeme-li aproximace (4), odpovidd p-hodnota 0.2¢ .
Zaver

VS8echny postupy se shodly v tom, Ze k pirfpadné zmén€ by mohlo dojit nejspis
v roce 1940 ¢i 1941 (E*= 25,26). 2 obrazkd 1,2 se skutecné zds, Ze v tomto obdobf
dodlo ke zmdn& v charakteru prabdhu Pady - zménila se rozptylenost rady i zévislost
mezi nssledujicimi ¢leny fady. Z hl diska statistiky viak zména nebyla vyznamns,
nebot p-hodinota byla ve véech pfipadech daleko vEtEl nez C.05 . Pro zajimavost uved-
me, Ze druh’m pPipadnym bodem zm3ny (ovSem jedté slabi ;i prokazatelnym) byl urcen
rok 1964.

4., Hodnoceni uvedenych metod

Zdarazndme znovu, ze uvedens metody slouzi k odhaleni jedné ndhlé¢ zmény v mode-
lu. JestliZe zména probihd pozvolna nebo dochdzi k vice nei jedné zméné&, popsané
metody ddvaji hor3i vysledky. Presto uvedme, Ze ve vsech na3ich pripadech spolehli-
v& vyhledévaly body zm&ny tam, kde bylo z obragku patrné, Ze k uréité zméné v prubé-
hu rady dochdzi. Odpovidajici p-hodnoty ziskané aproximaci (1) a (2) vSak doporucu-
jeme brat jen informagné&. Rychlost konvergence k asymptotickénu rozdéleni neni zns-~

ma a bude patrné velmi z&viset na skuteném rozd&leni pozorovanych veliéin.
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