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Pravdépodobnostni algoritmus nazyvany pro urc¢itou fyzikalni analogii ”si-
mulovanym 2zihanim” je vhodny pro reseni optimalizaénich uloh na rozsahlych
diskrétnich mnoZinach. Tento algoritmus bude strucné popsan a demonstrovan na

uloze klasifikace cbrazu.

1. UOvod

Nalézt maximum obecné funkce na diskrétni mnozine lze v zasadé jediné pro-
hiedanim. Je-li tato diskrétni mnoZina prilis rozsahld, nelze ji prohledavat
bod po bodu, ale je nutné postupovat namatkoveée. Takovy postup pak nazveme
pravdépodobnostnim algoritmem.

Hledat vs$ak namatkové v celé veliké mnoziné by také nevedlo rychle k cili.
Je tidelnéjsi omezit se vidy na néjaké okoli predchoziho bodu, zvlasté jestlize
lze funkéni hodnoty v takovém okoli snadno porovnavat. Toto omezeni hrozi moz-
nosti, 2e nas »”lokalni” zmény dovedou do pouze lokalniho maxima. Tomuto nebez-
pec¢i metoda &eli svou podstatou, ktera pripousti nahodné i zmény ”K horsimu”,

ale umo3hujici opustit slepou uliéku vedouci k lokdlnimu optimu.

2. Algoritmus

Mé jme tedy konecdnou mnoZinu 2 a na ni definovanou realnou funkci F: 2 » %
Cilem je nalézt maximum funkce F.
Jestli®e po k iretacich jsme v bodé w:, pak v dalsim kroku vybereme rovno-

mérné nahodnée
~ *

w € ;0w
kde ai(k)(m;) je néjaké okoli bodu w;, pridemz feknéme, zZe mame N moznost i
ai,...,aN, jak takové okoli konstruovat, a tyto moznosti néjakym zpdsobem
(tfeba periodicky) stridame, tedy i(k) € {1,...,N}.
Oznacime-1li Ak = F(&) - F(w;), pak dosadime
»* L ~
Wepqg =@

s pravdépodobnosti EXP{min[o’T%ETAk]}‘ S doplhkovou pravdépodobnosti pak pone-

chame
* L *
Woeq T @
Zde T(k) -+ O pro k - oo.
Oznacme také M = arg max F ¢ @ mnoZinu téch bodd, v nichZ .se nabude maxima
funkce F.
Plati zhruba takovéto tvrzeni:
Jestlize
T(k) ~ 1/1log(k) a {1,...,N} ¢ {i(k),...,i(k+T)} pro neé jaké pevné v a kazdé k,
pak
P(w* € M) » 1 pro k + o

k



Naznacime struéné, jak tvrzeni dokazovat.

Kazdy krok iterace je rfizen vlastné néjakou matici pravdépodcbnosti pre-

chodu
T(k) ~
Picio (@l®
ktera zavisi na vybéru typu ockoli i(k) € {1,...,N} a realném parametru T(k).

Ne jprve se ukaze, 2e pri fixnim T a “dostatecné pravidelném” vybéru i(k)

plati
K T T
n Pi(k) — P pro K = o ,
k=1
kde
T(w) % exp{% F(w)}
T 0 '

Snadno je vidét, 2e P° - P~ pro T » O, kde

P (w) = T_T 6 (w)

je rovnomérnéeé rozdéleni na bodech maxima.
Je tedy tieba nalézt takové tempo klesani T(k) -+ O, aby primo

T(k) 0
n Picky —F

Ukazuje se, 2Ze postacujici tempo je neprimo Umérné logaritmu poctu iteraci,

tedy
T(k) = ¢ / log(k).

Cely dukaz je samozfejmé technicky narocny a lze jej ve specialnim pripadé

nalézt napr. v [1].

3. Typicka situace

Metoda se uplatni zejména v situacich, kdy G = n Qv je mnohorozmérny kar-
VeV

tézsky soucin.
Potom obvykle volime lokalni okeoli ve tvaru
»* »*
a,(wh = {9 € w =, t# v}

pro kazdé v € V.,
Jestlide navic kriterialni funkce F je dana jako suma

Flw) = § F, (w,)
acw A A
kde FA zavisi pouze na souradnicich z mnoZiny A, potom lze s vyhodou vyéislo-
vat i lokalni zmény
A = F(w) - F(o™) = F,(w,) - F,(w)
v o 0te @) = I [ A" %A A %A ]
A3V

v kazdém kroku iterace.

4. Priklady

A. Postup lze vyuzit v klasickych optimalizacénich tilohach typu »problému
obchodniho cestujiciho”, zejména v algoritmech zaloZenych na lokalnich
zménach (viz [2]).

B. Veliké mozZnosti leZi v oblasti “expertnich systém’”, pokud se zde poneékud
zméni filozofie. Doposud se tloha stavéla tak, Ze je trfeba nalézt pravde-
podobnosti (vahy) vsSech jednotlivych jevd nebo vyrcoki. Jestlize wvsak pri-
pustime, Ze nas zajimaji pfedevsSim jevy a vyroky s né jvétsi pravdépodob-

nosti (vahou) za danych podminek, uvedeni metoda se primo nabizi.



Reknéme, 2e kazda konfigurace w,, € G ma urcéitou pravdépodobnost P(wv),
ktera se ridi logaritmicke linearnim modelem, tj.
L(w,,) = log P(w,) = ¥ U, (w,) + C
v v A€ A A

kde s < exp V je néjaky systém podmnoZin mnoZziny V a

UA(wA) je interakce prislusna konfiguraci W, priznak z mnoZiny A € .

Ti, kteri odmitaji pravdépodobnostni pfristup, mohou interpretovat hod-
noty UA(wA) jako prrislusné vahy a L(wv) jako jakousi globalni vahu konfi-
gurace w,.

Konkrétni hodnoty UA(wA) jsou povazZovany Zza znamé, ziskané bud od ex-

pertd nebo ze statistického materialu.

*

Ulcha pak zni takto: JestlizZe zname konfiguraci w (napozorované pri-
1
znaky), kde V1 < VvV, chci nalézt takovou konfiguraci wv\v , pro kterou pla-
1

LIRS

ti

* »*
L(mv) = wmax L[“’V\V ,wv],
V\V 1 1
1
Pouziji tedy uvedeny algoritmus. Vyhoda metody je nesporna: Nemam zadne
problémy s konzistenci expertnich znalosti a nemam 24dné problémy s jejich
agregaci. Vyhnu se tedy bez ztraty obecnosti modelu tém problémim, se kte-

rymi standardni pristupy tézce zapoli.

C. Budeme nyni metodu demonstrovat na jednoduché tUloze z oblasti »zpracovani
obrazu”. Necht Wy, € {0,1)v =, V= 40 x 40 cC 22 je rdvo jbarevny obraz”,
ktery vs$ak pozorujeme aditivné zasumély bilym gaussovskym Sumem, tj. pozo-

.

rujeme

yv=wv+xv,

kde L t € V jsou nezavisle s rozdélenim N(O,OZ).

Otazka je tedy, jaky byl pavodni obraz w,, jestlize jsme napozorovali vyy;.

Budeme maximalizovat aposteriorni pravdépcdobnost, tedy

max L(wvlyv) ,

w
v
kde
L(wv|yv) = log P(wvlyv) = tEV log P(ytjwt) + log P(wv) - log P(yy;)
(yt—wt)z
Pritom log P(yt|wt) = - - log(¥2no) pro kazdé t € V
20°

a P(wv) je apriorni pravdépodcbnost, o které budeme predpokladat, Zze je mar-

kovska (Isingtv model), tedy

ww, + C

log P(wv) =A. . ¥ w + NN

o " B, T Mt m
Dile budeme predpokladat, Ze Al > 0 a AO = —2l1, coZz znamena, 2e€ ste jné hodno-
ty maji snahu spolu sousedit (vytvorit homogenni plochy) a pritom jsou obé
barvy stejné pravdépodobné.

Jestlize dosadime, vynechame aditivni konstanty a upravime, obdrZime tlchu
maximalizovat funkci

Elwylyy) = T o iy, - B + 0211[ I e, -2% wv]
v ut—vn—l v
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Obr. 3 B=5,T-=0, 10 % chvb
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Obr. 2 B=0,T-=0, 30 % chvb
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Obr. 4 B=5, T= 2/log(l+k)
5 % chyb



Postup jsme odzkouseli na obrazku 1, ktery je sice deterministicky, ale budeme
ho povaZovat za generovany Isingovym modelem. Tento obrazek jsme zasuméli bi-
lym gaussovskym sumem s rozptylem 02 = 1. Na dalsich obrazcich jsou pak vy-
sledky optimalizace, které zaviseji na volbé (neznamého) parametru B = oz-lla
"teploté” T(k). Volba T(k)
nahodného Zihéni. Pri T(k)

zlepsSeni.

0 znamena striktni rozhodovani ”na tvrdo”, bez

0 novou hodnotu prijmu jen tehdy, kdyZ prinasi

Vysledky ukazuji, 2Ze rozhodujici pro spravné reseni je sice vhodnd volba
parametru L (volba L = 0 na obr. 2 predpoklada nezavislost, kterd jisté v pt-
vodnim obrazku neni), ale porovnanim obr. 3 a 4 vidime, 2e ”nahodné zihani”»
odstranilo z reseni falesné shluky a vedlo k lepsim vysledk(m.

Toto je skutecné velmi jednoduchy priklad. Obdobné by bylo mozné resit
i mnohem slozitéjsi ulohy s vice barvami, sloZitéj$i apriorni distribuci, za-

vislym sumem apod.

4. ZAavér
Metoda ”simulovaného Zihani” je skutedéné velmi U&innd a s rozvecjem vypo-

¢etni techniky (zejména paralelismu) lze ocekdvat jeji nejSirsi pouziti.
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