Pozndmka k pldanovdni experimentd

M.HuSkovd, MFF UK

Ptisp&vek se tykd planu experimentd, jejichZ cilem je ziskat co nejpfesn&jsi odhad
parametrd elipsy, koule nebo elipsoidu. PouZijeme pfitom vysledky pro planovédni regres-
nich experimentd vyloZenych napf. v knize A.Pdzmdna (1980).
(tj. kriteria pro "co nejpfesn&j%i odhad")se vychdz{ z tzv. Fisherovy informa¢ni matice
(definice viz napf. Andé&€l (1978)). Zde se soustfedime na dva typy kriterif optimality (kte-
ré maj{ v nasem problému pfirozenou interpretaci):

1) D-optimalita - optimdlni pldn maximalizuje determinant Fisherovy informa&ni matice
(odpovidd minimalizaci zobecn&ného rozptylu v linedrnim modelu).
2) (&dstegna)A-optimalita - .optimdlni pldn minimalizuje snuéet rozptyll odhadd parametrd, které

Pfi volbé& kriteria optimality

nés zajimajf.
Napsdn{ prfispévku bylo motivovdno problematikou fe3enou v rémci VHC pro Racionaliza&ni
z4dvod {KD Praha.

Elipsa

UvaZujme experiment popsany ndsledovné:

Y

H

a; + 1 cos( ¢ o) + 1>

il
S i=1,...,n,
Yip = 8, + Ty sinC @, + d) + e;,,
kde (Y;;,Y5,), 1 =1,...,n, Jjsou nezdvisla pozorovéni na elipse se stfedem (al,az),
délkami poloos r,,r, a Ghlem oto&eni poloos &, P P> 0 ¢ Py £ 2T,

i =1,...,n, Jjsou dhly popisujici plén experimentu, e jsou chyby pozorovdni, piicemz

i]
eij md normalni rozd&len{ s parametry (O, fzﬁ), i=l,...,n; 3=1,2, €512 €2 jsou pre
ka’dé i nezavislé nahodné veli&iny. Nezndmymi parametry Jsou a1,355T1,T5, oL

Prsees P (n déano). Pfi volbé
kriteria optimality vychdzime z tzv. Fisherovy informagni matice, kterd md v nasem pfipa-

dé& tvar:

Pléan experimentu Je v tomto pfipadé& popséan ihly

m(al’al)’ m(al’aZ)’ m(al,rl), m(al,rz), m(al, d)
m(al,az), "'(32’32)’ m(az,rl), m(az,rz), m(az,oi)
() My s m(a.,r.) m{a,,r,), wm(r,,r,), m(c,,r,) m(r,, &)
" 1’ 1 2 2, l 3 l, 1 3 ], 2 bl 11
m(a;,r,), m(ay,ry), wmlr),r,), m(r,,r,), m(r,,e)
m(al,o(), m(az,a(), m(rz,o(), m(rz,d), m( o, &)
kde
m(al,al) = nvil m(aZ’QZ) = nv%l,
m(ry,r,) = vilzi cosz(?i+ o), m(rz,rz) = valZsinZ((pi-Ha(),
m(a,,ry) = Vil > cos(tp;+ L) ,  mla,,r,) = VEIZsin(cpi+ oL),
"“(31,0(/) = rlvilzi sin ( @3+a), m(az,o( = rzvé1 ;cos( (‘0.1 +ol)



m(r

o) = -FIVIIE Sin((fi +ol) (3o<5((pi +ol),

m(r,, o) = rzvé1 L sin(p; + &) cos(p, +d),

m(ek , o) vIlrf z sinz(q’i +od) + vélr% )3 (:c:sz(cp.l + o),
m(ay,a,) = m(a;,r,) = m(ay,r)) = m(N;,N,) = O

Ptimy vypofet vede k tomu, Ze D-optimdlni pldn mus{ spliovat ndsledujici podminky:

(3) Zcos(qi+d)=0, Z_sin((pi+o()=0, Zsin(z((pi+o())=0
i i

1
(8) Zsin(p, +o) = 0w,

kde w, Jje € £0,1) a je fedenim ravnice

-1 2,01y 2w(r2v'l - Zr%vél) + r%val = 0.

2,.2
(s) 3w (rzv2 = TV, V1

Pl4dn neni témito rovnicemi uré&en jednoznainé.

Specidlni ptipady:

a) Je-1i vilrf = v%lrg, pak D-optim&lni plén musi spliovat (3) 8
(6) 2—; sin( @, +o) = n/2.

Tyto vztahy spliuje plan (n délitelné 4):

(1) @5, libovolné, @5, = @4y, *+ /2, Pries = Paser * T Puian)
Guieq *+ 3/2 % i=0,...,n/4-1.

b) je-1i vglrgl(vllri) : 0, pak D-optimaln{ plan spliuje (3) a

(8) 2 sin’( g, + &) = 2/3n.

Tyto vztahy spliuje napf. (n delitelné 6)

. .3 - .
(9) (Psi+l + o= ; ; Ppiap ¥ & = 2"5, $Peie3 libovolné,
z + f-i-' = (f + % Z (f . E‘E
(f’61+a qﬂéizf} 2 ’ (féi+5 6i+3 3 <P6'1+6 = 6i+3 ) ,
i =0,...,n/6-1. Zhruba fe&eno ve sraovndni s plénem (7), delame vice pozorovéni

ve sméru osy soufadnic odpovidajfci 2.sloZce. Pokud se tyge plang, které jsou

gadstednd A-optimalni (tj. plény které minimalizuji var ?1 + var ?2, kde

?i, i=1,2, jsou odhady r; metodou nejmensich &tvercd), musi splhovat



podminky (3) a

(102 % cosz(qi + &) = n

Specidlni pfipady

c) je-li Vi Vo, pak &3ste&nd A-optimdlni plén musi spliovat (3) a (6), coZ je splnénc
napt. (7)
d) je-li v1/v2 = 0, pak podminka (10) vede k

(11) z?cos?wi s) 0
co? je splné&no napf. (n deélitelné 2)

(12) Py *% ==, Poi,p + O 2 3T/2, i=0,...,n/2-1

(tj. pozorovdni d&lédme ve sméru osy elipsy odpovidajic{ Ty neboli ve sméru, kde
dostdvame ménd pfesnd pozorovani).

Pozndmka: Je nutno poznamenat, e optimdlni plany (3,4), (3,10) nejsou obecné& uvedenymi
podminkami uréeny jednoznag&né. Vzhledem k tomu, %e model (1) je obecné& nelinedrni, zdvisi
nékteré uvedené plany na neznamych psrametrech . V tomto pfipadé je vhodné provest nejprve
serii n pokusd, kde <(l,..., ¢, jsou zvoleny libovolné, na jejich zédkladé& odhadnout
neznamé parametry (tj. Cpl,..., qnl musi byt zvoleny tak, abychom tak mohli uginit).

Teprve pak zvolit body @, REERE dle né&kterého optimalniho plénu a v nich pro-
1

»
n1+ﬂ2

vést pozorovini.

Koule

UvaZujme experiment popsany ndsledovné&:

Yil = a8, + T COs q)i sin B; + €1
(13) Yip; T 8, +T sine¢. sin B + e;,, i=1,...,n,
Yi3 = a3 + I coOS Bi + 853
kde (Yil’YiZ’YiBD’ i = 1,...,n, Jjsou nezdvisld pozorovdani na koqli se stredem
(31’82’33) a poloméru T, (Qi, qi), i =1,...,n, Jjsou dhly popisujici pldn experimentu,
. e <0, 2®> , ©8.¢ <0,%> , i =1,...,n, e.. jsou chyby pozorovéni, pficemz
i i i3
Bi1s €500 €53 jsou nezavislé pro vSechna i. €4 mé normdlni rozdéleni s parametry

(o, c? vj), j=1,2,3, i =1,...,n. Nezndmymi parametry jsou a1585,83,T, 62.

Podobné jako v piedchozim odstavci nas zajimaji plény experimentu (popsané body
(e, qj). i= 1,...,n), které jsou bud D-optimdlni nebo minimalizujici rozptyl odhadu
polom&ru r. Fisherova informac¢ni matice md tvar
m(ql?al), m(al,az), m(al,a3), m(al,r)
m(a,,a,), m(a,,a,), m(a,,a ), mla,,r)
(18) M - 1°°2 2°°2 2°73 2
m(al,aB), m(32’83)’ m(a3,33), m(a3,r)

m(al,r), m(az,r), m(aB,r), m(r,r)



m(a.,a.) = n v., m(a,,a_) =0 J £ s, 1,8 = 1,2,37
al,r) = vil Z cos ¢, sin 8,
m(az,r) = vél Z; sin ¢, sin By,
m{a

3,1') = vgl Z cos B

m(r,r)-v Zcos P sm i Zsln ism@ +v ZcosQ

Je-1i v3< min(v2,v1), pak D-optimdlni i A-optimdln{ plény musi splfiovat

(15) Zl cos @, sir'\ei = 0, Zl sin &y sinEli = 0, Zl u::os@i =0,

Z t:oszl-li =n,
i
co? je splnéno napf. (n sudé).

(16) 8 =0, 8 = R i=0,...,n/2-1.

2i+1 2i+2

(zhruba fe&eno pozorovani dé&lame ve "sméru" nejmensiho rozptylu).

Je-1i vy = v, = Vg, pak D-optimalni i A-optimdlni pldny musi splfovat (15), coZ je splneé-

no napt. (16). V tomto pfipadé optimdlni pldny nezévisi na otogent souradnych os takze
plan (16) popisuje nekone&né& mnoho plénd.

Elipsoid

Uvazujme experiment popsany ndsledovne.

Yil = 8 + r, cos ¢, sinefL + €43
(17) Y12 = 3, + T, sin ¢ Sir\Qi + e = 1,2,...,0 ,
Yﬂ = ag + Ty cose.1 + Bi3
i = ) isld orovani na elipsoidu se stredem
kde (Yil’YiZ’YiB) i 1,...,n, Jsou nezdvisla poz ps

(31,32,53), délkami poloos T,T,,T3, pficem? osy elipsoidu splyvaji s osami soufadnymi.
Déle (Gi, (pi) 3 Eyys i=1,...,n , 3=1,2,3 , maji ty? vyznam jako v pfedchozim

odstavci.
Fisherova informagni matice ma prvky:

=nvit - ] ;3,5 = 1,2,3
m(aj,aj) = n Vj m(aj,as) 03 J # S J,S yEr s
-1 . 2 2 _o-1 .
m(rj,rj) =V, Zism 6, cos” ¢, m(al,rl) = v 2 sin Bj. cos@;
- . 2 S . .
rn(rz,rz) = Vzlz_ sm2 8; sin @i m(a2,r2) = v, Z sin 8;. sin¢;,
- -1
m(l’3a1'3) = V31§ c:os2 8; > m(a3,r3) = Vg 2 cos 8,

m(a;,ry) = 0 i £ 3, i, = 1,2,3,



D-optimdln{ plén spliiuje vztahy (15) a

(18) Z sin? 8 = 2, Zsinz 8 1:t:s.2l.pi = n/3,
i 3

coZ platf napf. pro ndsledujic{ dva plény:

84141 = 94342 = 0,3 F O4ie3 = O4gay = 9454 * ¥
(1 (’Aid : ?410 libovolné "4i+2 FQuien T (faid + T
i=90,...,n74-1 (n dé&litelné &),

. 1 = - -
9121*_1 - /2’ 8121~0.¢j -p’ 9121"‘84.'] = p* 7/2’ J = 1)2)3v‘)

= . g N i
. Q12544541 =% Proisaser = %X * /2, q12,i+43+3 = o+, @10iensen X 3y
2

(1)
s = 1,2,3, i=0,1,...,n/12-1 (n dBlitelné 12),

pefo, /2y , o e <0,% libovolné

A-optiméln{ plén spliuje vztahy (15) a

v+ v, 3 oin ) v
sin®@. cos” @. =
WL‘Fz‘ﬁs, ' ol vy ey

Z sin29i = n

Témto vztahim vyhovuje napt. (n d&litelné 2)

f;lo F& 1/2

sin 8, = sin(¥ - 8 )y = ( )
211 - 212 {;] + ﬁz + ﬁ}
v, 1/2
€05 ¢9541 = €OS(tyy,, +¥) (v, + W)
1 2

i=0,...,n/2-1.

JestliZze v, = v,, pak A optimélni pldén spliuje vztahy (15) a (18).

Model (i7) odpovid4 situaci kdy hlavn{ osy elipsoidu se shodujf s osami soufadnymi.
V obecném piipadé je nutné rozd&lit n pokusd do dvou etap. Nejprve provedeme serii
n pokusd v libovolng zvolenych bodech, vysledky poulijeme k odhadu otofenf hlavnich
os elipsoidu a teprve pak zvoiime zbyvajicich n - " bodd dle nékterého optimalniho
plénu.
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