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1. Ovod

V celé rad® aplikaci teorie nahodnych procesd je dodnes aktudlni vyZiti
spektrdlni analyzy. Typickym prikladem je analyza elektroencefalogramu (EEG).
kde spektrdlni hustota patri mezi ”povinné” charakteristiky zdznamd. Sniméme-
-1i EEG v krétkvch ¢asovych usecich (feknémé do 2 min. ), pak zdznam obvykle
modelu jeme staciondrnim procesem a ten charakterizujeme spektralni hustotou.

I kdyZ spektrdlni hustota plné determinuje pravdépodobnostni mfru jen
gaussovského staciondrniho procesu, omezu je se lékarska diagnostika zaloZena
na EEG z velké miry jen na tu iroven rozlisitelnosti, kterou lze postihnout
rozdily mezi spektrdlnimi hustotami. V tomto prispévku upozorfiujeme na dveé
metriky v prostoru spektrdlnich hustot. jejichz prostfednictvim lze zm inéne
rozd{ly studovat.

V zdavéru se jesté zminime o aplikaci téchto metrik v metodach spektralni
dynamiky EEG.

2.Metriky v prostoru spektrdlnich hustot
Oznaéme F<0,%x> mnozinu spektralnich hustot realnych stacionarnich

ndhodnyvch posloupnosti. Tuto mnoZinu lze metrizovat metrikou =z prostoru

L2<0,w>, tj. pro f1’ f2 € ¥<0,%w> definujene

r 2
P f’, fz) = V J[f1(w) - fz(w)] do . & )
Tato metrika nerozlisuje mezi funkcemi. ktere se 1iSi pouze na mnoZziné& nulove
miry. Spektralni hustota je v3ak déna (Radon-Nikodymovou) derivaci spektraini
distribu&éni funkce, tedy spektrdlni hustota je téz *urdena aZz na mnoZinu nulo-
vé miry”, takze miZeme konstatovat. 2zZe metrika (1) rozlisuje mezi rdznvmi
spektralnimi hustotami.

Uvazujme nyni podmnoZinu f; c ¥, kterd sestava pouze z hustot splnujicich

nerovnost

_[ In f(w) dw > -= . (2)

Poznsmka: JestliZe spektralni hustota stacionarnfho procesu (Xt} splnuje
nerovnost (2)., pak stiedni kvadraticka chyba prediktoru veliciny Xl zaloZene-
ho na velidinach X . X . X ,

t-1 t-2 t-3
je nedeterministicky proces. MnoZina ft je tedy mnozinou spektrdlnich hustot

....je vzdy kladnd a proto rikame, Ze {Xx}

nedeterministickych staciondrnich procesd..



Pro fl. f2 € ¥ nyni definujme
] 1

(VT (@) - ¥ (w1’
1 2
af,£) = [ In{ + 1} dw (3)
2VE (o> (W

Poznamka: Je znamo, viz napf. [1], Ze veli¢ina(3) uzce souvisi s rychlosti
konvergence chyby Baysesova testu aplikovaneho na ulohu rozliseni dvou
gaussovskych procesd se spektrdlnimi hustotami f1 a 12.

Je okamziteé vidét, 2ze (i) a(fi,fz) = O prave kdyz fi - £2 y (1i1) a(fl,fz) =

a(fz,fi). JestlizZe £1, £2 a fg jsou z f;, pak

a(f ,£) +a(f ,f) - a(f . f) =
PR 2’73 1’73

2w + ft(w)g (w)

-_[m{z +1} dw 2 0,
‘ f (WIf (w)+f (w)]
2 1 3
tj. Ciiid
alf , £ )+ a(f , £ ) 2 al(f ,f ),
1 2 2 3 1° 3
tedy (3) je metrika v prostoru f‘. Lze ukdzat, 2ze metriky p a a nejsou
ekvivalertnt.

3. Vlastnosti metrik p a a.

ZvazZmne ﬁyni problém, kdy chceme rozligit mezi dveéma stacionarnimi procesy
pouze prostiednictvim jejich spektralnich hustot. v experimentélnf praxi se
¢asto stane. 2Ze rozlisovaneé procesy {X:} a {Xf}, které maji po Fadé hustoty f1
a fz ne jsou bezprostredn& pristupné pozorovani. V piipadé EEG chcene
rozlisovat mezi probéhy bioelektrickych potenciald mozkove kary. Tyto
potencidly véak lze registrovat teprve po zesileni. tedy po prichodu urcitynm
filtrem. Jindy midze jit o pFipad, kdy rozlisované procesy jsou prekryty
aditivné Sumem. V obou situaciéh dochdzi ke zmé&né& spektralnich hustot a proto
naznaéime, jaké jsou vlastnosti metrik p a . kdyz misto hustot fla fzpracu-
jeme s korespondujicimi hustotami g a g, Jde tak vliastné o otazku
robustnosti metrik p a 4.

Linedrni filtrace. Méjme linedarni filtr s frekven¢ni pfenosovou funkci h(w).

kterd splnuje nerovnost § ln |h(w)|2 du > -w. Jestlize fi, f2 € f;, pak

g(w = |[nw|® £(w), =1, 2 A (4)



jsou opet hustoty z fa' Je

pig.g) = V[ ||, - £,() dw (5)
' 82 1 2 '
Z (4) a (3) pak okam2ité dostaneme, Ze

a(gl,gz) = a(fl,fz). 65)

Je tedy vidét, Ze zatimco metrika « je invariantnf{ v0¢i linearni filtraci.

hodnota metriky p na frekvenni pfenosove funkci h(w) silné zavisf{.

PFiklad. (i) Jestlize filtr je ”pouhy zesilovac¢”, tj.
h(w) = konst , w € <0, =n>,
pak
2
p(gi,gz) = A p(fi. fz).

(ii) Necht A > 0 a pro n = i, 2,...je 0 s w K w = =x =&

ir 27
g (w)y = A, w e <0, =>.
in
¢("Band filter”). Je-1i souCasné
g (w) m A+ n , weE v, w2, 7
2r in 2n
m A jinde
a
© - W = 1/n2,
2N in
pak
p(g .8 ) = n Vi/nz = 1 , (8>
iV 2n
1 2 + ns/A
a(g .8 ) = — In — 0. 9)
in 2n nz 2V1 T n/A
("Notch filter”) . JestliZe je w = w.w, = w, a misto (7) predpokladame, Ze
g%(w) = A/n w € <w . w
= A jinde,
pak

= v - N
p(gih'gzn) A (mz wi) ’ (10>



1 +1i/n
a(g ng ) = (u;- uu) In —m —— -5 @ . (11)
aroan 2V i

Vztahy (7> a (8) resp. (10) a (11) ukazuji, Ze metriky p a a skute¢né nejsou

ekvivalentni.

Aditivni fum. UvaZujme nyni jiny pripad, kdy misto hustot f1 a fz' ktere

chceme rozligit metrikami p a &, pracujeme s hustotami

gL(w) = fi(u) + n(w), i = 17 2, (12)
kde n € fi. Potom je jasneé, Ze

p(g{sé) - p(f‘, fz) 13>
Naproti tomu pro a dostavame

f (w) + ; (w) + 2 n(w)
1 dw. (14)

a(g‘,gz) = J. in
2V () +n(w)) (£ (w)+nlw))

MiZeme tedy uzaviit, Ze zatimco metrika p je invariantni va¢i operaci pric¢teni
spektrdlni hustoty, hodnota metriky a podstatné& zavisi na tom. jakou hustotu
prictene.

Piriklad. Misto procest (X:} a (Xf), které chceme rozlisit prostrednictvim
jejich spektralnich hustot pomoci metrik p a . pozorujeme ve skutecnosti

procesy
Y = X + N, tw=...,-1,0 1...., i=1,2, 15)

kde o {N:} budeme pro jednoduchost piedpokldadat, ze jde o bily sum. ktery neni
korelovany s {Xt), i= 1, 2. Spektraini hustota tohoto sumu je konstantni a my

zde budeme pfedpokladat. Ze oba procesy Sumu maji shodné spektfum; ti.
n (w) = Kk, we€<0,n>, i =1, 2.
1

Vime tedy, 2e metrikou g rozlisime procesy {X:) a (Xf} zcela bez ohledu na
to, jak silnym Sumem jsou tyto procesy prekryty, tj. rozliSeni nezévisi na po-
mérech signdal/sum, tj. na fl(w)/k, i= 1, 2. To _je ponékud nerealisticka

viastnost metriky p. Naproti tomu pro metriku a dostévame

({ (w) + g (w)Hsk + 2
alg ,g ) = In dw (16>
1’ "2
Z?ifi(w)/k+1)(f2(w)/k+1)

a odtud plyne, Ze



f(uw) << k a f gw) <Kk = a(g ,gz) ¥ 0 . (17)
1 1

tj. signaly prekryté "silnymi Sumy” nelze metrikou « rozlisit.

4.Aplikace

Pri vyzkumu ué¢inkd psychofarmak je ddlezite znat, jak studovana latka meéni
spektralni hustotu EEG. Je téz tFeba znat dynamiku téchto zmén. K tomu cili se
snind EEG tésné pied aplikaci farmaka a ddle se snimani opakuje v urc¢itych
intervalech (napr. kadou hodinu). Ziskdme tak basalni EEG spektrum a radu
spekter exponovanych (¢i experimentalnich). Prdb&h vzdalenosti mezi spektren
basédinim a spektry experimentdlnimi vyndSime pak proti okamZikdm, v nichZ byla
se jnuta spektra experimentdlnf{ a hovotime o grafu spektrdini{ kinetiky EEG
Obvykle se pfedpokldda, 2e v EEG zdznamu dochazi k nejvétsim zméndm viaci
basdlu v dobeé, kdy vrcholf koncentrace  psychofarmaka v krvi. Je
tedy dilezité téZz zndt prdbéh vzddlenosti mezi spektry v =zavislosti na
fidici veli¢iné, tj. na koncentraci. Proto teéz vynasime vzdalenosti mezi
basélnim EEG a EEG experimentalnimi proti koncentracim ldatky, jejiZz dynamicke
parametry studujeme. V tomto pripadé hovofime o grajfu spektrdlni dynamiky EEG.
Vzhledem k tomu, 2e metriky uvedené v tomto pFispévku maji temér
komplementdrn{ vlastnosti (vzhledem k linearni {filtraci resp. ”zasuméni”
rozlisovanach signdlld) konstruujeme grafy spektrdalni kinetiky 1 dynamiky
pomoci obou uvedenych metrik. 2Zda se. Ze tuto metodu lze aplikovat v celeé rade
dal&ich pfipadd, kdy studovany systém modelujeme nahodnym procesem s pomalu

proménnou spektrdalni hustotou.
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